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III. Rozdělení náhodných veličin
V této kapitole si ukážeme příklady některých diskrétních a spojitých rozdělení. Napřed tedy ukážeme příklady některých diskrétních rozdělení.
Rovnoměrné diskrétní rozdělení

Náhodná veličina 
[image: image1.wmf]X

 má Rovnoměrné diskrétní rozdělení s parametry 
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Značí se: 
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Příklad: hod kostkou, rovnoměrné diskrétní rozdělení, 
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Alternativní rozdělení

Náhodná veličina 
[image: image15.wmf]X

 má Alternativní rozdělení s parametrem 
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Značí se: 
[image: image18.wmf])
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Náhodná veličina s Alternativním rozdělením nabývá pouze hodnot 0 a 1, proto se mu též říká nula-jedničkové rozdělení.
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Poznámka: Rozptyl je největší pro 
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Příklad: Provádíme pokus, zdaru přiřadíme číslo 1, nezdaru přiřadíme číslo 0.

Binomické rozdělení
Náhodná veličina 
[image: image25.wmf]X

 má Binomické rozdělení s parametry 
[image: image26.wmf]ñ

á

Î

Î

1

;

0

,

;

,

p

n

p

n

N

, pokud platí:


[image: image27.wmf][

]

;

,

,

1

,

0

;

)

1

(

n

k

p

p

k

n

p

k

X

P

k

n

k

k

K

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

=

-


Značí se: 
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  (Binomická věta)

[image: image30.wmf]=

-

-

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

å

å

å

=

-

=

-

=

n

k

k

n

k

n

k

k

n

k

n

k

k

p

p

k

k

n

n

k

p

p

k

n

k

p

k

X

E

0

0

0

)

1

(

!

)!

(

!

)

1

(
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Příklad:
Provádíme 
[image: image41.wmf]n

 nezávislých pokusů, přičemž pravděpodobnost zdaru při jednotlivém pokusu je 
[image: image42.wmf]p

. Pak počet zdarů při 
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 pokusech je náhodná veličina s Binomickým rozdělením 
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 pokusech je též náhodná veličina s Binomickým rozdělením 
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. Počet zdarů a počet nezdarů mají stejný rozptyl. Zřejmě součet počtu zdarů a nezdarů dávají počet pokusů 
[image: image47.wmf]n

.
Příklad:

Významné je Binomické rozdělení s parametrem 
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1

=

p

, pak platí: 
[image: image49.wmf];

4

var

;

2

n

X

n

X

E

=

=

 dále: 
[image: image50.wmf][

]

;

2

1

2

1

2

1

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

-

k

n

k

n

k

n

k

X

P

n

n

k

n

k


Známý vztah z kombinatoriky je: 
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Např. házíme mincí, počet rubů i líců má Binomické rozdělení 
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Tvrzení:
Buďte 
[image: image53.wmf]Y
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,

 nezávislé náhodné veličiny s Binomickým rozdělením, 
[image: image54.wmf]);

;

(

~

);

;

(

~

p

m

Y

p

n

X

Bi

Bi

 Pak součet náhodných veličin má též Binomické rozdělení, platí: 
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Důkaz:

Použijeme vzorec: 
[image: image56.wmf];
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Tedy: 
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Poznámka:
Zřejmě platí toto: 
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Odtud snadno vyplývá (indukcí dle 
[image: image62.wmf]n

), že náhodná veličina s Binomickým rozdělením s parametry 
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 je součtem 
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 nezávislých náhodných veličin s Alternativním rozdělením s parametrem 
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.
Poznámka:

Při provádění nezávislých pokusů představuje náhodná veličina 
[image: image66.wmf]X

, která má Binomické rozdělení, četnost výskytu nějakého jevu. Také definujeme poměrnou četnost jevu takto: 
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Poměrná četnost je nestranný a konzistentní odhad pravděpodobnosti výskytu jevu (zdaru). Je to též eficientní odhad (viz dále, odhady parametrů). Pokud neznáme pravděpodobnost jevu, provedeme několik nezávislých pokusů a pravděpodobnost nahradíme poměrnou četností.
Příklad:

Provádíme nezávislé pokusy (Bernouliho), pravděpodobnost zdaru při jednom pokusu je 
[image: image70.wmf]p

. Kolik nejméně musíme provést pokusů, aby pravděpodobnost toho, že bude aspoň jeden zdar, byla aspoň 
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Pravděpodobnost, že nebude ani jeden zdar, je: 
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 pravděpodobnost, že bude aspoň jeden zdar, je: 
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 neboť jde o doplňkové jevy. Je nutno vyřešit nerovnici: 
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1

)

1

(

1

d

-

³

-

-

n

p

 postupně dostaneme:

[image: image76.wmf];

ln

)

1

ln(

;

)

1

(

;

1

)

1

(

1

d

d

d

£

-

£

-

-

³

-

-

p

n

p

p

n

n



[image: image77.wmf];
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Je nutno si uvědomit, že 
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. Minimální počet pokusů je pak nejblíže vyšší celé číslo, než je výraz napravo.
Kolikrát např. musíme hodit kostkou, aby pravděpodobnost aspoň jedné šestky byla aspoň 95%?
V našem případě je 
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 tj. musíme hodit aspoň 
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Příklad:

Krajní případy Binomického rozdělení jsou: 
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Poissonovo rozdělení

Náhodná veličina 
[image: image86.wmf]X

 má Poissonovo rozdělení s parametrem 
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Značí se: 
[image: image89.wmf])
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Poznamenejme, že platí: 
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!

0

å

¥

=

=

k

k

k

e

l

l

 (viz Taylorovy řady, MA)
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Poissonovo rozdělení je limitní případ Binomického rozdělení, kde 
[image: image98.wmf];
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÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

×

+

-

×

×

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

k

n

k

k

k

n

k

k

n

k

n

k

n

k

n

n

n

n

n

k

k

n

n

p

p

k

n

l

l

l

l

1

!

)

1

(

)

1

(

1

!

)!

(

!

)

1

(

K



[image: image100.wmf];
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Např. počet událostí, které nastanou během nějakého časového období, je náhodná veličina s Poissonovým rozdělením. S Poissonovým rozdělením se také setkáme v teorii hromadné obsluhy (viz Markovovy řetězce).
Tvrzení:

Buďte 
[image: image101.wmf]Y

X

,

 nezávislé náhodné veličiny s Poissonovým rozdělením, 
[image: image102.wmf]);
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 Pak součet náhodných veličin má též Poissonovo rozdělení, platí: 
[image: image103.wmf]);
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Důkaz:
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Tedy: 
[image: image107.wmf]);
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Příklad:
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Příklad:

Je-li v Poissonově rozdělení parametr 
[image: image110.wmf]0
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 celočíselný (
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Je-li v Binomickém rozdělení 
[image: image113.wmf]n

 „dost velké“ a 
[image: image114.wmf]p

 „dost malé“, můžeme Binomické rozdělení aproximovat Poissonovým rozdělením s parametrem: 
[image: image115.wmf]np
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Obvykle stačí 
[image: image116.wmf];
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Příklad 3.x.:
Na telefonní ústřednu je napojeno 300 účastníků. Každý z nich bude volat ústřednu během hodiny s pravděpodobností 0,01. Jaká je pravděpodobnost, že během hodiny zavolají 4 účastníci? Jaká je pravděpodobnost, že během hodiny nikdo nezavolá?

Zde nahradíme Binomické rozdělení Poissonovým rozdělením, kde 
[image: image117.wmf];
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[image: image118.wmf][
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Kdybychom to počítali klasicky, dostali bychom:
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[image: image121.wmf][

]

;

0490

,

0

99

,

0

99

,

0

01

,

0

0

300

0

300

300

0

=

=

×

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

&

X

P


Vidíme, že hodnoty pravděpodobností se liší až na 4. desetinném místě.
Geometrické rozdělení
Náhodná veličina 
[image: image122.wmf]X

 má Geometrické rozdělení s parametrem 
[image: image123.wmf])
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Značí se: 
[image: image125.wmf])
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[image: image126.wmf];
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 (součet geometrické řady, 
[image: image127.wmf]p
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Na výpočet střední hodnoty a rozptylu použijeme jistý trik.
Položme:
[image: image128.wmf];
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 derivujme podle proměnné 
[image: image129.wmf]p

, dostaneme:

[image: image130.wmf](
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neboť platí: 
[image: image131.wmf];
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Dostali jsme rovnost: 
[image: image132.wmf];
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[image: image135.wmf]=
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[image: image136.wmf]);
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Dostali jsme rovnost: 
[image: image137.wmf];
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[image: image139.wmf];
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[image: image141.wmf];
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Provádíme-li sérii nezávislých pokusů, pak počet nezdarů před prvním zdarem má geometrické rozdělení s parametrem 
[image: image142.wmf]p

, což je pravděpodobnost zdaru při jednom pokusu. Protože pravděpodobnosti 
[image: image143.wmf]0
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 tvoří geometrickou posloupnost, nazývá se rozdělení Geometrické. Veličina se též nazývá doba čekání na první zdar.
Podobně počet zdarů před prvním nezdarem má též Geometrické rozdělení s parametrem 
[image: image144.wmf]p
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.
Střední hodnota počtu pokusů do prvního zdaru je: 
[image: image145.wmf];
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Tvrzení:

Buď 
[image: image146.wmf]X

 náhodná veličina s Geometrickým rozdělením, tj. 
[image: image147.wmf])
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Důkaz:


[image: image150.wmf][
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[image: image151.wmf][
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□
Zabývejme se nyní případem, kdy počet pokusů je omezen. Pak jde o tzv. useknuté Geometrické rozdělení. Nechť 
[image: image152.wmf]N

 je maximální počet pokusů, pak platí:

[image: image153.wmf][
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kde náhodná veličina 
[image: image154.wmf]X

 představuje počet nezdarů.
Platí toto: 
[image: image155.wmf];
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[image: image156.wmf];
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Pravděpodobnost, že nenastane ani jeden zdar, je: 
[image: image157.wmf]N
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Pravděpodobnost, že bude provedeno 
[image: image158.wmf]N

 pokusů, je: 
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Jsou v tom zahrnuty jevy: ani jeden zdar, zdar až v posledním pokuse.

[image: image160.wmf];
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Střední hodnotu vypočteme podobným trikem jako dříve, budeme derivovat podle proměnné 
[image: image161.wmf]p

 následující rovnost: 
[image: image162.wmf];
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 dostaneme:

[image: image163.wmf](
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tj. 
[image: image164.wmf];
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Máme tedy:
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Provádíme nezávislé pokusy. Skončíme, až nastane zdar nebo až provedeme 
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 pokusů. Náhodná veličina 
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Průměrný počet pokusů je tedy: 
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Speciálně pro 
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Provádíme-li sérii nezávislých pokusů, pak počet nezdarů před 
[image: image198.wmf]-
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tým zdarem má Negativně Binomické rozdělení s parametry 
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 je pravděpodobnost zdaru při jednom pokusu. Náhodná veličina s rozdělením 
[image: image201.wmf])
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 nezávislých náhodných veličin s geometrickým rozdělením 
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Odtud název Negativně Binomické rozdělení.
Tvrzení:

Buď 
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 nezávislé náhodné veličiny. Pak náhodná veličina 
[image: image206.wmf])
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Důkaz:

Použijeme vzorec: 
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Tedy: 
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Odtud snadno vyplývá (indukcí dle 
[image: image211.wmf]r

), že náhodná veličina s rozdělením 
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Hyper Geometrické rozdělení

Náhodná veličina 
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 má Hyper Geometrické rozdělení s parametry: 
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Značí se: 
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Poznámka:
Pokud by se náhodou ve vzorci vyskytlo kombinační číslo, kde je menší číslo nad větším, klademe ho rovné nule.
Příklad:
V bedně je 
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 výrobků, z toho je 
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 vadných (dobrých tedy 
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 představuje počet vadných výrobků ve výběru. Pak veličina 
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 má Hyper Geometrické rozdělení, tj. 
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Poznámka:

Kdybychom po každém vytažení výrobku ho zase do bedny vrátili, jednalo by se o Binomické rozdělení s parametry 
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Toto bylo symetrické trojúhelníkové rozdělení, přičemž 
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 je střed symetrie (viz dále). Nadále tento případ zobecníme na trojúhelníkové rozdělení, které není symetrické.
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Hustota je rostoucí v intervalu 
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Je to hustota pravděpodobnosti.
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Tento obecný případ zahrnuje i předchozí případ, položíme-li 
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Rozptyl je nejmenší pro 
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Pro distribuční funkci platí: 
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Hustota je klesající v intervalu 
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Exponenciální rozdělení
Náhodná veličina 
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Značíme: 
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  Je to hustota pravděpodobnosti.
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Tvrzení:
Buď 
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Poznámka:
S Exponenciálním rozdělením se setkáváme v mnoha případech, např. doba, než nastane nějaká událost, doba, než se stroj porouchá, doba, než bude zákazník v systému obsloužen (viz též Markovovy řetězce), apod.

Exponenciální rozdělení je tzv. rozdělení „bez paměti“.

Určeme pravděpodobnost, že náhodná veličina nabude větší hodnoty, než je její střední hodnota.
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Určeme pravděpodobnost, že náhodná veličina nabude větší hodnoty, než je 
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Určeme pravděpodobnost, že náhodná veličina nabude hodnoty větší než 
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Určeme 
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Pro Exponenciální rozdělení tedy platí: 
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Speciálně:
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Mezikvartilové rozpětí: 
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Poznámka:
Při výpočtu integrálů pro 
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Poznámka:

Někteří autoři definují hustotu exponenciálního rozdělení takto:
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Také můžeme definovat posunuté Exponenciální rozdělení s parametry 
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Pro distribuční funkci platí: 
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Zřejmě je: 
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Určeme 
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Rovnice se řeší analogicky jako dříve, dostaneme: 
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Gama rozdělení
Připomeňme si definici funkce Gama: 
[image: image439.wmf];

0

;

)

(

0

1

>

=

G

ò

+¥

-

-

s

dx

e

x

s

x

s


a funkce Beta: 
[image: image440.wmf]ò

-

-

-

=

B

1

0

1

1

)

1

(

)

;

(

dx

x

x

q

p

q

p

 (viz též MA, kap. 17)
Funkce Gama je zobecnění faktoriálu, neboť platí: 
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Náhodná veličina 
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 má Gama rozdělení s parametry 
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značíme: 
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Je to hustota pravděpodobnosti.
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Exponenciální rozdělení je speciální případ Gama rozdělení (
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Pro distribuční funkci platí: 
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Použili jsme vztahy pro Beta funkce, viz MA.
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Poznámka:
Nechť 
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Trochu předběhneme a použijeme vztah pro transformaci náhodných veličin (viz kap. IV).
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Zřejmě platí: 
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Poznámka:

Pro hustotu Beta rozdělení platí toto:
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Speciální případ Beta rozdělení je tzv. Stříškové rozdělení, což je případ, kdy jeden z parametrů (
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Hustota Stříškového rozdělení má tvar:
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Distribuční funkce Stříškového rozdělení má tvar:
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Dále platí:
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Stříškové rozdělení je tedy speciální případ Beta rozdělení, také je Dvojitě Stříškové rozdělení, kde „stříška má 2 části“.
Dvojitě Stříškové rozdělení
Náhodná veličina 
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(substituce v 1. integrálu: 
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Je to hustota pravděpodobnosti.
Pro hustotu pravděpodobnosti platí:
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Hustota pravděpodobnosti má skok v bodě 
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Distribuční funkce má tvar:
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Výraz, který vyjadřuje střední hodnotu, je složitý. Položíme-li: 
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Opět jsme dostali poměrně složitý výraz.

V případě 
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 se situace poněkud zjednoduší, dostaneme:
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Distribuční funkce má tvar:
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Zabývejme se nyní více speciálním případem, kdy 
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Je-li speciálně 
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Je-li speciálně 
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Normální rozdělení

Normální rozdělení má ve statistice velkou důležitost, neboť se s ním statistikové setkávají nejčastěji. Součet velkého počtu nezávislých náhodných veličin má přibližně Normální rozdělení.
Náhodná veličina 
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Značíme: 
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Graf hustoty Normálního rozdělení je tzv. Gaussova křivka (kopeček, viz náčrtek).
Použijeme vzorec: 
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 (Laplaceův integrál, viz MA)
Speciálně 
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Je to hustota pravděpodobnosti.
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Je-li speciálně 
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Hustota se značí: 
[image: image620.wmf];

2

1

)

(

2

2

x

e

x

-

=

p

j

 distribuční funkce se značí: 
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zřejmě platí: 
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Distribuční funkci Normálního rozdělení neumíme spočítat (nelze ji vyjádřit pomocí elementárních funkcí). Její hodnoty jsou tabelovány ve statistických tabulkách.
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Stačí tedy tabelovat hodnoty distribuční funkce Normovaného Normálního rozdělení.
Protože rozdělení 
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Příklad:
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Pro kvantily obecného Normálního rozdělení 
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Mezi kvantily platí tento vztah, proto stačí tabelovat kvantily Normovaného Normálního rozdělení a to pouze pro 
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Speciálně dostáváme: 
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Pro šikmost platí: 
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Určíme charakteristickou funkci Normálního rozdělení.
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Poznámka:

Normálním rozdělením a jeho odvozeninami se budeme více zabývat v kapitole V. Také se budeme zabývat vícerozměrným Normálním rozdělením.
Dvojitě Exponenciální rozdělení (Laplaceovo)
Náhodná veličina 
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 má Dvojitě Exponenciální rozdělení s parametry 
[image: image670.wmf]0

;

,

>

b

b

a

, má-li hustotu:


[image: image671.wmf];

;

2

1

)

(

R

Î

=

-

-

x

e

b

x

f

b

a

x



Značíme: 
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[image: image673.wmf];

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

)

(

0

0

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

=

=

ò

ò

ò

ò

ò

+¥

-

¥

-

+¥

¥

-

-

+¥

¥

-

-

-

+¥

¥

-

dy

e

dy

e

dy

e

dx

e

b

dx

x

f

y

y

y

b

a

x


Je to hustota pravděpodobnosti.
Hustota pravděpodobnosti má v bodě 
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Nejjednodušší tvar má hustota při 
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Distribuční funkce má tvar: 
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Weibullovo rozdělení
Náhodná veličina 
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Značíme: 
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Je to hustota pravděpodobnosti.
Pro distribuční funkci platí: 
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Exponenciální rozdělení je speciální případ Weibullova rozdělení (
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Pro distribuční funkci platí: 
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Logaritmicko-Normální rozdělení
Náhodná veličina 
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Značíme: 
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Distribuční funkci můžeme vyjádřit pomocí distribuční funkce Normálního rozdělení.
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Logaritmicko-Normální rozdělení úzce souvisí s Normálním rozdělením. Nechť 
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Trochu předběhneme a použijeme vztah pro transformaci náhodných veličin (viz kap. IV).
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Pro kvantily Logaritmicko-Normálního rozdělení platí toto:
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Pro medián platí toto: 
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Také můžeme definovat posunuté Logaritmicko-Normální rozdělení s parametry 
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Značíme: 
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Distribuční funkci můžeme vyjádřit pomocí distribuční funkce Normálního rozdělení.
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Pro kvantily posunutého Logaritmicko-Normálního rozdělení platí toto:
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Pro medián platí toto: 
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~

5

,

0

m

e

a

x

x

+

=

=


Paretovo rozdělení
Náhodná veličina 
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 má Paretovo rozdělení s parametry 
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značíme: 
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Je to hustota pravděpodobnosti.
Pro distribuční funkci platí: 
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Maxwellovo rozdělení
Náhodná veličina 
[image: image748.wmf]X

 má Maxwellovo rozdělení s parametrem 
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značíme: 
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(substituce: 
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Je to hustota pravděpodobnosti.
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Maxwellovo rozdělení se používá v kinetické teorii plynů, určuje rozdělení rychlosti molekul plynu za dané teploty. Hustota pravděpodobnosti nabývá maxima pro 
[image: image758.wmf]c
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, což je modus náhodné veličiny a nejpravděpodobnější rychlost pohybu molekul.
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Cauchyho rozdělení

Náhodná veličina 
[image: image760.wmf]X

 má Cauchyho rozdělení s parametry 
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, přičemž 
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, má-li hustotu:
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značíme: 
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Pro distribuční funkci platí: 
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Předchozí integrál existuje pouze ve smyslu hlavní hodnoty.
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U Cauchyho rozdělení existuje střední hodnota jen ve smyslu hlavní hodnoty, rozptyl je nekonečně velký. Cauchyho rozdělení je tzv. rozdělení s „těžkými chvosty“.
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 tj. hodnota 
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 je medián rozdělení.
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 je dolní kvartil rozdělení.
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 tj. hodnota 
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 je horní kvartil rozdělení.
V případě 
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Také si uvedeme rozdělení, která s Normálním rozdělením úzce souvisí. Jsou to zejména tato rozdělení: Chí kvadrát, Studentovo, Fisher-Snedecorovo. Kvantily těchto rozdělení jsou ve statistických tabulkách, neboť se používají při testování hypotéz (viz kap VI).
Chí kvadrát rozdělení

Náhodná veličina 
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značíme: 
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Rozdělení 
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Také zřejmě platí následující tvrzení.
Tvrzení:
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Studentovo rozdělení
Náhodná veličina 
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 má Studentovo s 
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značíme: 
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 Je to hustota pravděpodobnosti.
(substituce: 
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Integrály: 
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 jsou si rovny vzhledem k symetrii, každý má hodnotu jedna polovina. Integrály: 
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d) Zřejmě platí: 
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Poznámka:
Je-li speciálně 
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Normální rozdělení má velký význam také proto, že normovaný součet velkého počtu nezávislých náhodných veličina má přibližně Normované Normální rozdělení. O tom pojednává tzv. Centrální limitní věta, která má několik verzí. Ve všech verzích je předpoklad nezávislosti náhodných veličin. Uvedeme některé z nich.
Věta 3.x. (Lindebergova)
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Důkaz:
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 (viz pozn. za V 2.x.)
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Limita na pravé straně je charakteristická funkce rozdělení 
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□
Poznámka:
Předchozí věta lze vyjádřit takto: 
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někdy se uvádí v této úpravě: 
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Poznámka:

Položme: 
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 pak můžeme předchozí větu vyjádřit také takto: 
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Následující věta je snadným důsledkem Lindebergovy věty. V podstatě říká, že Binomické rozdělení můžeme pro „velká“ 
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 nahradit Normálním rozdělením.

Věta 3.x. (Moivre–Laplaceova)
Buď 
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Důkaz:

Náhodná veličina s Binomickým rozdělením 
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 nezávislých náhodných veličin s Alternativním rozdělením 
[image: image911.wmf])

(

p

A

, tj. 
[image: image912.wmf]);

(

~

;

1

p

A

X

j

n

j

j

n

x

x

å

=

=

 přičemž veličiny 
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 jsou nezávislé. Je to možné interpretovat tak, že provádíme nezávislé náhodné pokusy, kde náhodná veličina 
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 je pak poměrná četnost zdaru (což je odhad pravděpodobnosti). Dále platí (viz dříve) 
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 použít předchozí větu.
□
Užití věty si ukážeme na několika příkladech. Někdy je dobré udělat tzv. opravu na spojitost.

Příklad:
Hodíme 600( hrací kostkou. Jaká je pravděpodobnost, že číslo 6 padne nejméně 80(, nejvýše však 120(? Jaká je pravděpodobnost, že číslo 6 padne aspoň 200(? Jaká je pravděpodobnost, že číslo 6 padne právě 100(?
Pro „velká“ 
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 můžeme Binomické rozdělení nahradit přibližně Normálním rozdělením. Nechť 
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 nezávislých náhodných veličin s Alternativním rozdělením.
V našem případě: 
[image: image925.wmf];

3

,

83

6

500

)

1

(

var

;

100

;

6

1

,

600

=

=

-

=

=

=

=

=

&

p

np

X

np

EX

p

n


Pozor, musíme udělat tzv. opravu na spojitost.
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-

F

×

=

-

F

-

F

=

ú

û

ù

ê

ë

é

<

-

<

-

=

1

)

246

,

2

(

2

)

246

,

2

(

)

246

,

2

(

246

,

2

127

,

9

100

246

,

2

X

P

&



[image: image928.wmf];
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  (pravděpodobnost je zanedbatelná)
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044

,

0

1

522

,

0

2

=

-

×

=

&


Kdybychom počítali pravděpodobnost klasicky, dostali bychom: 
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 Protože výpočet je obtížný, použijeme Stirlingův vzorec.
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V obou případech vyšel přibližně stejný výsledek.
Příklad:

Hodíme 400( mincí. Jaká je pravděpodobnost, že počet hodů, kdy padne líc, bude mezi 190 a 230? Jaká je pravděpodobnost, že počet hodů, kdy padne líc, bude nejméně 300? Jaká je pravděpodobnost, že počet hodů, kdy padne líc, bude přesně 200?
Opět nahradíme Binomické rozdělení Normálním. Musíme udělat tzv. opravu na spojitost. V našem případě: 
[image: image937.wmf];
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  (pravděpodobnost je zanedbatelná)
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Kdybychom počítali pravděpodobnost klasicky, dostali bychom: 
[image: image945.wmf]200
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 Protože výpočet je obtížný, použijeme Stirlingův vzorec.
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[image: image947.wmf];

040

,

0

2

20

1

1

400

2

20

=

=

=

&

p

p

p


V obou případech vyšel přibližně stejný výsledek.

Příklad:

Zkusme řešit příklad 3.x. aproximací Binomického rozdělení Normálním rozdělením.

V našem případě: 
[image: image948.wmf];
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Zde se výsledky liší již na řádu setin, tj. na 2. desetinném místě.
Příklad:

Hodíme 100( hrací kostkou, buď 
[image: image953.wmf]S

 součet hodů. Jaká je pravděpodobnost, že pro součet hodů bude platit 
[image: image954.wmf]500

400

£

£

S

? Jaká je pravděpodobnost, že pro součet hodů bude platit 
[image: image955.wmf]400

300

£

£

S

? Jaká je pravděpodobnost, že součet hodů bude přesně 350?
Použijeme toho, že normovaný součet velkého počtu nezávislých náhodných veličin má přibližně Normované Normální rozdělení. Platí: 
[image: image956.wmf];
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[image: image963.wmf];
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Uvedeme si ještě obecnější verzi Centrální limitní věty, kde se nepředpokládá stejné rozdělení.
Věta 3.x. (Ljapunovova)

Buď 
[image: image964.wmf]{
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 posloupnost nezávislých náhodných veličin, 
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, položme: 
[image: image966.wmf]å
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 (částečné součty). Zřejmě platí: 
[image: image967.wmf];
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Nechť platí Ljapunovova podmínka: 
[image: image968.wmf];
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Pak 
[image: image969.wmf])

(

);

1

;

0

(

var

¥

®

®

-

n

N

S

ES

S

D

n

n

n


Důkaz:
Je obtížný, viz …
Poznámka:
Pokud jsou náhodné veličiny stejně rozdělené, je Ljapunovova podmínka splněna.
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Příklad 3.x.
Občas dojde k výskytu nějakého jevu, přičemž doba, než jev nastane, má Exponenciální rozdělení. Položme:

[image: image971.wmf]1

X

 - doba od počátku (0. výskytu) do 1. výskytu jevu.


[image: image972.wmf]2

X

 - doba od 1. výskytu do 2. výskytu jevu.


[image: image973.wmf]3
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 - doba od 2. výskytu do 3. výskytu jevu.
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tého výskytu jevu.

Platí: 
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Předpokládejme, že doby mezi jednotlivými výskyty jevu jsou nezávislé náhodné veličiny.
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Veličina 
[image: image981.wmf]k
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 má tzv. Erlangovo rozdělení. Zřejmě platí: 
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Dále platí:
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Poslední integrál ještě upravíme pomocí metody per partes.
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[image: image989.wmf];
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[image: image990.wmf];

1

³

k


Definujme náhodnou veličinu 
[image: image991.wmf]t

Y

, která představuje počet výskytů jevu do času 
[image: image992.wmf]t

, což je celočíselná náhodná veličina. Určíme rozdělení veličiny 
[image: image993.wmf]t

Y

.
Pravděpodobnost, že do času 
[image: image994.wmf]t

 nastane právě 
[image: image995.wmf]k

 výskytů jevu, je rovna pravděpodobnosti, že doba do 
[image: image996.wmf]-
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tého výskytu jevu bude nejvýše 
[image: image997.wmf]t

 a doba do 
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tého výskytu jevu bude větší než 
[image: image999.wmf]t
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Nechť 
[image: image1000.wmf];
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]

(

)

[

]

(

)

=

-

-

=

£

-

£

=

ò

ò

-

+

-

-

+

t

x

k

k

t

x

k

k

k

k

dx

e

x

k

dx

e

x

k

t

S

P

t

S

P

0

1

0

1

1

!

)!

1

(

l

l

l

l



[image: image1003.wmf]=
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[image: image1005.wmf][
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Výsledek tedy platí i pro 
[image: image1006.wmf]0
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Dostali jsme: 
[image: image1007.wmf][
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Náhodná veličina 
[image: image1008.wmf]t

Y

 má tedy Poissonovo rozdělení s parametrem 
[image: image1009.wmf]t

l

.
Příklad 3.x.
Buďte 
[image: image1010.wmf]Y

X

,

 nezávislé náhodné veličiny s Binomickým rozdělením, 
[image: image1011.wmf]);
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[image: image1013.wmf])
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 (viz tvrzení 3.xx).
Určíme nyní podmíněnou pravděpodobnost: 
[image: image1014.wmf][

]
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[image: image1018.wmf];
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Je pozoruhodné, že podmíněné rozdělení nezávisí na parametru 
[image: image1019.wmf]p

. Je to Hyper Geometrické rozdělení 
[image: image1020.wmf])
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Příklad 3.x.:

Buďte 
[image: image1021.wmf]Y

X

,

 nezávislé náhodné veličiny s Poissonovým rozdělením, 
[image: image1022.wmf]);
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[image: image1024.wmf]0
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 (viz tvrzení 3.xx).
Určíme nyní podmíněnou pravděpodobnost: 
[image: image1025.wmf][
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[image: image1027.wmf][
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[image: image1029.wmf];
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Podmíněné rozdělení je Binomické 
[image: image1030.wmf])
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