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Matematická ekonomie
Jde o popis ekonomických jevů a procesů matematickými modely. Modely ovšem situaci zjednodušují, tudíž nemusí přesně odpovídat realitě.
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Poznámka:

Veličinu 
[image: image4.wmf]Y

 lze např. chápat jako národní důchod. Při makroekonomické rovnováze se důchod musí rovnat součtu spotřeby a investic.

Příklad 1.

Uvažujme následující model.
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přičemž 
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 známe. Určeme 
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Řešíme soustavu rovnic s parametry.

řešení: 
[image: image9.wmf];
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V tomto případě je koeficient 
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 mezní sklon ke spotřebě. Obecně je mezní sklon ke spotřebě dán vztahem: 
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Platí: 
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Příklad 2.

Následující model bude podobný jako předchozí, ale budeme též uvažovat vládní výdaje a zdanění.
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přičemž 
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Řešíme soustavu rovnic s parametry.

Poslední rovnici můžeme upravit na tvar: 
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řešení: 
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Vyřešení soustavy proveďte sami.

Výrazu 
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 se říká disponibilní důchod.
Poznámka:

Položíme-li v příkladu 2) 
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, dostaneme předchozí příklad 1).

Zatím jsem uvažovali jedno období, dále budeme uvažovat více období.
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V následujících příkladech budeme tento model specifikovat. Předpokládáme, že 
[image: image32.wmf]t

 je celočíselné.
Příklad 3.
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Číslo 
[image: image34.wmf]c

 udává, jaká část produkce z minulého období se spotřebovala.
Číslo 
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 udává, jaká část produkce z minulého období se nespotřebovala (investovala).

Máme tedy diferenční rovnici:
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Tuto diferenční rovnici vyřešíme (viz též MA, kap 23)
Řešení homogenní diferenční rovnice tvaru: 
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 je libovolná konstanta. Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
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Obecné řešení je tedy ve tvaru: 
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Pokud známe produkci na počátku, tj. 
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, můžeme konstantu 
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 určit.
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Řešení přejde na tvar:

[image: image49.wmf];
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(viz součet členů geometrické posloupnosti)
Dostali jsme řešení ve tvaru:
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Určíme ještě limitní produkci za dlouhé období. Protože je 
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Část produkce se spotřebuje, konstantní část se investuje. Za dlouhou dobu se produkce ustálí na hodnotě 
[image: image54.wmf]c
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.
Poznámka:
K předchozím vztahům lze dospět také takto:
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Podobně můžeme postupovat dále, indukcí lze dokázat:
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což souhlasí s výsledky odvozenými dříve.
Příklad 4. (Harrold-Dommarův model)
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Položme: 
[image: image58.wmf];
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Odtud dostaneme (homogenní) diferenční rovnici:
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Řešením této diferenční rovnice je posloupnost tvaru: 
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 je libovolná konstanta. Pokud známe produkci na počátku, tj. 
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 určit.

Dostali jsme řešení ve tvaru:
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Produkce roste jako členy geometrické posloupnosti.
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[image: image67.wmf];
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Příklad 5. (Samuelson Hicksův model)
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Dostali jsme homogenní diferenční rovnici 2. řádu.
Poznámka:
Majetek kapitalisty se stručně značí: 
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 (např. v politické ekonomii).
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Kapitalista si část dělníkovy práce přisvojuje bez náhrady, což je podstata kapitalistického vykořisťování.

Příklad 6. (Feldmannův dvousektorový model)
I – výroba výrobních prostředků
II – výroba spotřebních předmětů
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Musí platit: 
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, neboť co se vytvoří v sektoru I, to se investuje.
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 je nově vytvořená hodnota
Z rovnosti 
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 vyplývá, že platí: 
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Uvažujme spojitý čas. Předpokládejme, že platí: 
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Nabídka a poptávka

Budeme se zabývat rovnováhou nabídky a poptávky.
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Nyní uvažujme diskrétní čas.
Model 1.
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Čím vyšší je cena, tím menší poptávka, tím větší nabídka.

Zajímá nás, při jaké ceně bude nabídka a poptávka v rovnováze, tj. řešíme rovnici: 
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Množství poptávaného i nabízeného zboží bude stejné: 
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Poznamenejme ještě, že platí: 
[image: image94.wmf];

0

>

-

a

b

 tedy 
[image: image95.wmf];

0

<

-

b

a


Z podmínek nezápornosti 
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Nechť je nyní cena za jednotku regulovaná předpisem, tj. platí: 
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Je-li 
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Model 2.
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Čím vyšší je cena, tím menší poptávka, tím větší nabídka.
rovnováha: 
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Snažíme se, aby poptávka byla rovna nabídce předchozího období.

Rovnici lze přepsat na tvar: 
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Dostali jsme diferenční rovnici, jejímž řešením je: 
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 (viz MA).
Pokud např. známe 
[image: image113.wmf]0
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, určíme konstantu 
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Pak máme:
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Model 3.


[image: image121.wmf]-

t

Q

 množství zboží, které je na skladě na konci období 
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Chceme se zbavit přebytečného zboží na skladě.
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Rovnici lze přepsat následovně:
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Dostali jsme diferenční rovnici, jejímž řešením je: 
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Příklad:
Poptávka: 
[image: image129.wmf];
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Najdeme rovnovážnou cenu, tj. vyřešíme rovnici: 
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Rovnovážné množství můžeme najít také takto:
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Položme: 
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Nechť je nyní uložena na výrobce daň 
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Nyní vyřešíme rovnici: 
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K novému vztahu můžeme dojít také takto: 
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Spotřebitel zaplatí o 2 peněžní jednotky více, výrobci zůstanou 4 peněžní jednotky (10-6), neboť 6 peněžních jednotek odvede.
Nechť je nyní uložena na spotřebitele daň 
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Pak bude 
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Nyní vyřešíme rovnici: 
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K novému vztahu můžeme dojít také takto: 
[image: image154.wmf];
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 (graf vpravo)
Spotřebitel zaplatí o 4 peněžní jednotky méně, ale odvede 6 jednotek, výrobce obdrží 4 peněžní jednotky.

Na následujících grafech je to znázorněno.
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Poznámka:

Někdy značíme množství poptávaného (či nabízeného) zboží písmenem 
[image: image157.wmf]Q

.

Příklad:

Poptávka: 
[image: image158.wmf];
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Najdeme rovnovážnou cenu, tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image160.wmf];
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Rovnovážné množství můžeme najít také takto:
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Položme: 
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Nechť je nyní uložena na výrobce daň 
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Pak bude 
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Nyní vyřešíme rovnici: 
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Spotřebitel zaplatí o 4 peněžní jednotky více, výrobci zůstane 37 peněžních jednotek.
Nechť je nyní uložena na spotřebitele daň 
[image: image175.wmf]7
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 na jeden výrobek.
Pak bude 
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Nyní vyřešíme rovnici: 
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 rovnovážný bod je 
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Spotřebitel zaplatí o 3 peněžní jednotky méně, odvede jich 7, výrobce dostane 37 jednotek.
Nechť je nyní uložena na spotřebitele daň 
[image: image182.wmf]7
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 i na výrobce daň 
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Pak bude 
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Nyní vyřešíme rovnici: 
[image: image186.wmf];
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 rovnovážný bod je 
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Spotřebitel zaplatí o 1 peněžní jednotku více, ještě jich 7 odvede. Výrobce dostane 34 peněžních jednotek.

Dále se budeme zabývat nabídkou více druhů zboží (vícekomoditní trh). Předpokládejme 2 druhy zboží. Mohou to být substituty (jeden druh je schopen nahradit druhý) nebo komplementy (jeden druh doplňuje druhý).
V případě substitutů pokles zájmu o jeden druh vyvolá vzrůst zájmu o druhý druh, vzrůst zájmu o jeden druh vyvolá pokles zájmu o druhý druh (opačný trend).
V případě komplementů pokles zájmu o jeden druh vyvolá pokles zájmu o druhý druh, vzrůst zájmu o jeden druh vyvolá vzrůst zájmu o druhý druh (souhlasný trend).
Předpokládejme, že poptávka je lineární funkce ceny.
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Platí: 
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, neboť s rostoucí cenou poptávka klesá. V případě, že jde o substituty, je 
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, neboť růsty zájmů mají opačný trend. V případě, že jde o komplementy, je 
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, neboť růsty zájmů mají souhlasný trend.

Příklad:

Tři zákazníci mají zájem o jistý druh zboží. Funkce poptávky jsou tyto: 
[image: image194.wmf];
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Určíme souhrnnou poptávku:
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Funkce 
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Produkční funkce
Produkční funkce určují závislost výstupů na vstupech. Např. množství produkce závisí na práci a kapitálu.
Předpokládejme, že produkční funkce má parciální derivace. Je-li 
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 (viz MA, totální diferenciál).
Uvedeme si příklad produkční funkce.
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[image: image204.wmf]-
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předpokládáme, že platí: 
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Výše uvedená funkce se nazývá Cobb-Douglasova produkční funkce. Vyjadřuje závislost produkce na kapitálu a práci.
Povšimneme si derivací produkční funkce (viz MA).
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Poznamenejme ještě, že platí: 
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Změní-li se vstupy 
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· Je-li 
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, jde o konstantní výnosy (proporcionální změna výstupu je stejná jako proporcionální změny vstupů).
· Je-li 
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, jde o rostoucí výnosy (proporcionální změna výstupu je větší než proporcionální změny vstupů).

· Je-li 
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, jde o klesající výnosy (proporcionální změna výstupu je menší než proporcionální změny vstupů).

Zvláštní význam má případ Cobb-Douglasovy produkční funkce, kdy 
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 (konstantní výnosy). Produkční funkce je homogenní stupně 1. Poznamenejme, že funkce je homogenní stupně 
[image: image225.wmf]n

, jestliže platí: 
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Někdy se změní jeden vstup, vzniká otázka, jak změnit druhý vstup, aby byla zachována velikost produkce.
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po úpravě dostaneme: 
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Nyní vidíme, jaký význam mají podíly: 
[image: image229.wmf];
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První podíl udává, o kolik se musí změnit faktor L, jestliže se faktor K změní o jednotku, chceme-li zachovat produkci.
Druhý podíl udává, o kolik se musí změnit faktor K, jestliže se faktor L změní o jednotku, chceme-li zachovat produkci.

U Cobb-Douglasovy produkční funkce mají podíly tvar: 
[image: image230.wmf];
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Také se vyskytují produkční funkce tvaru:
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kde 
[image: image232.wmf];

1

0

,

0

<

<

>

a

A


U produkčních funkcí mají význam izokvanty, což jsou křivky spojující body téže výše produkce (něco jako vrstevnice).

U Cobb-Douglasovy produkční funkce mají izokvaty následující tvar:
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Příklad:

Uvažujme opět Cobb-Douglasovu produkční funkci 
[image: image234.wmf];
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Předpokládejme, že vstup 
[image: image235.wmf]K

 se zvětší o 
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. Určíme, jak se změní produkce.
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Produkce 
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V případě 
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Je-li navíc ještě 
[image: image246.wmf]1
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 (konstantní výnosy), zvětší se výstup stejnou měrou jak vstupy.
Odhadneme přírůstek funkce pomocí diferenciálu.
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Podíl lze odhadnout takto: 
[image: image248.wmf];
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Příklad:

Produkce firmy je dána vztahem: 
[image: image249.wmf]4
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Je to speciální případ Cobb-Douglasovy produkční funkce s konstantními výnosy (
[image: image250.wmf]1
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Nechť má firma 1000 jednotek kapitálu a 250 pracovníků. Určeme produkci, dále mezní produkt práce a kapitálu.
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[image: image253.wmf];
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 (mezní produkt kapitálu)
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 (mezní produkt práce)

Nyní předpokládejme, že se počet pracovníků zvýší z 250 na 260 a kapitál se sníží z 1000 jednotek na 900 jednotek. Odhadneme změnu produkce pomocí totálního diferenciálu.
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Produkce se (odhadem) zvýší o 1,7 jednotek.
Nyní to porovnáme s přesnou změnou produkce.
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Předpokládejme, že kapitál se snížil z 1000 jednotek na 900 jednotek. Kolik pracovníků je třeba přibrat, abychom udrželi stávající produkci?
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[image: image259.wmf];
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Je třeba přibrat asi 8 pracovníků.

[image: image260.wmf];

5

,

356

3

,

258

900

01

,

1

)

250

;

1000

(

4

3

4

1

=

×

×

=

&

Y


Příklad:
Restaurace má 2 provozovny. Jedna je v centru, ale je malá. Druhá je zahradní, ale je větší. Majitel zaměstnává 15 číšníků, má se rozhodnout, kolik jich bude pracovat v centru, kolik jich pošle do zahradní restaurace. V zahradní restauraci každý číšník inkasuje denně tržbu 3 500 Kč. V restauraci v centru každý číšník inkasuje denně 6 000 Kč, ale pokud jich tam je nejvýše pět. V případě většího počtu si začnou navzájem překážet a tržba se snižuje.

Buď 
[image: image261.wmf]N

 počet číšníků v centru, pak počet číšníků v zahradní restauraci je 
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Tržba v restauraci v centru je vyjádřena následující produkční funkcí:
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Tržba v zahradní restauraci je vyjádřena následující produkční funkcí:
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Majitel restaurace se má rozhodnout, kolik číšníků nechá pracovat v centru a kolik jich pošle do zahradní restaurace. Je jasné, že chce maximalizovat denní tržby.
Celková tržba je vyjádřena produkční funkcí:
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což lze vyjádřit také takto: 
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Pro derivaci produkční funkce platí: 
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což lze vyjádřit také takto: 
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Je vidět, že i derivace navazuje spojitě pro 
[image: image269.wmf]5
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.
Nyní najdeme lokální extrém funkce tržeb.
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Derivace mění znaménko z plusu do minusu, tudíž je tam lokální maximum (zde i globální).

Funkce tržeb nabývá tedy pro 
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Protože počet číšníků musí být celočíselný, tak nejlepší bude, když v centu bude pracovat 6 číšníků a v zahradní restauraci jich bude pracovat 9.
Ještě ověříme tržby: 
[image: image273.wmf];

000

66

)

7

(

;

500

66

)

6

(

=

=

TP

TP


Příklad: (zobecnění předchozího příkladu)
Majitel restaurace zaměstnává 
[image: image274.wmf]M

 číšníků, má se rozhodnout, kolik jich bude pracovat v centru, kolik jich pošle do zahradní restaurace. V zahradní restauraci každý číšník inkasuje denně tržbu 
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 Kč. V restauraci v centru každý číšník inkasuje denně 
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 Kč, ale pokud jich tam je nejvýše 
[image: image277.wmf]0

M

. Platí: 
[image: image278.wmf]1

2

0

0

;

1

K

K

M

M

<

<

<

£

. V případě většího počtu si začnou navzájem překážet a tržba se snižuje.

Buď 
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 počet číšníků v centru, pak počet číšníků v zahradní restauraci je 
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Tržba v restauraci v centru je vyjádřena následující produkční funkcí:
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Tržba v zahradní restauraci je vyjádřena následující produkční funkcí:
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(

)

(

2

2

N

M

K

N

TP

-

=


Majitel restaurace se má rozhodnout, kolik číšníků nechá pracovat v centru a kolik jich pošle do zahradní restaurace. Je jasné, že chce maximalizovat denní tržby.

Celková tržba je vyjádřena produkční funkcí:
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 kde 
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což lze vyjádřit také takto: 
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Pro derivaci produkční funkce platí: 
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což lze vyjádřit také takto: 
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Je vidět, že i derivace navazuje spojitě pro 
[image: image288.wmf]0
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Nyní najdeme lokální extrém funkce tržeb.
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Derivace mění znaménko z plusu do minusu, tudíž je tam lokální maximum (zde i globální).

Funkce tržeb tedy nabývá maxima pro 
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Protože počet číšníků musí být celočíselný, je to nutno zaokrouhlit na celé číslo.
Příklad:

Buď dána produkční funkce 
[image: image292.wmf];
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 kde proměnná 
[image: image293.wmf]L

 představuje počet pracovníků.
Určíme počet pracovníků, který maximalizuje produkci.
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[image: image295.wmf]40
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[image: image296.wmf]0
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 lokální minimum
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(viz též MA, průběhy funkcí)

Při počtu 40 pracovníků bude dosaženo maximální produkce a to 6 400 jednotek. Množství produkce na jednoho pracovníka bude 160 jednotek (produktivita práce).
Nyní určíme počet pracovníků, který maximalizuje produktivitu práce (počet produkce na jednoho pracovníka).
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(průměrná produkce na jednoho pracovníka)
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[image: image300.wmf];
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[image: image301.wmf];
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Při počtu 30 pracovníků bude dosaženo maximální produktivity práce a to 180 jednotek na jednoho pracovníka. Celkové množství produkce bude 5 400 jednotek.
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 (to není náhoda)
Poznámka:
Při větším počtu pracovníků se tam začnou plést a navzájem si překážet, tudíž se produkce sníží (
[image: image303.wmf]0
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Příklad:

Produkce firmy je dána vztahem: 
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Je to speciální případ Cobb-Douglasovy produkční funkce s klesajícími výnosy (
[image: image305.wmf]1
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Nechť má firma 81 jednotek kapitálu a 100 pracovníků. Určeme produkci, dále mezní produkt práce a kapitálu.
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 (produkce)
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[image: image308.wmf];
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 (mezní produkt kapitálu)
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 (mezní produkt práce)
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 (míra substituce pracovní silou)
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 (míra substituce kapitálem)
Nechť nyní počet pracovníků poklesne ze 100 na 95. Odhadneme, o kolik musíme zvýšit kapitál, abychom udrželi produkci.

[image: image312.wmf];
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Kapitál musíme navýšit asi o 8,1 jednotek.
Určíme velikost produkce: 
[image: image313.wmf]89
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Příklad:

Produkce firmy je dána vztahem: 
[image: image314.wmf]2
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Nechť má firma 90 jednotek kapitálu a 50 pracovníků. Určeme produkci, dále mezní produkt práce a kapitálu.
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[image: image317.wmf];
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 (mezní produkt kapitálu)


[image: image318.wmf];
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 (mezní produkt práce)
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 (míra substituce pracovní silou)
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Nechť se nyní kapitál sníží z 90 jednotek na 80 jednotek. Odhadneme, o kolik musíme zvýšit pracovní síly, abychom udrželi produkci.
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Musíme přibrat dalších 9 pracovníků.
Určíme velikost produkce: 
[image: image322.wmf];
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Příklad:

Produkce zemědělských plodin je dána vztahem: 
[image: image323.wmf]);
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kde 
[image: image324.wmf]K

 je počet akrů zemědělské půdy a 
[image: image325.wmf]L

 je počet zemědělců.
Předpokládejme, že družstvo obhospodařuje 10 akrů zemědělské půdy. Určeme, při kolika zemědělcích je maximální produkce.
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[image: image327.wmf];
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[image: image328.wmf];
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Při 12 zemědělcích je maximální produkce, a to 640 jednotek plodin.
Vyřešme ještě rovnici: 
[image: image329.wmf]0
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[image: image330.wmf]0
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Dostali jsme: 
[image: image332.wmf];
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Při malém počtu zemědělců družstvo nezvládne pozemky obhospodařit, činnost se nevyplatí. Při velkém počtu zemědělců si začnou navzájem překážet a produkce se snižuje. Aby družstvo něco vyprodukovalo, musí mít 5 až 19 zemědělců. Maximální produkce dosáhne při 12 zemědělcích.
Elasticita poptávky
Elasticita (pružnost) poptávky udává, jak se při změně ceny zboží za kus změní poptávané množství. Je to míra reakce spotřebitelů na změnu ceny. Množství poptávaného zboží v závislosti na ceně zde budeme značit 
[image: image333.wmf])

(

P

Q

, což je funkce ceny. Předpokládejme, že existuje derivace 
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 (viz MA).
Elasticita (pružnost) poptávky se definuje takto:
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Protože poptávka je zpravidla klesající funkce ceny, je 
[image: image336.wmf]0
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 (záporná derivace). Proto je tam znaménko minus, aby to vyšlo kladné.
Vzorec pro elasticitu lze přepsat takto: 
[image: image337.wmf];
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Je to vlastně podíl relativní změny poptávaného množství ku relativní změně ceny.
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Někdy ovšem neznáme funkční předpis 
[image: image340.wmf])
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Také někdy provedeme nahrazení: 
[image: image344.wmf]P
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Celkový příjem (tržba) lze vyjádřit takto: 
[image: image345.wmf];
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Pokud existuje derivace 
[image: image346.wmf])
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, pak platí: 
[image: image347.wmf]);
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[image: image348.wmf];
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[image: image349.wmf];

1

)

(

)

(

)

(

0

)

(

)

(

)

(

>

¢

×

-

=

Û

<

+

×

¢

=

¢

P

Q

P

Q

P

P

E

P

Q

P

P

Q

P

R

T



[image: image350.wmf];
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Dospěli jsme k těmto závěrům:
Je-li poptávka pružná (
[image: image351.wmf]1
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, tedy funkce tržeb 
[image: image353.wmf])
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Zvýšení ceny vyvolá velké snížení poptávky, tím i snížení tržby.
Je-li poptávka nepružná (
[image: image354.wmf]1
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, tedy funkce tržeb 
[image: image356.wmf])
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Zvýšení ceny vyvolá malé snížení poptávky, tím i zvýšení tržby.
Funkce tržeb 
[image: image357.wmf])
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 nabývá extrému (maxima) pro tu cenu, pro kterou je 
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tj. při jednotkové elasticitě.
Nechť je 
[image: image359.wmf]1
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[image: image360.wmf]);
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[image: image361.wmf]);
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Příklad:
Předpokládejme lineární závislost poptávky na ceně (viz též dřívější příklad).
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[image: image363.wmf];
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[image: image365.wmf];
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[image: image366.wmf])
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Vyřešíme rovnici: 
[image: image367.wmf];
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[image: image368.wmf];
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[image: image369.wmf]Þ
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 (graf závislosti tržby na ceně je parabola)
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[image: image373.wmf];
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Funkce tržeb 
[image: image374.wmf])
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 je rostoucí v intervalu 
[image: image375.wmf])
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Maxima nabývá pro 
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[image: image379.wmf];
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Tržba je maximální při ceně: 
[image: image380.wmf];
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Poznamenejme ještě, že platí: 
[image: image383.wmf];
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Také můžeme vyjít z opačné závislosti, tj. 
[image: image384.wmf];
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[image: image385.wmf];
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[image: image386.wmf];
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[image: image387.wmf];
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Maxima nabývá pro 
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[image: image390.wmf];

2

2

1

)

2

(

a

b

b

a

a

b

b

P

=

×

-

=


Tržba je maximální při množství: 
[image: image391.wmf];
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Příklad:

V důsledku zvýšení ceny o 
[image: image394.wmf]%
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, klesla poptávka po zboží o 
[image: image395.wmf]%
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. Určeme elasticitu poptávky.
Derivaci odhadneme takto: 
[image: image396.wmf];

~

)

(

P

p

Q

q

P

Q

P

Q

×

×

-

=

D

D

¢



[image: image397.wmf];
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Je-li 
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, je poptávka elastická, je-li 
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, je poptávka neelastická.
Původní tržby jsou: 
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Tržby po změně jsou:

[image: image401.wmf]);

1

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

(

)

(

1

p

q

TR

p

q

P

Q

p

P

q

Q

P

P

Q

Q

TR

+

-

=

+

-

×

×

=

+

×

-

=

D

+

×

D

+

=

&


(člen 
[image: image402.wmf]qp

 jsme zanedbali)
Příklad:

Předpokládejme lineární závislost poptávky na ceně (viz též dřívější příklad).
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[image: image404.wmf];
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[image: image405.wmf];
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[image: image406.wmf];
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Maximální tržby bude dosaženo při ceně: 
[image: image407.wmf];
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Určeme ještě elasticitu poptávky:

[image: image410.wmf];
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Také můžeme vyjít z opačné závislosti, tj. 
[image: image411.wmf];
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[image: image412.wmf];
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[image: image413.wmf];
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[image: image414.wmf];
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Maximální tržby bude dosaženo při množství: 
[image: image415.wmf];
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Příklad:

Jistý druh zboží se prodával za 135 Kč za kus. Pak se cena zvýšila o 10 Kč za kus, což přineslo snížení prodeje z 2 500 ks na 2 350 ks týdně. Odhadneme elasticitu poptávky.
V našem případě je: 
[image: image418.wmf];
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[image: image419.wmf];
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Poptávka je v tomto případě neelastická.
Poznámka:

[image: image421.wmf]%;
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Protože 
[image: image422.wmf]p

q

<

, poptávka je neelastická.

Odhadneme ještě elasticitu 
[image: image423.wmf])
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.
Vyjdeme z nové ceny a nového množství. Předpokládáme, že se cena snížila, což přineslo zvýšení prodeje.
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 (odhad derivace je stejný)
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Poptávka je v tomto případě neelastická.

Poznámka:


[image: image426.wmf]%;
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Protože 
[image: image427.wmf]p

q

<

, poptávka je neelastická.

Tržba činí: 
[image: image428.wmf];
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Zvýšením ceny za kus se zvýšila tržba, tj. poptávka je neelastická.

Poznámka:
Protože elasticity 
[image: image429.wmf])
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 se liší, počítáme také „průměrnou elasticitu“ takto:
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V našem případě je: 
[image: image431.wmf];

2425

2

2350

2500

;

140

2

145

135

=

+

=

=

+

=

Q

P



[image: image432.wmf];
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Příklad:

Obchodník zvýšil cenu za kus ze 43 Kč na 49 Kč. Množství prodaného zboží se snížilo o 8%. Určeme elasticitu poptávky.

[image: image433.wmf];
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[image: image434.wmf];
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Poptávka je v tomto případě neelastická.
Také to šlo řešit takto: 
[image: image435.wmf];
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 tj. cena se zvýšila o 14%. Tedy 
[image: image436.wmf];
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[image: image437.wmf];
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Tržba činí: 
[image: image438.wmf];
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Zvýšením ceny za kus se zvýšila tržba, tj. poptávka je neelastická.

Při vícekomoditním trhu se také definuje křížově cenová elasticita poptávky. Předpokládejme 2 druhy zboží. Mohou to být substituty (jeden druh je schopen nahradit druhý) nebo komplementy (jeden druh doplňuje druhý).

Nechť 
[image: image439.wmf])
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 je množství poptávaného zboží 1. druhu, 
[image: image440.wmf])
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 je množství poptávaného zboží 2. druhu. Předpokládáme, že funkce je hladká (má derivaci).
Zřejmě platí: 
[image: image441.wmf];
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 neboť s rostoucí cenou klesá poptávka.
Křížově cenová elasticita je definována takto:

[image: image442.wmf];
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[image: image443.wmf];
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Máme tedy 2 tvary křížově cenové elasticity.
Příklad:
Nechť poptávka je lineární funkce ceny
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[image: image445.wmf];
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[image: image446.wmf];
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Obě elasticity by měly mít stejná znaménka. Jsou-li kladné, je alternativní zboží substitut, jsou-li záporné, je alternativní zboží komplement.

[image: image447.wmf];
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[image: image448.wmf];
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Někdy známe např. jen funkci 
[image: image449.wmf])
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, neznáme funkci 
[image: image450.wmf])

;

(

2

1

2

P

P

Q

. V tom případě můžeme určit pouze 
[image: image451.wmf]2
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.
Příklad:

Nechť poptávka závisí na cenách lineárně, 
[image: image452.wmf];
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Určíme cenovou elasticitu a křížově cenovou elasticitu poptávky.
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[image: image455.wmf];
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Je zřejmé, že alternativní zboží je substitut.
Zvolme např. 
[image: image456.wmf];
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[image: image457.wmf];
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[image: image458.wmf];
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 (poptávka je neelastická)
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 (poptávka je neelastická, substitut)
Příklad:

Nechť poptávka závisí na cenách lineárně, 
[image: image460.wmf];
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[image: image461.wmf]2
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 neznáme.

Určíme cenovou elasticitu a křížově cenovou elasticitu poptávky.
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[image: image463.wmf];
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Je zřejmé, že alternativní zboží je komplement.

Zvolme např. 
[image: image464.wmf];
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[image: image465.wmf];
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[image: image466.wmf];
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 (poptávka je neelastická)
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 (poptávka je neelastická, komplement)

Jestliže se např. cena zboží zvýší o 5%, poptávka se sníží o 
[image: image468.wmf]%
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Jestliže se např. cena alternativního zboží sníží o 3%, poptávka se zvýší o 
[image: image469.wmf]%
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Výše poptávky také závisí na výši příjmu (důchodu). Nechť 
[image: image470.wmf])
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 je množství poptávaného zboží 1. druhu. Je-li 
[image: image471.wmf]0
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, je zboží normální, tj. s rostoucím příjmem poptávka roste. Je-li 
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, je zboží podřadné, tj. s rostoucím příjmem poptávka klesá (raději si koupíme kvalitnější zboží).
Důchodová elasticita poptávky je definovaná takto:
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Příklad:

Nechť poptávka závisí na cenách a důchodu lineárně, 
[image: image474.wmf];
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[image: image475.wmf]?;
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[image: image476.wmf];

4

,

0

296

300

026

1

296

?;

2

1

2

2

1

Y

P

P

P

E

E

+

+

-

=

=


Je zřejmé, že alternativní zboží je substitut.
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Zvolme např. 
[image: image478.wmf];
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[image: image479.wmf];
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[image: image480.wmf];
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 (poptávka je neelastická)
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 (poptávka je neelastická, substitut)
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 (poptávka je elastická, normální zboží)
Nechť se důchod zvýší o 400, pak se poptávka zvýší o 
[image: image483.wmf]160
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Zvýšení (%) lze určit také takto: 
[image: image486.wmf]%
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Nyní odhadneme změnu poptávky, jestliže cena 
[image: image487.wmf]1

P

 klesne na 3, 
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 vzroste na 0,3, důchod 
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 vzroste o 200.
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[image: image491.wmf];
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 (totální diferenciál)
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Poptávka se zvýší asi o 695 jednotek zboží.
Příklad:

Nechť poptávka závisí na cenách a důchodu následovně: 
[image: image493.wmf];
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[image: image494.wmf];
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Zvolme např. 
[image: image495.wmf];
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[image: image496.wmf];
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[image: image497.wmf];
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 (poptávka elastická, zboží normální)
Nechť se důchod zvýší o 10%. Poptávka po zboží se zvýší o 
[image: image498.wmf]%
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375

1

210

1

15

20

200

100

12

1

,

0

15

20

200

)

110

;

15

;

10

(

=

+

-

-

=

×

+

-

-

=

Q



[image: image500.wmf];
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Poptávka se zvýšila o 
[image: image501.wmf]%
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Příklad:

Jsou dány poptávka: 
[image: image502.wmf];
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 Určeme rovnovážné množství nabídky a poptávky a rovnovážnou cenu.
Platí: 
[image: image504.wmf];
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Vyřešíme rovnici: 
[image: image505.wmf]Q
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[image: image506.wmf]0
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. Máme kvadratickou rovnici, kterou vyřešíme přes diskriminant.
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Nás zajímá jen kladný kořen rovnice.
Rovnovážné množství je: 
[image: image508.wmf]05
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 jednotek, rovnovážná cena je: 
[image: image509.wmf]2
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 peněžních jednotek.
Určíme ještě elasticitu poptávky.
Z rovnice 
[image: image510.wmf];
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 (množství nemůže být záporné)
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[image: image513.wmf];
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Poptávka je jednotkově elastická při ceně 
[image: image514.wmf];
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při vyšší ceně je elastická, při nižší ceně je neelastická.
Učíme ještě příjem (tržbu):

[image: image515.wmf];
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[image: image516.wmf];
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Tržby nabývají maxima při ceně 
[image: image517.wmf]267
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 a poptávaném množství 
[image: image518.wmf]5
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Výše tržeb pak činí 
[image: image519.wmf]070
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 peněžních jednotek.
Při rovnovážném množství činí tržby: 
[image: image520.wmf]1373
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 (poptávka je při této ceně neelastická)
Příjmy a náklady

Budeme se zabývat příjmem, náklady a ziskem. Zřejmě zisk je rozdíl příjmů a nákladů, měl by být kladný, aby se činnost vyplatila. Je-li zisk záporný, je to ztráta.
Hospodářský výsledek je buď zisk nebo ztráta. Při ztrátě se nevyplatí činnost provozovat.
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[image: image523.wmf]-

TR

 celkové tržby (příjmy)
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 celkové náklady (výdaje)
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Již víme, že 
[image: image526.wmf]Q
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Náklady dělíme na fixní a variabilní (proměnné).
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Fixní náklady nezávisí na množství produkce, variabilní závisí na množství produkce (většinou přímo úměrně). Proto můžeme funkci nákladů také vyjádřit takto:
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[image: image529.wmf]-

VN

variabilní náklady na jednotku výrobku
Pro průměrné náklady na jednotku produkce platí:

[image: image530.wmf];
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Průměrné fixní náklady tedy klesají s množstvím produkce.

Funkce 
[image: image531.wmf])
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 je zřejmě rostoucí funkce v intervalu 
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, neboť čím víc vyrobíme, tím jsou větší náklady. Pokud má funkce derivaci, platí: 
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Jinak je tomu s průměrnými náklady.
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Platí: 
[image: image535.wmf]);
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Aby se vyplatilo vyrábět, musí platit: 
[image: image536.wmf]0
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 (kladný zisk).
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[image: image538.wmf]);
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Cena za kus musí být vyšší než průměrné náklady na kus, aby se to vyplatilo.
Příklad:
Nechť pro celkové náklady platí vztah: 
[image: image539.wmf];
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 Zde se nejedná o lineární, ale kvadratickou závislost. 
[image: image540.wmf];
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 Určíme, kdy jsou průměrné náklady na jednotku produkce minimální.
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Vyřešíme rovnici: 
[image: image542.wmf];
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[image: image543.wmf];
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Dostáváme:

[image: image544.wmf];
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tj. 
[image: image545.wmf];
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Při produkci 6 kusů jsou minimální průměrné náklady na jednotku produkce.
Příklad:

Pro celkové náklady platí: 
[image: image546.wmf];
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Pak také platí: 
[image: image548.wmf]);
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[image: image549.wmf];
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[image: image550.wmf];
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Maximální tržby je dosaženo při 
[image: image551.wmf];

5

;

5

,

2

=

=

P

Q

 a to 
[image: image552.wmf]5

,

12

5

,

2

5

=

×

=

×

Q

P


Pro zisk platí: 
[image: image553.wmf];
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[image: image554.wmf];

9

4

)

(

+

-

=

¢

Q

Q

Z



[image: image555.wmf];
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[image: image556.wmf]125
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 (maximální zisk)

[image: image557.wmf];
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Při produkci 
[image: image558.wmf]4
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 je dosaženo maximálního zisku.

Je zřejmé, že funkce zisku je parabola (otočená dolů). Určíme, kdy je zisk nulový (body zvratu), tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image559.wmf]0
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Kvadratická rovnice má 2 řešení, 
[image: image560.wmf];

4

;

5

,

0

2

1

=

=

Q

Q


Aby se vyplatilo vyrábět, musí být pro objem produkce platit: 
[image: image561.wmf]4
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.
Příklad:
Tento příklad je zobecnění předchozího příkladu.
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 (viz dřívější příklad)
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[image: image565.wmf];

)

(

;

0

,

;

)

(

v

Q

f

Q

AC

v

f

Q

v

f

Q

TC

+

=

>

+

=



[image: image566.wmf];
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Již víme, že maximální tržby je dosaženo při ceně: 
[image: image567.wmf];
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[image: image568.wmf];

2

b

Q

=

 a činí: 
[image: image569.wmf];

4

2

a

b

Q

P

TR

=

×

=


Aby se činnost vyplatila, musí platit: 
[image: image570.wmf];
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[image: image571.wmf];
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 (grafem je parabola)
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[image: image573.wmf];
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Množství, při kterém je zisk maximální, je o něco menší než 
[image: image574.wmf]2

b

, tj. množství, při kterém je maximální tržba. Položme: 
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2

v

a

b

Q

z

-

=

.

[image: image576.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

-

-

-

=

2

2

2

2

1

2

2

1

)

(

2

2

v

a

b

v

f

v

a

b

a

v

a

b

a

b

Q

v

f

Q

a

Q

a

b

Q

Z

z

z

z

z



[image: image577.wmf];
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[image: image578.wmf]=
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[image: image579.wmf];
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[image: image580.wmf]=
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[image: image581.wmf];
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[image: image582.wmf]);
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[image: image583.wmf];
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Pokud je: 
[image: image584.wmf]0
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Příklad:

Firma má 2 prodejny, v jedné je funkce poptávky: 
[image: image585.wmf];
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 v druhé je funkce poptávky: 
[image: image586.wmf];
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 Celkové náklady jsou: 
[image: image587.wmf])
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. Máme určit, při jaké volbě cen bude zisk maximální.
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[image: image589.wmf];
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Produkční funkce zisku vypadá následovně:


[image: image590.wmf];
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[image: image591.wmf];

2

22

2

2

20

;

2

12

2

2

10

2

2

2

1

1

1

P

P

P

Z

P

P

P

Z

-

=

+

-

=

¶

¶

-

=

+

-

=

¶

¶


Najdeme stacionární body produkční funkce.
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Firma zvolí cenu 
[image: image593.wmf]6
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Firma zvolí cenu 
[image: image595.wmf]11
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Dosáhne tak tržby 
[image: image597.wmf];
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 (peněžních jednotek)

Náklady budou činit: 
[image: image598.wmf];
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Zisk bude činit: 
[image: image599.wmf];
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V 1. prodejně bude elasticita poptávky: 
[image: image600.wmf]5
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 (poptávka je elastická)

V 2. prodejně bude elasticita poptávky: 
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Také jsme mohli postupovat takto: 
[image: image602.wmf];
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[image: image603.wmf];
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Najdeme stacionární body funkce.
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9

0

2

18

;

4

0

2

8

2

2

1

1

=

Þ

=

-

=

Þ

=

-

Q

Q

Q

Q


Zisk bude činit: 
[image: image607.wmf];
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(viz výsledek odvozený dříve)
Poznamenejme ještě, že při volbě: 
[image: image608.wmf];
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by tržba činila: 
[image: image609.wmf];
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Náklady by činily: 
[image: image610.wmf];
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zisk by byl: 
[image: image611.wmf];
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Příklad:

Nechť funkce tržeb má tvar: 
[image: image612.wmf];
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Určíme velikost zisku a bod zvratu.
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Zde je pouze jeden bod zvratu, a to 
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Příklad:

Nechť pro celkové náklady platí vztah: 
[image: image618.wmf];
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 Zde se nejedná o lineární, ale kvadratickou závislost. 
[image: image619.wmf];
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 Poptávka po výrobcích je dána vztahem: 
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Pro cenu a produkci platí omezení: 
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Pro cenu platí vztah: 
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[image: image625.wmf];
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 (maximální tržba)
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Při produkci 37,5 jednotek bychom dosáhli zisku 200 peněžních jednotek.
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[image: image631.wmf];
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[image: image632.wmf];
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Při produkci 29,5 jednotek dosáhneme zisku 224,1 peněžních jednotek.
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3

,

223

100

5

,

88

8

,

34

100

5

,

29

3

5

,

29

)

5

,

29

(

2

25

1

=

+

+

=

+

×

+

×

=

&

TC


Porovnejme ještě ceny:

[image: image635.wmf];
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 (zaokrouhlovací chyba)

Příklad:

Firma vyrábí 2 druhy zboží, funkce nákladů je: 
[image: image639.wmf];
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 Nechť jsou stanoveny ceny, 
[image: image640.wmf];
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 Určeme, při jakém množství produkce dosáhne firma maximálního zisku.
Funkce zisku má tvar: 
[image: image641.wmf];
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[image: image642.wmf];

4

18

;

4

12

2

1

2

2

1

1

Q

Q

Q

Z

Q

Q

Q

Z

-

-

=

¶

¶

-

-

=

¶

¶


Najdeme stacionární body, parciální derivace položíme rovné nule. Vyřešíme soustavu rovnic:

[image: image643.wmf];
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[image: image644.wmf];
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(možno řešit např. přes determinanty)
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[image: image646.wmf];
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Pokud firma vyrobí 2 jednotky 1. druhu výrobku a 4 jednotky 2. druhu výrobku, dosáhne maximálního zisku 48 peněžních jednotek.
Příklad:

Firma vyrábí 2 druhy zboží, funkce nákladů je: 
[image: image647.wmf];
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funkce poptávky jsou: 
[image: image648.wmf];
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Určeme, kdy dosáhne firma maximálního zisku.
Vyjádříme ceny pomocí množství, tj. řešíme soustavu rovnic (např. přes determinanty).
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2

70

;

55

2

1

2

2

1

1

Q

Q

P

Q

Q

P

-

-

=

-

-

=



[image: image651.wmf]=
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Najdeme stacionární body, parciální derivace položíme rovné nule. Vyřešíme soustavu rovnic:


[image: image655.wmf];
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  řešením soustavy je: 
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(možno řešit např. přes determinanty)
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[image: image658.wmf];

5

,

583

1

,

51

5

,

6

6

,

42

9

,

5

)

5

,

6

;

9

,

5

(

=

×

+

×

=

&

&

TR
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[image: image660.wmf];
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Určíme ještě, kdy bude dosaženo maximální tržby.

[image: image661.wmf];
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Najdeme stacionární body, parciální derivace položíme rovné nule. Vyřešíme soustavu rovnic:
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  řešením soustavy je: 
[image: image663.wmf];
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(možno řešit např. přes determinanty)
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V tom případě by byla výroba ztrátová, nevyplatí se to.
Teorie užitku

Buď 
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 užitková (produkční) funkce 
[image: image669.wmf]n

 proměnných, nechť je dostatečně hladká. Uvažujme následující model (P):
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kde 
[image: image672.wmf]I

 je částka, která je k dispozici (např. důchod), 
[image: image673.wmf]j
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 je cena za jednotku 
[image: image674.wmf]-
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tého druhu zboží, 
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 je množství 
[image: image676.wmf]-
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tého druhu zboží.
Předchozí model (P) lze přepsat také takto:
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Uvažujme model (D):
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Sestrojíme Lagrangeovu funkci (viz MA, kap. 12).
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[image: image680.wmf];
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Zápis pomocí gradientu.
Je-li 
[image: image682.wmf]x
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 optimální řešení úlohy (P), platí: 
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Je-li 
[image: image684.wmf]x
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 optimální řešení úlohy (D), platí: 
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Podobně jako u produkčních funkcí definujeme podíly: 
[image: image686.wmf];
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 mají podobný význam jako u produkčních funkcí. Určují, jak změnit druhý druh zboží, jestliže se první druh zboží změnil a chceme zachovat užitečnost.

Příklad:

Nechť funkce užitku má tvar: 
[image: image687.wmf];
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Řešíme úlohu:
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Lagrangeova funkce má tvar: 
[image: image691.wmf]);
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Stacionární bod najdeme tak, že všechny parciální derivace položíme rovné nule. Dostaneme tak soustavu 3 rovnic o 3 neznámých, jejímž řešením je: 
[image: image693.wmf];
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Maximální užitečnosti dosáhneme, když nakoupíme 25 jednotek 1. druhu zboží a 10 jednotek 2. druhu zboží. Dosáhneme tak užitečnosti: 
[image: image694.wmf];
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Příklad: (zobecnění předchozího příkladu)
Nechť funkce užitku má tvar: 
[image: image695.wmf];
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Lagrangeova funkce má tvar: 
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Odtud dostáváme: 
[image: image700.wmf];
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Řešení soustavy je: 
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Dále dostáváme: 
[image: image703.wmf];
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Příklad:

Nechť funkce užitku má tvar: 
[image: image704.wmf];
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Řešíme úlohu:
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Lagrangeova funkce má tvar: 
[image: image708.wmf]);
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[image: image709.wmf];
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Stacionární bod najdeme tak, že všechny parciální derivace položíme rovné nule. Dostaneme tak soustavu 3 rovnic o 3 neznámých.
Soustavu vyřešíme takto: 
[image: image710.wmf];
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[image: image711.wmf]l

l

8

20

1

=

, tj. 
[image: image712.wmf];

40

10

10

4

1

160

1

tj.

,

160

1

2

=

=

=

=

l

l

 (zajímá nás jen kladný kořen)
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Odtud již snadno dostaneme: 
[image: image714.wmf];
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Maximální užitečnosti dosáhneme, když nakoupíme 25 jednotek 1. druhu zboží a 10 jednotek 2. druhu zboží. Dosáhneme tak užitečnosti: 
[image: image715.wmf];
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Příklad: (zobecnění předchozího příkladu)
Nechť funkce užitku má tvar: 
[image: image716.wmf];
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Lagrangeova funkce má tvar: 
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[image: image720.wmf];
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Stacionární bod najdeme tak, že všechny parciální derivace položíme rovné nule. Dostaneme tak soustavu 3 rovnic o 3 neznámých.
Soustavu vyřešíme takto: 
[image: image721.wmf];
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Odtud dostáváme: 
[image: image725.wmf]2
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Nyní již snadno odvodíme, že platí: 
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Dále dostáváme: 
[image: image727.wmf];
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Tento příklad ještě zobecníme.
Příklad: (zobecnění předchozího příkladu)
Nechť funkce užitku má tvar: 
[image: image728.wmf];
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Lagrangeova funkce má tvar: 
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[image: image733.wmf];
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Stacionární bod najdeme tak, že všechny parciální derivace položíme rovné nule. Dostaneme tak soustavu 3 rovnic o 3 neznámých.
Soustavu vyřešíme takto: 
[image: image734.wmf];
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Dělením rovnic dostaneme: 
[image: image735.wmf];
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což lze upravit takto: 
[image: image736.wmf];
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Odtud dostáváme: 
[image: image737.wmf]2
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Dále dostaneme:
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[image: image739.wmf];
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Dostali jsme zajímavý vztah: 
[image: image740.wmf];
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Příklad:

Nechť funkce užitku má tvar: 
[image: image745.wmf];
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chceme minimalizovat výdaje při dosažení užitečnosti 
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Řešíme úlohu:
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Lagrangeova funkce má tvar: 
[image: image750.wmf]);

2

(

25

,

0

)

;

;

(

2

1

2

1

2

1

-

×

+

-

-

=

x

x

x

x

x

x

L

l

l



[image: image751.wmf];

2

;

2

1

;

2

25

,

0

2

1

2

1

2

1

2

1

-

×

=

¶

¶

+

-

=

¶

¶

+

-

=

¶

¶

x

x

L

x

x

x

L

x

x

x

L

l

l

l


Stacionární bod najdeme tak, že všechny parciální derivace položíme rovné nule. Dostaneme tak soustavu 3 rovnic o 3 neznámých, jejímž řešením je: 
[image: image752.wmf];
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K řešení se dopracujeme úpravou a dělením rovnic, dostaneme: 
[image: image753.wmf];
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Výdaje činí: 
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Tento příklad ještě zobecníme.

Příklad: (zobecnění předchozího příkladu)
Nechť funkce užitku má tvar: 
[image: image756.wmf];
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Řešíme úlohu:
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Lagrangeova funkce má tvar: 
[image: image761.wmf]);
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[image: image762.wmf];
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Stacionární bod najdeme tak, že všechny parciální derivace položíme rovné nule. Dostaneme tak soustavu 3 rovnic o 3 neznámých.
Soustavu vyřešíme takto: 
[image: image763.wmf];
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Dělením rovnic dostaneme: 
[image: image764.wmf];
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což lze upravit takto: 
[image: image765.wmf];
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Odtud dostáváme: 
[image: image766.wmf]2
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 dostaneme: 
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[image: image769.wmf](
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Příklad:

Nechť funkce užitku má tvar: 
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Určeme užitečnost pro 
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Předpokládejme, že 
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 poklesne na 95. O kolik musíme zvýšit 
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, chceme-li zachovat užitečnost.
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Poklesne-li 
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 ze 100 na 95, musíme zvýšit 
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 z 200 na 220.
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