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Fyzika v příkladech

Příklad 1:

[image: image1.wmf]2
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Uvažujme soustavu 2 těles 
[image: image1001.bmp] o hmotnostech 
[image: image2.wmf]2
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. Tělesa jsou spojena lankem, které vede přes pevnou kladku (viz náčrtek). Jestliže platí: 
[image: image3.wmf]2
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, nastane rovnováha. Jestliže nenastane rovnováha, určeme, s jakým zrychlením se budou tělesa pohybovat, dále určeme, jakou silou je lanko napínáno. Hmotnost kladky, lanka, tření v čepu kladky zanedbáváme. Tíhové zrychlení je 
[image: image4.wmf]2
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Řešení: (1. způsob)

Předpokládejme nyní, že 
[image: image5.wmf]2
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, tudíž těleso 
[image: image6.wmf]1

T

 se bude pohybovat dolů, těleso 
[image: image7.wmf]2

T

 se bude pohybovat nahoru. Zrychlení obou těles budou mít stejnou velikost, ale opačný směr.
Sílu, kterou je napínáno lano, označíme 
[image: image8.wmf]T

F

, zrychlení označíme 
[image: image9.wmf]a

.
Sestavíme pohybové rovnice:
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Máme 2 rovnice o 2 neznámých (
[image: image11.wmf]T
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). Po úpravě rovnic dostaneme:
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Určíme ještě napínací sílu.


[image: image15.wmf]R

T

m

g

m

m

m

m

g

g

m

m

m

m

g

m

g

a

m

F

2

2

)

(

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

=

+

=



[image: image16.wmf]R
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Kde 
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 je tzv. redukovaná hmotnost.
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Řešení: (2. způsob)

Vyjdeme ze zákona zachování energie. Protože neuvažujeme tření, bude se potenciální energie měnit v kinetickou energii a v žádnou jinou. Předpokládejme stále, že 
[image: image19.wmf]2
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. Posune-li se těleso 
[image: image20.wmf]1
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 vlivem zemské tíže o dráhu 
[image: image21.wmf]h

 dolů, posune se těleso 
[image: image22.wmf]2
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 o dráhu 
[image: image23.wmf]h

 nahoru. Potenciální energie soustavy těles se sníží o: 
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, o to se zvýší kinetická energie soustavy těles. Rychlosti těles jsou v každém okamžiku stejné, ale mají opačný směr. Kinetická energie bude: 
[image: image25.wmf]2
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. Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image27.wmf]2
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Určíme ještě napínací sílu.
Těleso 
[image: image31.wmf]1
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 ztratilo potenciální energii 
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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po dosazení dostaneme:
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což je pohybová rovnice.

Napínací síla vykonala na tělese 
[image: image38.wmf]2
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 práci 
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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po dosazení dostaneme:
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[image: image44.wmf]a
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což je pohybová rovnice.

Případem 
[image: image45.wmf]2
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 se již není nutné zabývat, pohyb těles by byl opačný. Těleso 
[image: image46.wmf]1
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 by se pohybovalo nahoru, těleso 
[image: image47.wmf]2
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 by se pohybovalo dolů.

Zvláštní případy:

1) 
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 Nastane rovnováha, soustava těles zůstane v klidu.
3) 
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Poznámka:

Určit, kdy nastane rovnováha lze také pomocí principu virtuálních prací. Posune-li se těleso 
[image: image56.wmf]1
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 dolů o 
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, posune se těleso 
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 vykonalo práci 
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 (o to se snížila jeho potenciální energie), těleso 
[image: image62.wmf]2
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 spotřebovalo práci 
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 (o to se zvýšila jeho potenciální energie). Budou-li se práce rovnat, nastane rovnováha, tj. za podmínky: 
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Příklad 2:

[image: image989.wmf]1
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Uvažujme soustavu 2 těles 
[image: image65.wmf]2
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 o hmotnostech 
[image: image66.wmf]2
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 (viz náčrtek). Tělesa jsou spojena lankem. Předpokládejme, že soustava těles na vodorovné podložce je na počátku v klidu. Nechť na soustavu těles působí ve vodorovném směru síla 
[image: image67.wmf]F

. Máme určit, za jakých podmínek se soustava rozjede (dá se do pohybu), s jakým zrychlením se bude pohybovat a jakou silou bude napínáno lanko mezi nimi. Tíhové zrychlení je 
[image: image68.wmf]g

, součinitel smykového tření mezi tělesem 
[image: image69.wmf]1
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 a podložkou je 
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, mezi tělesem 
[image: image71.wmf]2
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 a podložkou je 
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Řešení: (1. způsob)
Třecí síla mezi tělesem 
[image: image73.wmf]1
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 a podložkou je 
[image: image74.wmf]1
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[image: image75.wmf]2
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 a podložkou je 
[image: image76.wmf]2
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, Soustava těles se rozjede, bude-li tažná síla 
[image: image77.wmf]F

 větší třecí síla. Je zřejmé, že obě tělesa se budou pohybovat se stejným zrychlením.
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 soustava těles zůstane v klidu.
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soustava těles se dá do pohybu (doprava)

V případě 2) určíme zrychlení soustavy těles (směr je zřejmý) a jakou silou je napínáno lano. Sílu, kterou je napínáno lano, označíme 
[image: image80.wmf]T
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, zrychlení označíme 
[image: image81.wmf]a

.
Sestavíme pohybové rovnice:
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Máme 2 rovnice o 2 neznámých (
[image: image83.wmf]T

F

a

,

). Po úpravě rovnic dostaneme:
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Položme: 
[image: image87.wmf]2
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, což je jakýsi vážený průměr, dále položme: 
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, což je redukovaná hmotnost. Pak platí: 
[image: image89.wmf])

(

)

(

)

(

1

2

1

1

2

2

f

f

m

f

f

m

f

f

m

R

-

=

-

=

-

.

[image: image90.wmf]f

g

m

m

F

m

m

f

m

f

m

g

m

m

F

a

-

+

=

+

+

×

-

+

=

2

1

2

1

2

2

1

1

2

1


Předpokládáme, že 
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. Určíme napínací sílu.
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Řešení: (2. způsob)
Vyjdeme ze zákona zachování energie, předpokládejme, že pohyb začíná z klidu, tj. na počátku je nulová kinetická energie. Síla 
[image: image95.wmf]F

 vykoná práci na soustavě těles, což se projeví zvětšením kinetické energie a přeměnou části práce v teplo (pokud je tření). Je-li tření, pak se práce vykonaná proti třecí síle přemění v teplo. Předpokládejme, že soustava těles urazí za čas 
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Platí rovnice:
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[image: image100.wmf]2
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Napínací sílu určíme takto:
Těleso 
[image: image103.wmf]1
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 spotřebuje práci 
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, jeho kinetická energie vzroste na 
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Těleso 
[image: image112.wmf]2

T

 spotřebuje práci 
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Zvláštní případy:
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[image: image120.wmf]0
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, tělesa se pohybují po podložce bez tření (možné jen v ideální fyzice).
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[image: image128.wmf](
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[image: image129.wmf]0
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5) 
[image: image132.wmf]0
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6) 
[image: image135.wmf]0
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, tj. 1. těleso není
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[image: image138.wmf]0
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, tj. 2. těleso není
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Příklad 3:

[image: image990.wmf]2

T

Uvažujme soustavu 2 těles 
[image: image147.wmf]2
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 o hmotnostech 
[image: image148.wmf]2
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 (viz náčrtek). Těleso 
[image: image149.wmf]1
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 je na vodorovné podložce, těleso 
[image: image150.wmf]2

T

 je zavěšeno na laně, které vede přes pevnou kladku a spojuje obě tělesa. Předpokládejme, že soustava těles je na počátku v klidu. Máme určit, za jakých podmínek se soustava rozjede (dá se do pohybu), s jakým zrychlením se bude pohybovat a jakou silou bude napínáno lano. Zanedbáváme hmotnost lana, kladky a tření v čepu kladky. Tíhové zrychlení je 
[image: image151.wmf]g

 a součinitel smykového tření mezi tělesem 
[image: image152.wmf]1

T

 a podložkou je 
[image: image153.wmf]f

.
Řešení: (1. způsob)
Třecí síla mezi tělesem 
[image: image154.wmf]1

T

 a podložkou je 
[image: image155.wmf]gf

m

1

. Soustava těles se rozjede, bude-li tažná síla větší třecí síla. Je zřejmé, že obě tělesa se budou pohybovat se stejným zrychlením. Je také zřejmé, že tažná síla se rovná tíze tělesa 
[image: image156.wmf]2
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, tj. 
[image: image157.wmf]g
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.
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 soustava těles zůstane v klidu.
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 soustava těles se dá do pohybu (těleso 
[image: image160.wmf]1
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 se bude pohybovat doprava, těleso 
[image: image161.wmf]2

T

 se bude pohybovat dolů.

V případě 2) určíme zrychlení soustavy těles (směr je zřejmý) a jakou silou je napínáno lano. Sílu, kterou je napínáno lano, označíme 
[image: image162.wmf]T

F

, zrychlení označíme 
[image: image163.wmf]a

. Sestavíme pohybové rovnice:

[image: image164.wmf]a

m

f

g

m

F

a

m

F

g

m

T

T

1

1

2

2

=

-

-

=

+

-


Máme 2 rovnice o 2 neznámých (
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Předpokládáme, že 
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. Určíme napínací sílu.
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Položme: 
[image: image172.wmf]2
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, což je redukovaná hmotnost.
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Řešení: (2. způsob)
Vyjdeme ze zákona zachování energie, předpokládejme, že pohyb začíná z klidu, tj. na počátku je nulová kinetická energie. Předpokládejme nejprve, že není tření. V tom případě potenciální energie tělesa 
[image: image174.wmf]2
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 se změní v kinetickou energii těles 
[image: image175.wmf]2
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 a v žádnou jinou. Předpokládejme, že soustava těles urazí za čas 
[image: image176.wmf]t

 dráhu 
[image: image177.wmf]h

. Soustava těles se pohybuje rovnoměrně zrychleně se zrychlením 
[image: image178.wmf]a

.
Potenciální energie tělesa 
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 poklesne o 
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. Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
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V případě, že uvažujeme tření, bude se potenciální energie měnit částečně na kinetickou energii (pokud se soustava rozjede) a částečně na teplo. Těleso 
[image: image187.wmf]1
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 bude konat práci proti třecí síle, která se přemění v teplo, tj. 
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Předpokládáme, že 
[image: image194.wmf]0
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, pak se soustava rozjede. Podíl 
[image: image195.wmf]1

2

1

<

m

f

m

 udává, jaká část potenciální energie se změní v teplo.
Určeme ještě napínací sílu.
Těleso 
[image: image196.wmf]2
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 ztratilo potenciální energii 
[image: image197.wmf]gh
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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2

2

1

v

m

 a vykonalo práci proti napínací síle 
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[image: image202.wmf]T
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což je pohybová rovnice.
Napínací síla vykonala na tělese 
[image: image203.wmf]1

T

 práci 
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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po dosazení dostaneme:
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což je pohybová rovnice.

Výsledky (platné za předpokladu 
[image: image210.wmf]gf
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Zvláštní případy:
1) 
[image: image212.wmf]0

=

f

, těleso 
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 se pohybuje po podložce bez tření (možné jen v ideální fyzice).
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2) 
[image: image215.wmf]f
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, soustava těles zůstane v klidu.
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3) 
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, těleso 
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Příklad 4:

Uvažujme soustavu 3 těles 
[image: image223.wmf]3
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,
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T
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T

 o hmotnostech 
[image: image224.wmf]3
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 (viz náčrtek). Těleso 
[image: image225.wmf]1

T

 je na vodorovné podložce. Těleso 
[image: image226.wmf]2

T

 je zavěšeno na laně, které vede přes pevnou kladku a spojuje tělesa 
[image: image227.wmf]2
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. Těleso 
[image: image228.wmf]3

T

 je zavěšeno na laně, které vede přes pevnou kladku a spojuje tělesa 
[image: image229.wmf]3
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,
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T

. Tentokrát máme 3 tělesa a 2 lana.

Předpokládejme, že soustava těles je na počátku v klidu. Máme určit, za jakých podmínek se soustava rozjede (dá se do pohybu), s jakým zrychlením se bude pohybovat a jakou silou budou napínána lana. Zanedbáváme hmotnost lana, kladek a tření v čepech kladky. Tíhové zrychlení je 
[image: image230.wmf]g

 a součinitel smykového tření mezi tělesem 
[image: image231.wmf]1

T

 a podložkou je 
[image: image232.wmf]f

.
[image: image991.wmf]a


Řešení: (1. způsob)

Třecí síla mezi tělesem 
[image: image233.wmf]1

T

 a podložkou je 
[image: image234.wmf]f

g

m

1

. Soustava těles se rozjede, bude-li tažná síla větší třecí síla. Je zřejmé, že všechna 3 tělesa se budou pohybovat se stejným zrychlením. Je také zřejmé, že tažná síla napravo se rovná tíze tělesa 
[image: image235.wmf]2

T

, tj. 
[image: image236.wmf]g
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2

, tažná síla nalevo se rovná tíze tělesa 
[image: image237.wmf]3
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, tj. 
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 soustava těles zůstane v klidu.
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 těleso 
[image: image241.wmf]1
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 se bude pohybovat doleva, těleso 
[image: image242.wmf]2
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 se bude pohybovat nahoru, těleso 
[image: image243.wmf]3
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 se bude pohybovat dolů.
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 těleso 
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 se bude pohybovat doprava, těleso 
[image: image246.wmf]2

T

 se bude pohybovat dolů, těleso 
[image: image247.wmf]3

T

 se bude pohybovat nahoru.
V případě 2) určíme zrychlení soustavy těles (směr je již zřejmý), jakými silami jsou napínána lana. Sílu, kterou je napínáno lano mezi tělesy 
[image: image248.wmf]3
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, označíme 
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. Sílu, kterou je napínáno lano mezi tělesy 
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, zrychlení označíme 
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. Sestavíme pohybové rovnice:
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Po úpravě rovnic dostaneme:

[image: image254.wmf]a
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[image: image255.wmf]3

2

1

1

2

3

)

(

m

m

m

f

m

m

m

g

a

+

+

-

-

×

=


Napínací síly vyjdou takto:

[image: image256.wmf];
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[image: image257.wmf];
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V případě 3) určíme zrychlení soustavy těles (směr je již zřejmý), jakými silami jsou napínána lana. Sílu, kterou je napínáno lano mezi tělesy 
[image: image258.wmf]3
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,
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, označíme 
[image: image259.wmf]3
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. Sílu, kterou je napínáno lano mezi tělesy 
[image: image260.wmf]2
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, označíme 
[image: image261.wmf]2
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, zrychlení označíme 
[image: image262.wmf]a

. Sestavíme pohybové rovnice:
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Po úpravě rovnic dostaneme:
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Napínací síly vyjdou takto:


[image: image266.wmf];
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Řešení: (2. způsob)
Vyjdeme ze zákona zachování energie, předpokládejme, že pohyb začíná z klidu, tj. na počátku je nulová kinetická energie.
Předpokládejme nyní případ 2), tj. těleso 
[image: image268.wmf]1

T

 se pohybuje doleva. Pokud soustava těles urazí dráhu 
[image: image269.wmf]h

, potenciální energie tělesa 
[image: image270.wmf]3
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 se sníží o 
[image: image271.wmf]gh
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[image: image272.wmf]2
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[image: image273.wmf]gh
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. Tělesa budou mít kinetickou energii po řadě: 
[image: image274.wmf],
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 neboť rychlosti těles budou stejné. Dále těleso 
[image: image275.wmf]1
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 ještě vykoná práci 
[image: image276.wmf]h
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 proti třecí síle, která se změní v teplo.
Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image278.wmf]2
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Těleso 
[image: image281.wmf]3
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 ztratilo potenciální energii 
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[image: image283.wmf]2

3

2

1

v

m

, vykonalo práci proti napínací síle 
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což je pohybová rovnice.
Napínací síla vykonala na tělese 
[image: image287.wmf]2
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[image: image292.wmf];

;

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

2

1

2

a

m

g

m

F

t

a

m

at

g

m

at

F

T

T

+

=

+

=


což je pohybová rovnice.
Napínací síla 
[image: image293.wmf]3
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[image: image301.wmf];

;

1

1

2

3

2

2

1

2

1

2

2

1

1

2

2

1

2

2

2

1

3

a

m

gf

m

F

F

t

a

m

at

gf

m

at

F

at

F

T

T

T

T

+

=

-

+

=

-


což je pohybová rovnice.
Předpokládejme nyní případ 3), tj. těleso 
[image: image302.wmf]1
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 se pohybuje doprava. Pokud soustava těles urazí dráhu 
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. Tělesa budou mít kinetickou energii po řadě: 
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 proti třecí síle, která se změní v teplo.

Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image312.wmf]2
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Těleso 
[image: image315.wmf]2
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 ztratilo potenciální energii 
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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, vykonalo práci proti napínací síle 
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což je pohybová rovnice.

Napínací síla vykonala na tělese 
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což je pohybová rovnice.

Napínací síla 
[image: image327.wmf]2
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 vykonala na tělese 
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 práci 
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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[image: image335.wmf];
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což je pohybová rovnice.

Zvláštní případy:

1) 
[image: image336.wmf]0
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, těleso 
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 se pohybuje po podložce bez tření (možné jen v ideální fyzice).
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 v případě 3), 
[image: image341.wmf];

2

;

2

3

2

1

2

1

3

2

2

3

2

1

3

1

3

2

3

m

m

m

m

m

m

m

g

F

m

m

m

m

m

m

m

g

F

T

T

+

+

+

=

+

+

+

=


případ 1) nastane pouze tehdy, je-li 
[image: image342.wmf]3
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.
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, soustava těles zůstane v klidu, případ 1)
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[image: image345.wmf]0

1

=

m

, těleso 
[image: image346.wmf]1

T

 není.

[image: image347.wmf];

3

2

2

3

m

m

m

m

g

a

+

-

×

=

 v případě 2), 
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[image: image349.wmf];
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 v případě 3), 
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případ 1) nastane pouze tehdy, je-li 
[image: image351.wmf]3
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. (viz též př. 1)
4) 
[image: image352.wmf]0
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, těleso 
[image: image353.wmf]3
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 není, případ 2) nenastane.
případ 1) 
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 soustava těles zůstane v klidu
případ 3) 
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 (viz příklad 3)
5) 
[image: image358.wmf]0
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 (viz příklad 3)
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T
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Příklad 5:

[image: image992.wmf]1
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Uvažujme soustavu 2 těles 
[image: image376.wmf]2

1

,

T

T

 o hmotnostech 
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 (viz náčrtek). Soustava je na počátku v klidu. Těleso 
[image: image378.wmf]1
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 je na nakloněné rovině o úhlu 
[image: image379.wmf]a

, těleso 
[image: image380.wmf]2
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 je zavěšeno na laně, které vede přes pevnou kladku a spojuje obě tělesa. Předpokládejme, že soustava těles je na počátku v klidu. Máme určit, za jakých podmínek se soustava rozjede (dá se do pohybu) a jakým směrem, s jakým zrychlením se bude pohybovat a jakou silou bude napínáno lano. Zanedbáváme hmotnost lana, kladky a tření v čepu kladky. Tíhové zrychlení je 
[image: image381.wmf]g

 a součinitel smykového tření mezi tělesem 
[image: image382.wmf]1
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 a podložkou je 
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Řešení: (1. způsob)
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Podmínku v případě 1), kdy se soustava těles nerozjede, lez ekvivalentně přepsat takto: 
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V případě 2) určíme zrychlení soustavy těles (směr je zřejmý) a jakou silou je napínáno lano. Sílu, kterou je napínáno lano, označíme 
[image: image398.wmf]T

F

, zrychlení označíme 
[image: image399.wmf]a

. Sestavíme pohybové rovnice:


[image: image400.wmf]a

m

f

g

m

g

m

F

a

m

F

g

m

T

T

1

1

1

2

2

cos

sin

=

-

-

-

=

+

-

a

a


Máme 2 rovnice o 2 neznámých (
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Předpokládáme, že 
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V případě 3) určíme zrychlení soustavy těles (směr je zřejmý) a jakou silou je napínáno lano. Sílu, kterou je napínáno lano, označíme 
[image: image410.wmf]T
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, zrychlení označíme 
[image: image411.wmf]a

. Sestavíme pohybové rovnice:
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Máme 2 rovnice o 2 neznámých (
[image: image413.wmf]T
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Předpokládáme, že 
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Řešení: (2. způsob)
Vyjdeme ze zákona zachování energie, předpokládejme, že pohyb začíná z klidu, tj. na počátku je nulová kinetická energie.

Předpokládejme nyní případ 2), tj. těleso 
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 se pohybuje nahoru, těleso 
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Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
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Těleso 
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což je pohybová rovnice.
Napínací síla vykonala na tělese 
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což je pohybová rovnice.

Předpokládejme nyní případ 3), tj. těleso 
[image: image452.wmf]1
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 se pohybuje dolů, těleso 
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
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Těleso 
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což je pohybová rovnice.

Napínací síla vykonala na tělese 
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což je pohybová rovnice.

Zvláštní případy:

1) 
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, těleso 
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 se pohybuje po podložce bez tření (možné jen v ideální fyzice).
soustava těles zůstane v klidu pouze v případě, že platí: 
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(nastane v případě, že platí: 
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(nastane v případě, že platí: 
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 není. Jde o pohyb jednoho tělesa po nakloněné rovině.
Těleso zůstane v klidu (případ 1) za podmínky: 
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 Pokud tangens úhlu sklonu nepřesáhne koeficient smykového tření, udrží se těleso na nakloněné rovině třením.
Případ 2) nenastane.
V případě 3) platí: 
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Případ 1) nenastane.
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Případ 3) nenastane.
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Případ 1) nastane za podmínky: 
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Případ 2) nenastane.
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Poznámka:
Uvažujme případ 
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 (o to se snížila jeho potenciální energie), těleso 
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 spotřebovalo práci 
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 (o to se zvýšila jeho potenciální energie). Budou-li se práce rovnat, nastane rovnováha, tj. za podmínky: 
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Příklad 6:

Těleso 
[image: image523.wmf]1

T

 je na nakloněné rovině o úhlu 
[image: image524.wmf]a

. Potom tělesu udělíme počáteční rychlost 
[image: image525.wmf]0

v

 směrem nahoru po nakloněné rovině. Máme určit, jakou dráhu těleso urazí, než se zastaví, a za jak dlouho se zastaví. Pokud těleso pojede dolů, máme určit, za jak dlouho bude na původním místě a jakou rychlostí se bude při jeho míjení pohybovat. Součinitel smykového tření mezi tělesem 
[image: image526.wmf]1
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 a podložkou je 
[image: image527.wmf]f

. Třecí síla je: 
[image: image528.wmf]a

cos

f

mg

F

tr

=

.
Při pohybu tělesa směrem nahoru bude proti pohybu působit tíha a třecí síla. Těleso se bude pohybovat rovnoměrně zpomaleně se zpomalením: 
[image: image529.wmf])
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 přičemž těleso urazí dráhu: 
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Těleso bude mít na počátku kinetickou energii 
[image: image532.wmf]2
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. V okamžiku zastavení bude kinetická energie nulová, potenciální energie se zvýší o 
[image: image533.wmf];
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Pokud uvažujeme tření, část kinetické energie se změní v teplo 
[image: image534.wmf];
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Při pohybu tělesa nahoru se kinetická energie tělesa zčásti změní v teplo a zčásti změní v potenciální energii.

Zlomek 
[image: image535.wmf]a
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 určuje, jaká část energie se změní v potenciální,
zlomek 
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 určuje, jaká část energie se změní v teplo.

[image: image537.wmf];
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Pokud bude platit 
[image: image538.wmf]a
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[image: image539.wmf]f
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, těleso zůstane „nahoře“ a nebude se pohybovat zpět dolů.
Pokud bude platit 
[image: image540.wmf]a
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, těleso se bude pohybovat zpět dolů, nezůstane „nahoře“.

Těleso se bude dolů pohybovat rovnoměrně zrychleně se zrychlením 
[image: image542.wmf])
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, neboť tíha působí pohyb dolů, ale třecí síla působí proti pohybu tělesa.
Určíme, jaké nabude těleso rychlosti v okamžiku, když bude míjet původní místo.
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Potenciální energie tělesa se opět mění částečně v kinetickou energii a částečně v teplo.
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Doba, než se těleso vrátí na původní místo, je:

[image: image545.wmf];
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Zlomek 
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 představuje, jaká část kinetické energie se opět změnila v kinetickou energii, zlomek 
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 představuje, jaká část kinetické energie se změnila v teplo.
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Třením tělesa o podložku vznikne teplo:
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[image: image550.wmf];
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Zvláštní případy:

1) 
[image: image551.wmf]0
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, těleso se pohybuje bez tření. 
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[image: image553.wmf];
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2) 
[image: image554.wmf]0
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a

, Těleso se pohybuje po vodorovné rovině, nevrátí se na původní místo. Kinetická energie tělesa se všechna změní v teplo, tj. 
[image: image555.wmf]0
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, těleso vrhneme svisle vzhůru.
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Koná-li hmotný bod rovnoměrný pohyb po kružnici, je jeho moment setrvačnosti vzhledem ke středu: 
[image: image559.wmf]2

r

m

J

=

. Mezi obvodovou a úhlovou rychlostí platí vztah: 
[image: image560.wmf]w
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.
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obvodová rychlost
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úhlová rychlost

Kinetická energie je: 
[image: image565.wmf];
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Hybnost je: 
[image: image566.wmf];
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Moment hybnosti je: 
[image: image567.wmf];
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Kinetická energie rotujícího tělesa se počítá podle vzorce: 
[image: image568.wmf];
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Jestliže na hmotný bod působí síla ve směru tečny ke kružnici, udílí mu tečné zrychlení. Mezi obvodovým a úhlový zrychlením platí vztah: 
[image: image569.wmf]e
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[image: image571.wmf]-
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obvodové zrychlení
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moment setrvačnosti
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moment síly
Příklad x.

Určeme moment setrvačnosti homogenního plného válce vzhledem k jeho ose.
Pro válec platí: 
[image: image575.wmf];
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Válec pomyslně rozdělíme na tenké vrstvy (slupky). Objem jedné vrstvy je: 
[image: image576.wmf]v
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, hmotnost jedné vrstvy je: 
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, moment setrvačnosti jedné vrstvy je: 
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. Celkový moment setrvačnosti se vypočítá pomocí integrálu:
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[image: image580.wmf];
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Určeme moment setrvačnosti homogenního dutého válce vzhledem k jeho ose, přičemž 
[image: image581.wmf]1
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 je vnější poloměr, 
[image: image582.wmf]2
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 je vnitřní poloměr. Platí: 
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Pro válec platí: 
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Válec opět pomyslně rozdělíme na tenké vrstvy podobně jako v předchozím případě.
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[image: image586.wmf]);
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Dostali jsme tyto vzorce:
Moment setrvačnosti plného homogenního válce: 
[image: image587.wmf];
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Moment setrvačnosti homogenního dutého válce: 
[image: image588.wmf]);
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Momenty setrvačnosti jsou vztaženy k ose válce.
Je-li speciálně 
[image: image589.wmf]0
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, dostáváme: 
[image: image590.wmf];
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Je-li speciálně 
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 (tenká válcová vrstva).
Při stejné hmotnosti válce je moment setrvačnosti tím vyšší, čím více hmoty je soustředěno na obvodu.
Příklad x.

Určeme moment setrvačnosti homogenní tyče (malého průměru) délky 
[image: image593.wmf]l

 vzhledem:
a) k ose kolmé na tyč procházející středem

b) k ose kolmé na tyč procházející krajním bodem

V obou případech tyč pomyslně rozdělíme na tenké „plátky“. Uděláme „příčné řezy“. Buď 
[image: image594.wmf]m

 hmotnost tyče, 
[image: image595.wmf]r

 délková hustota tyče (
[image: image596.wmf]m
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). Hmotnost elementu tyče je: 
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.
ad a) Celkový moment setrvačnosti se vypočítá pomocí integrálu:

[image: image598.wmf];
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ad b) Celkový moment setrvačnosti se vypočítá pomocí integrálu:

[image: image599.wmf](
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[image: image600.wmf];
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Vzdálenost krajního bodu od těžiště je: 
[image: image601.wmf]2

l

.
Pokud vztahujeme moment setrvačnosti k ose, která neprochází těžištěm, můžeme použít následující větu:
Steinerova věta
Nechť 
[image: image602.wmf]T

J

 je moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose procházející těžištěm. Moment setrvačnosti vzhledem k rovnoběžné ose (s osou procházející těžištěm) je: 
[image: image603.wmf];
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 kde 
[image: image604.wmf]a

 je vzdálenost os, 
[image: image605.wmf]m

 je hmotnost tělesa.
Příklad 7:

Uvažujme 2 koule 
[image: image606.wmf]2

1

,

K

K

 (malého průměru) o hmotnostech 
[image: image607.wmf]2

1

,

m

m

 spojené tyčí délky 
[image: image608.wmf]l

 (malé hmotnosti). Určeme moment setrvačnosti 2 koulí vzhledem k ose kolmé na spojnici procházející společným těžištěm (viz náčrtek).
Koule můžeme pokládat za hmotné body, buď 
[image: image609.wmf]T

 jejich společné těžiště.

Platí toto: 
[image: image610.wmf];
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[image: image611.wmf]=
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[image: image612.wmf];
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kde 
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 je tzv. redukovaná hmotnost.
[image: image993.wmf]2
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Určeme dále momenty setrvačnosti vzhledem k osám kolmým na spojnici procházející středy jednotlivých koulí.
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Ověříme platnost Steinerovy věty.
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[image: image616.wmf];
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Příklad 8:

Uvažujme podobnou situaci jako v příkladu 1, tj. pevnou kladku, pouze s tím rozdílem, že uvažujeme hmotnost kladky, poloměr kladky a moment setrvačnosti kladky. Předpokládáme, že lano po kladce neklouže.
Platí vztah: 
[image: image617.wmf]e

×

=

×
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r

F

,
kde 
[image: image618.wmf]F

 je síla působící po obvodu kladky, 
[image: image619.wmf]r

 je poloměr kladky, 
[image: image620.wmf]J

 je moment setrvačnosti kladky, 
[image: image621.wmf]e

 je úhlové zrychlení kladky. Součin síly a délky ramena (
[image: image622.wmf]r

F

×

) je moment síly.
Platí vztahy: 
[image: image623.wmf];
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 kde 
[image: image624.wmf]a

 je obvodové zrychlení, 
[image: image625.wmf]v

 je obvodová rychlost, 
[image: image626.wmf]w

 je úhlová rychlost.
Napínací síla nyní nebude v celé části lana stejná, jiná bude na jedné straně kladky a jiná na druhé straně kladky. Buď 
[image: image627.wmf]1

T

F

 napínací síla na straně tělesa 
[image: image628.wmf]1

T

, 
[image: image629.wmf]2

T

F

 napínací síla na straně tělesa 
[image: image630.wmf]2

T

.

Řešení: (1. způsob)

Předpokládejme, že 
[image: image631.wmf]2
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, tudíž těleso 
[image: image632.wmf]1

T

 se bude pohybovat dolů, těleso 
[image: image633.wmf]2

T

 se bude pohybovat nahoru. Zrychlení obou těles budou mít stejnou velikost, ale opačný směr.

Pohybové rovnice nyní modifikujeme takto:

[image: image634.wmf]e
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Položme ještě: 
[image: image635.wmf];
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 což je tzv. setrvačná hmotnost, ale nemusí být rovna hmotnosti kladky. V případě, že téměř všechna hmotnost kladky je soustředěna na obvodě, platí přibližně rovnost. Poslední rovnici upravíme následovně:

[image: image636.wmf];
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Po úpravě rovnic dostaneme:
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[image: image638.wmf]);
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[image: image640.wmf]2
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Určíme ještě napínací síly.


[image: image641.wmf];
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[image: image642.wmf];
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[image: image643.wmf];
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Řešení: (2. způsob)

Vyjdeme ze zákona zachování energie. Protože neuvažujeme tření, bude se potenciální energie měnit v kinetickou energii těles a v kinetickou energii rotující kladky. Posune-li se těleso 
[image: image644.wmf]1

T

 vlivem zemské tíže o dráhu 
[image: image645.wmf]h

 dolů, posune se těleso 
[image: image646.wmf]2

T

 o dráhu 
[image: image647.wmf]h

 nahoru. Potenciální energie soustavy těles se sníží o: 
[image: image648.wmf]gh
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, o to se zvýší kinetická energie soustavy těles a energie rotující kladky. Rychlosti těles jsou v každém okamžiku stejné, ale mají opačný směr. Kinetická energie těles bude: 
[image: image649.wmf]2
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. Kinetická energie rotující kladky bude: 
[image: image650.wmf]2

2

1

2

1

2

2

1

2

2

v

m

J

J

S

r

v

=

=

w


Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:


[image: image651.wmf]2
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image652.wmf]2
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[image: image655.wmf]2
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Určíme ještě napínací síly.

Těleso 
[image: image656.wmf]1

T

 ztratilo potenciální energii 
[image: image657.wmf]gh

m
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
[image: image658.wmf]2

1

2

1

v

m

, vykonalo práci proti napínací síle 
[image: image659.wmf]h
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. Dostáváme rovnici:
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po dosazení dostaneme:
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[image: image662.wmf]1
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což je pohybová rovnice.

Napínací síla vykonala na tělese 
[image: image663.wmf]2

T

 práci 
[image: image664.wmf]h
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
[image: image665.wmf]2
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, navíc získalo potenciální energii 
[image: image666.wmf]gh
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. Dostáváme rovnici:
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po dosazení dostaneme:


[image: image668.wmf]2
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[image: image669.wmf]a
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což je pohybová rovnice.

Síla 
[image: image670.wmf]2
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 vykonala na kladce práci prostřednictvím momentu, kladka získala kinetickou (rotační) energii, dostáváme rovnici:

[image: image671.wmf];
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[image: image672.wmf];

)

(

2

2

2

1

2

2

1

2

1

t

a

m

at

F

F

S

T

T

=

-



[image: image673.wmf];
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Zabývejme se zvláštním případem, kdy těleso 
[image: image674.wmf]2

T

 není (
[image: image675.wmf]0
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m

). Můžeme si místo kladky představit např. rumpál, ze kterého se odvíjí lano a těleso 
[image: image676.wmf]1

T

 klesá. Určíme napínací sílu lana a zrychlení, se kterým klesá (viz též příklad 10).
Použitím předchozího příkladu (
[image: image677.wmf]0
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[image: image679.wmf];
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Buď 
[image: image680.wmf]k

m

 hmotnost kladky, pak se výraz 
[image: image681.wmf]k

g
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 nazývá gyrační poloměr kladky.

Kdyby byla veškerá hmotnost kladky soustředěná na obvodu, musela by kladka mít gyrační poloměr, aby měla stejný moment setrvačnosti.
Zvláštní případy:

1) 
[image: image682.wmf]+¥

=

J

, moment setrvačnosti kladky je nekonečně velký,
Soustava těles se neuvede do pohybu. Bude platit: 
[image: image683.wmf];
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[image: image685.wmf];
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 nastane rovnováha

3) 
[image: image686.wmf]+¥
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[image: image687.wmf];
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4) 
[image: image688.wmf]0
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m

 (viz dříve)

5) 
[image: image689.wmf]0
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J

 (viz příklad 1)

Příklad 8a:

Uvažujme podobnou situaci jako v příkladu 8, tj. pevnou kladku, uvažujeme hmotnost kladky, poloměr kladky a moment setrvačnosti kladky. Předpokládáme, že lano po kladce neklouže. Nyní máme jedno břemeno 
[image: image690.wmf]1

T

 a na druhé straně kladky působíme silou 
[image: image691.wmf]F

.

Napínací síla nyní nebude v celé části lana stejná, jiná bude na jedné straně kladky a jiná na druhé straně kladky. Buď 
[image: image692.wmf]1

T

F

 napínací síla na straně tělesa 
[image: image693.wmf]1

T

, napínací síla na druhé straně kladky je 
[image: image694.wmf]F

. Předpokládejme, že platí: 
[image: image695.wmf]g

m
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, tj. těleso se pohybuje se zrychlením 
[image: image696.wmf]a

 směrem vzhůru.

Řešení: (1. způsob)

Pohybové rovnice nyní modifikujeme takto:
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Položme ještě: 
[image: image698.wmf];
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 což je tzv. setrvačná hmotnost, ale nemusí být rovna hmotnosti kladky. V případě, že téměř všechna hmotnost kladky je soustředěna na obvodě, platí přibližně rovnost. Poslední rovnici upravíme následovně:


[image: image699.wmf];
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Po úpravě rovnic dostaneme: 
[image: image700.wmf];
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 odtud dostaneme:

[image: image701.wmf];
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Pro napínací sílu 
[image: image702.wmf]1

T

F

 platí:

[image: image703.wmf](
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Řešení: (2. způsob)

Vyjdeme ze zákona zachování energie. Nechť jsme posunuli lano o délku 
[image: image704.wmf]h

, tím jsme vykonali práci, zvýšila se potenciální energie tělesa 
[image: image705.wmf]1

T

 a též kinetická a také se zvýšila kinetická energie rotující kladky.
Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image707.wmf]2
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[image: image709.wmf];
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Dále platí:


[image: image710.wmf])
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[image: image711.wmf]2
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[image: image712.wmf]a
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Příklad 9:

Uvažujme podobnou situaci jako v příkladu 3, pouze s tím rozdílem, že uvažujeme hmotnost kladky, poloměr kladky a moment setrvačnosti kladky. Předpokládáme, že lano po kladce neklouže.

Platí vztah: 
[image: image713.wmf]e
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,
kde 
[image: image714.wmf]F

 je síla působící po obvodu kladky, 
[image: image715.wmf]r

 je poloměr kladky, 
[image: image716.wmf]J

 je moment setrvačnosti kladky, 
[image: image717.wmf]e

 je úhlové zrychlení kladky. Součin síly a délky ramena (
[image: image718.wmf]r

F

×

) je moment síly.

Platí vztahy: 
[image: image719.wmf];
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 kde 
[image: image720.wmf]a

 je obvodové zrychlení, 
[image: image721.wmf]v

 je obvodová rychlost, 
[image: image722.wmf]w

 je úhlová rychlost.

Napínací síla nyní nebude v celé části lana stejná, jiná bude na jedné straně kladky a jiná na druhé straně kladky. Buď 
[image: image723.wmf]1

T

F

 napínací síla na straně tělesa 
[image: image724.wmf]1

T

, 
[image: image725.wmf]2

T

F

 napínací síla na straně tělesa 
[image: image726.wmf]2

T

.

Řešení: (1. způsob)

Předpokládejme, že 
[image: image727.wmf]f
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, tj. soustava těles se dá do pohybu (těleso 
[image: image728.wmf]1

T

 se bude pohybovat doprava, těleso 
[image: image729.wmf]2
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 se bude pohybovat dolů, kladka se bude otáčet.
Pohybové rovnice nyní modifikujeme takto:
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Položme ještě: 
[image: image731.wmf];
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 což je tzv. setrvačná hmotnost (viz dříve). Poslední rovnici upravíme následovně:
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Po úpravě rovnic dostaneme:
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Určíme ještě napínací síly.
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[image: image741.wmf];
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Řešení: (2. způsob)
Vyjdeme ze zákona zachování energie, předpokládejme, že pohyb začíná z klidu, tj. na počátku je nulová kinetická energie. Předpokládejme nejprve, že není tření. V tom případě potenciální energie tělesa 
[image: image742.wmf]2

T

 se změní v kinetickou energii těles 
[image: image743.wmf]2
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 a v kinetickou energii rotující kladky. Předpokládejme, že soustava těles urazí za čas 
[image: image744.wmf]t

 dráhu 
[image: image745.wmf]h

. Soustava těles se pohybuje rovnoměrně zrychleně se zrychlením 
[image: image746.wmf]a

.

Potenciální energie tělesa 
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 poklesne o 
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Kinetická energie rotující kladky bude 
[image: image750.wmf];
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Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image752.wmf]2
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[image: image754.wmf]a
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V případě, že uvažujeme tření, bude se potenciální energie měnit částečně na kinetickou energii (pokud se soustava rozjede) a částečně na teplo. Těleso 
[image: image756.wmf]1
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 bude konat práci proti třecí síle, která se přemění v teplo, tj. 
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[image: image759.wmf]2
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[image: image761.wmf]f
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Předpokládáme, že 
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 udává, jaká část potenciální energie se změní v teplo.

Určeme ještě napínací sílu.

Těleso 
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 ztratilo potenciální energii 
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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po dosazení dostaneme:
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[image: image771.wmf]2

2

2

T

F

a

m

g

m

+

=


což je pohybová rovnice.

Napínací síla vykonala na tělese 
[image: image772.wmf]1
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 práci 
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, jeho kinetická energie se zvýšila na 
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po dosazení dostaneme:
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[image: image778.wmf]f
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což je pohybová rovnice.

Síla 
[image: image779.wmf]1

2

T

T

F

F

-

 vykonala na kladce práci prostřednictvím momentu, kladka získala kinetickou (rotační) energii, dostáváme rovnici:
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[image: image781.wmf];
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[image: image782.wmf];
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Zabývejme se zvláštním případem, kdy těleso 
[image: image783.wmf]1
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 není (
[image: image784.wmf]0

1

=

m

). Můžeme si místo kladky představit např. rumpál, ze kterého se odvíjí lano a těleso 
[image: image785.wmf]2
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 klesá. Určíme napínací sílu lana a zrychlení, se kterým klesá (viz též příklad 10).
Použitím předchozího příkladu (
[image: image786.wmf]0
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[image: image788.wmf];
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Zvláštní případy:

1) 
[image: image789.wmf]0
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, těleso 
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 se pohybuje po podložce bez tření (možné jen v ideální fyzice).
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2) 
[image: image792.wmf]f
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, soustava těles zůstane v klidu.
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4) 
[image: image796.wmf]+¥
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, moment setrvačnosti kladky je nekonečně velký,
Soustava těles se neuvede do pohybu. Bude platit: 
[image: image797.wmf];
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Příklad 10:

Na válci (hmotnosti 
[image: image798.wmf]M

, poloměru 
[image: image799.wmf]r

) je navinuto vlákno, na jehož konci je závaží o hmotnosti 
[image: image800.wmf]m

. Válec se otáčí kolem pevné osy. Vlákno se začne odvíjet, závaží klesat a válec se dá do pohybu. Válec bude konat otáčivý pohyb.
[image: image994.wmf]2
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Vyjdeme ze zákona zachování energie. Potenciální energie závaží se bude měnit na kinetickou energii závaží a válce (rotační).

Klesne-li závaží o výšku 
[image: image801.wmf]h

, ztratí potenciální energii 
[image: image802.wmf]mgh

, získá kinetickou energii 
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Výraz: 
[image: image807.wmf]2
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 je tzv. setrvačná hmotnost.

Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image809.wmf]2
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Určíme ještě napínací sílu.

Závaží ztratilo potenciální energii 
[image: image813.wmf]mgh

, jeho kinetická energie se zvýšila na 
[image: image814.wmf]2

2

1

mv

, vykonalo práci proti napínací síle 
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. Dostáváme rovnici:
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po dosazení dostaneme:
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[image: image819.wmf];
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Můžeme vyjít také z pohybových rovnic.
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Druhou rovnici ještě upravíme: 
[image: image821.wmf];
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Po dosazení do první rovnice dostaneme: 
[image: image822.wmf];
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viz výsledek dříve.
Zvláštní případy:

1) 
[image: image823.wmf]+¥
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, moment setrvačnosti nekonečně velký,
Soustava těles se neuvede do pohybu. Bude platit: 
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Příklad 11:

Na válci (hmotnosti 
[image: image829.wmf]M

, poloměru 
[image: image830.wmf]r

) je navinuto vlákno, na jehož konci je závaží o hmotnosti 
[image: image831.wmf]m

. Válec je položen kolmo přes 2 vodorovné nosníky (náčrtek), neboť se bude po nosnících valit.
Určeme, s jakým zrychlením bude závaží klesat a napínací sílu vlákna.
[image: image995.wmf]1

T

Vyjdeme ze zákona zachování energie. Potenciální energie závaží se bude měnit na kinetickou energii závaží a válce (posuvnou a rotační).
Klesne-li závaží o výšku 
[image: image832.wmf]h

, ztratí potenciální energii 
[image: image833.wmf]mgh

, získá kinetickou energii 
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Výraz: 
[image: image839.wmf]2
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 je tzv. setrvačná hmotnost.

Ze zákona zachování energie obdržíme rovnici:


[image: image840.wmf]2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

1

)

(

v

m

M

m

mgh

v

m

Mv

mv

mgh

s

S

+

+

=

+

+

=


Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
[image: image841.wmf]2
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[image: image843.wmf]a
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Určíme ještě napínací sílu.

Závaží ztratilo potenciální energii 
[image: image845.wmf]mgh

, jeho kinetická energie se zvýšila na 
[image: image846.wmf]2

2

1

mv

, vykonalo práci proti napínací síle 
[image: image847.wmf]h

F

T

. Dostáváme rovnici:


[image: image848.wmf]h

F

mv

mgh

T

+

=

2

2

1


po dosazení dostaneme:


[image: image849.wmf]2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

t

a

F

t

ma

t

mga

T

+

=



[image: image850.wmf]T

F

ma

mg

+

=



[image: image851.wmf];

)

(

S

S

T

m

M

m

m

M

mg

a

g

m

F

+

+

+

=

-

=


Zvláštní případy:
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Příklad 12:
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Zrychlení tělesa 
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 směrem dolů, zrychlení tělesa 
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 směrem nahoru.
Určíme ještě napínací sílu.
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Nechť je nyní 
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Zrychlení tělesa 
[image: image896.wmf]1

T

 je 
[image: image897.wmf]2

1

1

2

4

2

m

m

m

m

g

a

+

-

=

 směrem nahoru, zrychlení tělesa 
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 směrem dolů.

Určíme ještě napínací sílu.
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Vyřešme úlohu ještě jiným způsobem, vyjdeme ze zákona zachování energie.
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
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Těleso 
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což je pohybová rovnice.

Napínací síla vykonala na tělese 
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což je pohybová rovnice.

Nechť je nyní 
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Protože jde o rovnoměrně zrychlený pohyb, platí: 
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Napínací síla vykonala na tělese 
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což je pohybová rovnice.

Těleso 
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což je pohybová rovnice.
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Poznámka:

Určit, kdy nastane rovnováha, lze také pomocí principu virtuálních prací. Posune-li se těleso 
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