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Fyzika v příkladech

Dvě tělesa (hmotné body) o hmotnostech 
[image: image164.wmf]a

 ve vzdálenosti 
[image: image2.wmf]r

 se přitahují silou, která je dána vzorcem:


[image: image3.wmf];
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tomuto vztahu se říká Newtonův gravitační zákon. Síla, kterou se tělesa přitahují, se nazývá gravitační síla. Konstanta 
[image: image4.wmf]k

 (kappa) je tzv. gravitační konstanta (
[image: image5.wmf]2
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Isaac Newton tento zákon objevil, ale otázku: „Jak je to možné, že tělesa působí na sebe na dálku přes prázdný prostor?“ nechal raději otevřenou.
Uvažujme nyní těleso na povrchu Země. Předpokládejme, že Země je homogenní těleso ve tvaru koule (i když tomu tak úplně není). Položme:

[image: image6.wmf]M

 - hmotnost Země, 
[image: image7.wmf]m

 - hmotnost tělesa, 
[image: image8.wmf]R

 - poloměr Země, 
[image: image9.wmf]G

 - tíha tělesa. Pak platí toto:

[image: image10.wmf];
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Tedy pro tíhové (gravitační) zrychlení 
[image: image11.wmf]g

 na povrchu Země platí vztah:

[image: image12.wmf];
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Položme 
[image: image13.wmf])
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 tíhové zrychlení ve výšce 
[image: image14.wmf]h

 nad povrchem Země. Pak platí: 
[image: image15.wmf];
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 přičemž 
[image: image16.wmf]g
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 je tíhové zrychlení na povrchu Země.

[image: image17.wmf];
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Poznamenejme ještě, že tíhovému zrychlení se též říká intenzita gravitačního pole.
Předchozí vztah lze ještě upravit takto: 
[image: image18.wmf];
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Je-li výška malá ve srovnání s poloměrem Země (
[image: image19.wmf]R

h

<<

), je podíl 
[image: image20.wmf]R
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 zanedbatelný, platí přibližně 
[image: image21.wmf]g
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. V malé výšce nad zemským povrchem můžeme gravitační pole pokládat přibližně za homogenní.

[image: image22.wmf];
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Ve výšce nad zemským povrchem, která se rovná poloměru Země, je tíhové zrychlení již 4( menší než na zemském povrchu. Úvahu nyní zobecníme:

[image: image23.wmf];
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Např. 
[image: image24.wmf];
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 Ve výšce 9 poloměrů Země nad zemským povrchem činí tíhové zrychlení 1% tíhového zrychlení na zemském povrchu.
Nyní se budeme zabývat tím, jakou vykonáme práci, zvedneme-li těleso z povrchu Země do výšky 
[image: image25.wmf]h

 nad zemský povrch. Potenciální energie tělesa (vzhledem k zemskému povrchu) bude rovna velikosti vykonané práce. Práce je integrál síly podle dráhy.

[image: image26.wmf]=
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[image: image27.wmf];
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Dostali jsme vzorec pro výpočet potenciální energie tělesa. Poslední výraz lze ještě upravit takto: 
[image: image28.wmf];
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[image: image29.wmf];
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Kde 
[image: image30.wmf]g

 je tíhové (gravitační) zrychlení na povrchu Země.
Předchozí vztah lze ještě upravit takto: 
[image: image31.wmf];
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Je-li výška malá ve srovnání s poloměrem Země (
[image: image32.wmf]R

h

<<

), je podíl 
[image: image33.wmf]R

h

 zanedbatelný, platí přibližně 
[image: image34.wmf];
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 což je známý vzorec. Klasický vzorec pro výpočet potenciální energie lze použít pouze v případě, že výška, do které těleso zvedáme, je malá ve srovnání s poloměrem Země.

[image: image35.wmf];
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Vypočtěme ještě: 
[image: image36.wmf];

1

lim

)

(

lim

R

m

g

h

R

R

m

g

h

R

h

R

m

g

h

h

=

+

=

+

¥

®

¥

®



[image: image37.wmf];
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Tím jsme určili potenciální energii tělesa vzhledem k zemskému povrchu, které je od Země v nekonečně velké vzdálenosti.
Nyní určíme, jakou musíme udělit tělesu rychlost při svislém vrhu vzhůru, aby se již nevrátilo na zemský povrch. Musí platit: 
[image: image38.wmf];
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 tj. kinetická energie musí být větší nebo rovna potenciální energii v nekonečnu. Nejmenší taková rychlost je tzv. druhá kosmická rychlost, označme ji 
[image: image39.wmf]K

v

. Pro ni platí: 
[image: image40.wmf];
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 odtud dostáváme:

[image: image41.wmf];
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Toto je vzorec pro druhou kosmickou rychlost, tj. nejmenší rychlost, při které se těleso dostane z vlivu zemské gravitace a již se nevrátí na zemský povrch.
Nyní určíme, jaké největší výšky dosáhne těleso vržené vzhůru, jestliže počáteční rychlost tělesa je 
[image: image42.wmf]0
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. Předpokládáme, že 
[image: image43.wmf]K
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, tj. že těleso se vrátí na zemský povrch. Odpor prostředí zanedbáváme.
Musí platit: 
[image: image44.wmf];
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 z této rovnice určíme výšku 
[image: image45.wmf]h

, dostaneme: 
[image: image46.wmf];
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Máme tedy:

[image: image47.wmf];
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Platí: 
[image: image48.wmf];
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Je-li 
[image: image49.wmf]K
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, tj. počáteční rychlost je malá proti 2. kosmické rychlosti, máme: 
[image: image50.wmf];
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 což je známý vzorec.
Nechť je nyní 
[image: image51.wmf];
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[image: image52.wmf];
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Pohyb tělesa vrženého svisle vzhůru lze popsat diferenciální rovnicí. Označme nyní výšku nad Zemí 
[image: image53.wmf])
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[image: image54.wmf]);
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 Vzorec lze přepsat takto:

[image: image55.wmf];
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Předpokládáme, že těleso je na počátku na zemském povrchu, pak je vržené počáteční rychlostí 
[image: image56.wmf]0

v

 svisle vzhůru. Počáteční podmínky jsou tedy tyto: 
[image: image57.wmf];
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Dostali jsme diferenciální rovnici 2. řádu, vyřešit ji však není jednoduché. Když ji vynásobíme výrazem: 
[image: image58.wmf])
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 a obě strany integrujeme, dostaneme:

[image: image59.wmf];
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což lze přepsat na tvar:


[image: image60.wmf];
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Konstantu 
[image: image61.wmf]C

 určíme z počátečních podmínek, dostaneme: 
[image: image62.wmf];
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 poté dostaneme:

[image: image63.wmf];
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Určeme rychlost tělesa (např. družice), která obíhá na oběžné dráze kolem Země ve výšce 
[image: image64.wmf]h

. Odstředivá síla se musí rovnat gravitační síle, tj. musí platit: 
[image: image65.wmf];
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Odtud dostaneme: 
[image: image66.wmf];
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[image: image67.wmf];
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Speciálně pro 
[image: image68.wmf]0
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 dostáváme: 
[image: image69.wmf];
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 což je první kosmická rychlost. Je to minimální rychlost, kterou musí těleso získat, aby se udrželo na oběžné dráze kolem Země.

[image: image70.wmf];
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Tím jsme také obdrželi vztah mezi první a druhou kosmickou rychlostí. Také platí:


[image: image71.wmf];
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Např. máme: 
[image: image72.wmf];
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Bylo zjištěno, že hmotnost Země je 
[image: image73.wmf]t;
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poloměr Země je 
[image: image74.wmf];
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Tíhové zrychlení je pak:

[image: image75.wmf];
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[image: image76.wmf]2
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První kosmická rychlost je: 
[image: image77.wmf];
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Druhá kosmická rychlost je: 
[image: image78.wmf];
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Příklad:
Těleso jsme vrhli svisle vzhůru rychlostí 
[image: image79.wmf]s
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. Protože počáteční rychlost je menší než 2. kosmická, těleso se vrátí na zemský povrch. Určeme, jaké největší výšky dosáhne. Odpor prostředí neuvažujeme.

a) Pokládejme gravitační pole Země za homogenní.

[image: image80.wmf];
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b) Uvažujme změnu gravitačního pole Země.

[image: image81.wmf];
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Protože počáteční rychlost je podstatně menší než 2. kosmická, je rozdíl ve výsledcích jen nepatrný činí 
[image: image82.wmf]km

23
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.
Příklad:

Těleso jsme vrhli svisle vzhůru rychlostí 
[image: image83.wmf]s
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. Protože počáteční rychlost je menší než 2. kosmická, těleso se vrátí na zemský povrch. Určeme, jaké největší výšky dosáhne. Odpor prostředí neuvažujeme.

a) Pokládejme gravitační pole Země za homogenní.
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b) Uvažujme změnu gravitačního pole Země.

[image: image85.wmf];
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Nyní je již rozdíl větší, činí 
[image: image86.wmf]km
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.

Určeme, jakou rychlostí dopadne těleso na Zem z velké výšky 
[image: image87.wmf]h

, odpor prostředí neuvažujme.

Platí: 
[image: image88.wmf];
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 odtud dostáváme: 
[image: image89.wmf];
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Je-li výška malá ve srovnání s poloměrem Země (
[image: image90.wmf]R
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), je podíl 
[image: image91.wmf]R

h

 zanedbatelný, platí přibližně 
[image: image92.wmf];
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 což je známý vzorec.
Příklad:

Předpokládejme, že těleso spadlo na Zem z výšky 
[image: image93.wmf]m
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. Určeme, jakou rychlostí dopadne na zemský povrch.


[image: image94.wmf];
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Určeme, jakou by dopadlo rychlostí, kdyby bylo gravitační pole homogenní.

[image: image95.wmf];
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Rozdíl činí asi 
[image: image96.wmf]s

m

1

.
Příklad:

Hmotnost Slunce je 
[image: image97.wmf]kg
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, hmotnost Země je 
[image: image98.wmf]kg
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. Střední vzdálenost Země od Slunce je 
[image: image99.wmf]m
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Určíme, jakou silou se Slunce a Země navzájem přitahují.

[image: image100.wmf];
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Nyní určíme, jakou rychlostí obíhá Země okolo Slunce. Rychlost oběhu určíme ze známého vztahu: 
[image: image101.wmf];
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Země tedy obíhá rychlostí téměř 
[image: image102.wmf]s

km

30

.
Délka oběžné dráhy Země kolem slunce je: 
[image: image103.wmf];
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Doba oběhu Země kolem Slunce je pak: 
[image: image104.wmf];
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(Nepřestupný rok má 
[image: image105.wmf]s

000

536

31

)
Poznámka: Oběžná dráha Země je elipsa málo odlišná od kružnice. V tomto příkladu jsme zanedbali malý rozdíl a brali dráhu Země jako kružnici.
Označení z předchozího příkladu podržme i nadále.

Zřejmě platí: 
[image: image106.wmf];
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 po umocnění rovnosti na druhou dostaneme: 
[image: image107.wmf];
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 odtud dostaneme: 
[image: image108.wmf];
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Odtud vyplývá, že: 
[image: image109.wmf];
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Tím jsme odvodili 3. Keplerův zákon, který říká, že druhé mocniny oběžných dob planet jsou v témže poměru jako třetí mocniny jejich vzdáleností od Slunce.
Příklad:

Vzdálenost Měsíce od Země je asi 
[image: image110.wmf]km

000

384

. Určeme rychlost obíhání Měsíce kolem Země.
Vyjdeme ze známého vzorce:


[image: image111.wmf];
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Měsíc tedy obíhá Zemi rychlostí asi 
[image: image112.wmf]s

km

1

.
Létá-li družice na oběžné dráze nad zemským povrchem ve výšce 
[image: image113.wmf]h

, platí pro její rychlost již známý vztah: 
[image: image114.wmf];
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[image: image115.wmf]R

g

v

B

=

)

0

(

 je tzv. první kosmická rychlost. Odtud též vyplývá další vztah: 
[image: image116.wmf];
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[image: image117.wmf]0
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Oběžná doba a rychlost jsou vázány vztahem: 
[image: image119.wmf];
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[image: image120.wmf];
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Pro dostředivé zrychlení pak platí vztah: 
[image: image121.wmf]);
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Dosadíme-li za 
[image: image122.wmf];
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[image: image123.wmf];
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Pro oběžnou dobu družice těsně nad povrchem Země platí: 
[image: image124.wmf];
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Příklad:

Družice se na oběžné dráze nad Zemí pohybuje rychlostí 
[image: image125.wmf]s

km
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,

7

. Vypočtěme výšku nad povrchem Země, oběžnou dobu a dostředivé zrychlení. První kosmická rychlost je: 
[image: image126.wmf];
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[image: image127.wmf];
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 výška nad Zemí.

[image: image128.wmf]min;
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 oběžná doba (asi 1,5 h)

[image: image129.wmf];
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 dostředivé zrychlení
Příklad:

Družice se na oběžné dráze nad Zemí pohybuje ve výšce 
[image: image130.wmf]km

300

. Vypočtěme rychlost obíhání Země, oběžnou dobu a dostředivé zrychlení.
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[image: image133.wmf];
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Příklad:

Hmotnost Měsíce je 
[image: image134.wmf];
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[image: image135.wmf]km
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. Vzdálenost Měsíce od Země je 
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Určíme gravitační zrychlení na povrchu měsíce.

[image: image137.wmf];
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Gravitační zrychlení na Měsíci je přibližně 6( menší než na Zemi.
Určíme, jakou silou se přitahují Země a Měsíc.


[image: image138.wmf];
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Určíme ještě oběžnou dobu Měsíce. Rychlost obíhání Měsíce je asi 
[image: image139.wmf]s

km

1

 (viz předchozí příklad).
Délka oběžné dráhy je: 
[image: image140.wmf];
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Oběžná doba Měsíce je: 
[image: image141.wmf]dnu;
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Oběžná doba Měsíce je asi 1 měsíc.
Příklad:

Určeme oběžnou dobu Marsu kolem Slunce, jestliže vzdálenost Marsu od Slunce je asi 1,5( větší než vzdálenost Země od Slunce.
Vyjdeme z 3. Keplerova zákona. Platí: 
[image: image142.wmf];
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Víme, že 
[image: image143.wmf]rok
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Příklad:
[image: image1.wmf]2
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Určeme, jakou silou se přitahují tyč a kulička. Hmotnost tyče je 
[image: image145.wmf]1

m

, hmotnost kuličky je 
[image: image146.wmf]2

m

. Délka tyče je 
[image: image147.wmf]l

, vzdálenost kuličky od jednoho konce tyče je 
[image: image148.wmf]a

 (viz náčrtek).
Kulička leží na prodloužené podélné ose tyče. Kuličku považujme za hmotný bod. Hmotnost délkového elementu tyče je: 
[image: image149.wmf]dx
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. Gravitační síla elementu tyče a kuličky je: 
[image: image150.wmf]2
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, kde 
[image: image151.wmf]x

 představuje vzdálenost od konce tyče, který je blíže kuličce. Celkovou gravitační sílu tyče a kuličky určíme pomocí integrálu.
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[image: image153.wmf];
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Celková gravitační síla je: 
[image: image154.wmf];
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Určeme ještě, jakou vykonáme práci, budeme-li posunovat kuličku po prodloužené ose do vzdálenosti 
[image: image155.wmf]b

 od konce tyče (
[image: image156.wmf]a
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).
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[image: image158.wmf];
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Bude-li speciálně 
[image: image159.wmf]+¥
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, bude: 
[image: image160.wmf];
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