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Fyzika v příkladech

Příklad:
Hmotný bod se pohybuje po trajektorii, jež je popsána parametricky:
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Polohový vektor je funkce času: 
[image: image2.wmf](
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Vektor rychlosti získáme tak, že každou složku derivujeme, neboť rychlost je derivace dráhy podle času.
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Vektor zrychlení získáme tak, že každou složku opět derivujeme, neboť zrychlení je druhá derivace dráhy podle času.
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Protože vektor zrychlení je konstantní, jde o pohyb rovnoměrně zrychlený. Protože vektor rychlosti je v každém okamžiku násobek vektoru zrychlení, jde o pohyb přímočarý.
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Absolutní velikost rychlosti je dána vzorcem:
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Absolutní velikost zrychlení je dána vzorcem:
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Určeme dále rychlost v okamžiku 
[image: image8.wmf]s
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, tj. na konci 3. sekundy (vteřiny) a dále dráhu, kterou hmotný bod urazí během prvních 
[image: image9.wmf]s
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Protože jde o přímočarý pohyb, platí: 
[image: image13.wmf]s
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, obecně platí nerovnost: 
[image: image14.wmf]s

d

£

.
Příklad:

Hmotný bod se pohybuje po trajektorii, jež je popsána parametricky:
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Polohový vektor je funkce času: 
[image: image16.wmf](
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Vektor rychlosti získáme tak, že každou složku derivujeme, neboť rychlost je derivace dráhy podle času.
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Vektor zrychlení získáme tak, že každou složku opět derivujeme, neboť zrychlení je druhá derivace dráhy podle času.
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Protože vektor zrychlení není konstantní, nejde o pohyb rovnoměrně zrychlený. Protože vektory rychlosti a zrychlení nejsou rovnoběžné, jde o pohyb křivočarý. Trajektorie je rovinná křivka.
Absolutní velikost rychlosti je dána vzorcem:
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Absolutní velikost zrychlení je dána vzorcem:
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Určeme dráhu, kterou hmotný bod urazí během prvních 
[image: image21.wmf]s
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[image: image23.wmf](
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Určeme vzdálenost míst, tj. velikost rozdílu polohových vektorů.
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Určeme tečné a normálové zrychlení. Vektor rychlosti má v každém bodě směr tečny k trajektorii. Tečné zrychlení je rovnoběžné s vektorem rychlosti, normálové zrychlení je kolmé na vektor rychlosti. Jde o provedení ortogonálního rozkladu vektoru zrychlení.
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V našem případě je:
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Příklad:

Hmotný bod se pohybuje po trajektorii, jež je popsána parametricky:
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Polohový vektor: 
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Vektor rychlosti: 
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Vektor zrychlení: 
[image: image36.wmf](
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Jde o rovnoměrný pohyb po kružnici o poloměru 
[image: image40.wmf]0
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, kde 
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 je úhlová rychlost, 
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 je obvodová rychlost, 
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 je dostředivé zrychlení. Velikost rychlosti a zrychlení je konstantní, mění se pouze směr.
Také platí: 
[image: image44.wmf])
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, tj. tečné zrychlení je nulové. Vektor rychlosti má v každém okamžiku směr tečny k trajektorii (kružnici), vektor zrychlení směřuje do středu kružnice. Vektory rychlosti a zrychlení jsou na sebe kolmé.
Příklad:

Uvažujme nyní obecný kruhový pohyb. Buď 
[image: image46.wmf])
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 úhel, který urazí průvodič (spojnice středu a hmotného bodu) za čas 
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. Okamžitá úhlová rychlost je 
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. Rovnoměrný pohyb po kružnici (viz předchozí příklad) je speciální případ, tam platí: 
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Hmotný bod se pohybuje po trajektorii, jež je popsána parametricky:

[image: image51.wmf];

0

);

(

sin

)

(

);

(

cos

)

(

>

=

=

R

t

R

t

y

t

R

t

x

j

j



[image: image52.wmf](

)

;

)

(

sin

);

(

cos

)

(

t

R

t

R

t

j

j

=

r

r



[image: image53.wmf]);

(

)

(

cos

)

(

);

(

)

(

sin

)

(

t

t

R

t

y

t

t

R

t

x

j

j

j

j

¢

×

=

¢

¢

×

-

=

¢



[image: image54.wmf]);

(

)

(

cos

))

(

(

)

(

sin

)

(

);

(

)

(

sin

))

(

(

)

(

cos

)

(

2

2

t

t

R

t

t

R

t

y

t

t

R

t

t

R

t

x

j

j

j

j

j

j

j

j

¢

¢

×

+

¢

×

-

=

¢

¢

¢

¢

×

-

¢

×

-

=

¢

¢


Dále platí:
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 (tečné zrychlení)
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 (normálové (dostředivé) zrychlení)
Speciální případ je rovnoměrný pohyb po kružnici (viz příklad dříve). Buď 
[image: image62.wmf]w

 úhlová rychlost (
[image: image63.wmf]s

rad

). Pak je: 
[image: image64.wmf];
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Speciální případ je rovnoměrně zrychlený pohyb po kružnici. Buď 
[image: image68.wmf]e

 úhlové zrychlení (
[image: image69.wmf]2

s

rad

). Pokud začíná pohyb z klidu, je: 
[image: image70.wmf];

)

(

;

)

(

)

(

;

2

1

)

(

2

e

j

e

w

j

e

j

=

¢

¢

=

=

¢

=

t

t

t

t

t

t



[image: image71.wmf](
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Velikost tečného zrychlení je: 
[image: image73.wmf];

)

(

e

R

t

a

t

t

=

=

a

r


Velikost normálového zrychlení je: 
[image: image74.wmf];
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Příklad:

Hmotný bod o hmotnosti 
[image: image75.wmf]m

 se pohybuje po trajektorii, jež je popsána parametricky:
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Určíme, jaká síla působí na hmotný bod.

Polohový vektor je funkce času: 
[image: image77.wmf](
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Protože vektor zrychlení je konstantní, jde o pohyb rovnoměrně zrychlený. Je-li 
[image: image80.wmf]0
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, je pohyb přímočarý, je-li 
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, je pohyb křivočarý.
Podle 2. pohybového zákona platí: 
[image: image82.wmf];
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 tj. v každém okamžiku má vektor síly stejný směr jako vektor zrychlení.
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Síla působící na hmotný bod je konstantní.
Příklad:

Konstantní síla 
[image: image84.wmf](
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. Určeme, jakou vykonala práci.

Určíme vektor posunutí: 
[image: image87.wmf])
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. Mechanická práce je skalární součin vektoru síly a vektoru dráhy, tj.
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V našem případě je: 
[image: image89.wmf];
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[image: image90.wmf]j

 je úhel vektorů)
V předchozím příkladu byla síla konstantní. Je-li síla konstantní a působí ve směru dráhy, platí známý vzorec: 
[image: image91.wmf]s
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. Jinak platí, že práce je integrál síly podle dráhy, tj.
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Příklad:
Určeme práci, kterou je třeba vykonat, abychom stlačili (protáhli) pružinu tuhosti 
[image: image93.wmf]K

 o délku 
[image: image94.wmf]x

.
Vratná síla není konstantní, je přímo úměrná délce stlačení (prodloužení) pružiny, tj. platí: 
[image: image95.wmf]s
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Vyjádřeme nyní dráhu jako funkci času, tj. 
[image: image97.wmf]);
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 také platí: 
[image: image98.wmf];
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 Položme ještě: 
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. Předchozí vzorec pak přejde na tvar:
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přičemž 
[image: image101.wmf])
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 je okamžitý výkon.
Buď dán polohový vektor 
[image: image102.wmf](
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 a vektor síly 
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 Okamžitá rychlost je: 
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 Okamžitý výkon je: 
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 což je skalární součin. Práce vykonaná za časový interval 
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 průměrný výkon za časový interval 
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Síla může být také dána jako funkce polohy, tj. 
[image: image110.wmf](
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 síla je vektorová funkce 3 proměnných, budeme to zapisovat stručně 
[image: image111.wmf](
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Element práce lze vyjádřit takto:
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Je to skalární součin vektoru síly a formálního vektoru.
Práce se počítá jako křivkový integrál síly podle dráhy.
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Je-li křivka daná parametricky, tj. 
[image: image114.wmf](

)

;

;

;

)

(

);

(

);

(

)

(

2

1

ñ

á

Î

=

t

t

t

t

z

t

y

t

x

t

r

r

 položíme: 
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Pokud integrál nezávisí na trajektorii, je silové pole konzervativní.
Příklad:

Určeme, jak velkou práci vykoná síla působící na hmotný bod od konce 
[image: image118.wmf]s

.
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 do konce 
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. Vektor síly je: 
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 polohový vektor je: 
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Napřed určíme vektor rychlosti a okamžitý výkon.
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 (skalární součin)

Určíme okamžitý výkon na konci 
[image: image123.wmf]s

s

s

s

.

4

,

.

3

,

.

2

,

.

1

.
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Průměrný výkon v intervalu 
[image: image126.wmf]ñ
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Příklad:

Těleso přemístíme z bodu 
[image: image128.wmf][
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. Síla působící na těleso je funkcí polohy: 
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 Určeme, jakou práci vykoná síla, bude-li těleso přemisťovat po přímé trajektorii (po úsečce 
[image: image131.wmf]AB

) (náčrtek).
Vektor posunutí: 
[image: image132.wmf]);
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Parametrické rovnice přímky určené body 
[image: image133.wmf]AB

 jsou: 
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Práce se počítá jako křivkový integrál síly podle dráhy, tj.

[image: image137.wmf]=

+

-

+

+

-

+

+

-

=

+

+

=

ò

ò

1

0

2

2

0

)

4

2

(

4

4

)

4

2

(

2

4

)

4

2

(

)

(

dt

t

dt

t

dt

t

dz

F

dy

F

dx

F

A

C

z

y

x



[image: image138.wmf]=
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[image: image139.wmf];
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Určeme nyní, jakou práci vykoná síla, bude-li těleso přemisťovat po dolní polokružnici se středem v počátku.

Rovnice kružnice je: 
[image: image140.wmf];
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Parametrické rovnice jsou: 
[image: image142.wmf];
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Protože práce závisí na trajektorii, není uvedená síla konzervativní.
Příklad:

Určeme, jak velkou práci vykoná síla působící na hmotný bod od konce 
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 do konce 
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 a průměrný výkon od konce 
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Napřed určíme vektor rychlosti a okamžitý výkon.
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 (skalární součin)

Okamžité výkony jsou:
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Průměrný výkon je: 
[image: image158.wmf];
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Nechť hmotný bod má hmotnost 
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. Určeme přírůstek kinetické energie od konce 
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Přírůstek kinetické energie HB není roven velikosti vykonané práce. Zbylá práce se spotřebovala na něco jiného.
Příklad:

Řetízek je na stole tak, že částečně visí přes okraj stolu. Buď 
[image: image167.wmf]m

 hmotnost řetízku, 
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l

 délka řetízku, 
[image: image169.wmf]d

 délka části visící pře okraj, 
[image: image170.wmf]g

 tíhové (gravitační) zrychlení. Určeme závislost délky převisu na čase. Předpokládejme nejprve, že není tření. (náčrtek)
Podíl 
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 je délková hustota řetízku, 
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 je délka části řetízku ležící na stole, 
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 je délka převisu v čase 
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 je rychlost pohybu řetízku. Platí tyto počáteční podmínky: 
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Platí:
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Dostali jsme homogenní diferenciální rovnici, jejímž řešením je:
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)

(

0

0

2

1

t

t

l

g

l

g

e

C

e

C

t

l

-

+

=


Konstanty 
[image: image180.wmf]2
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,
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C

 určíme z počátečních podmínek (viz MA diferenciální rovnice). Řešení, které vyhovuje počátečním podmínkám, je:
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Určíme, za jak dlouho řetízek úplně sjede ze stolu, tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image182.wmf];
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Rychlost posuvu řetízku je daná vztahem:

[image: image184.wmf];
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Zrychlení posuvu řetízku je dáno vztahem:

[image: image185.wmf];
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[image: image186.wmf];
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Předpokládejme nyní, že koeficient tření mezi řetízkem a stolem je 
[image: image187.wmf]f

. Aby se řetízek dal do pohybu, musí být tahová síla větší než třecí síla.
Hmotnost části řetízku na stole je: 
[image: image188.wmf];
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 Hmotnost visící části řetízku je: 
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Třecí síla je: 
[image: image190.wmf];
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Aby se řetízek dal do pohybu, musí platit: 
[image: image192.wmf];
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Taková část řetízku musí viset přes okraj, aby se řetízek dal do pohybu.
Počáteční podmínky jsou stejné, diferenciální rovnice má tvar:
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Dostali jsme nehomogenní diferenciální rovnici, jejímž řešením je:
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Konstanty 
[image: image199.wmf]2
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C
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 určíme z počátečních podmínek (viz MA diferenciální rovnice). Řešení, které vyhovuje počátečním podmínkám, je:
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[image: image201.wmf];
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[image: image202.wmf];
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Určíme, za jak dlouho řetízek úplně sjede ze stolu, tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image203.wmf];
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 řešením je:
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Rychlost posuvu řetízku je daná vztahem:
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Zrychlení posuvu řetízku je dáno vztahem:
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Určeme ještě, jakou práci vykoná třecí síla, než řetízek sklouzne ze stolu. Zde je třecí síla proměnlivá, proto práci počítáme jako integrál. Práce vykonaná třecí silou se změní v teplo.

Položme: 
[image: image209.wmf];
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[image: image211.wmf];
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Dosadíme-li za 
[image: image212.wmf]f

 výraz z (mezní) podmínky, aby se dal řetízek do pohybu, tj. 
[image: image213.wmf];
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Nechť je v silovém poli dána potenciální energie jako funkce polohy hmotného bodu (tělesa). Nechť funkce má parciální derivace.
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Pak pro konzervativní sílu platí vztah:

[image: image216.wmf]);
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[image: image217.wmf];
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Vektor konzervativní síly je opačný ke gradientu potenciální energie. Konzervativní síla se snaží dostat těleso z míst o vyšší potenciální energii do míst o nižší potenciální energii.

Rovnovážná poloha může nastat jen ve stacionárních bodech funkce potenciální energie. Pokud tam nabývá potenciální energie minima, jde o rovnovážnou polohu stálou (stabilní). Pokud tam nabývá potenciální energie maxima, jde o rovnovážnou polohu vratkou (labilní). Pokud je v jistém okolí potenciální energie konstantní, jde o rovnovážnou polohu volnou (indiferentní). Rovnovážná poloha také nastane, vážeme-li těleso (HB) na „vrstevnici“.
Položme: 
[image: image218.wmf][
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Práce, kterou musíme vykonat, abychom těleso přemístili z bodu 
[image: image219.wmf]A

 do bodu 
[image: image220.wmf]B

, je dána vztahem:
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Práce je dána jako křivkový integrál síly podle dráhy (s minusem), kde 
[image: image222.wmf]C

 je křivka, která začíná v bodě 
[image: image223.wmf]A

 a končí v bodě 
[image: image224.wmf]B

. Protože výraz v integrálu je úplný diferenciál funkce potenciální energie, nezávisí velikost integrálu na trajektorii. Platí také vztah:
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Pokud je práce kladná, vykonali jsme ji my, potenciální energie se zvýšila.
Pokud je práce záporná, vykonalo ji silové pole, potenciální energie se snížila.
Abychom těleso dostali do míst o vyšší potenciální energii, musíme působit proti konzervativní síle. Proto je před integrálem znaménko minus.
Příklad:

Nechť se hmotný bod pohybuje po ose 
[image: image226.wmf]x

, v silovém poli konzervativní síly. Potenciální energie je funkcí polohy, je dána vztahem: 
[image: image227.wmf]);
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 přičemž 
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, tj. jsou to kladné konstanty. Určeme, jaká síla působí na částici v dané poloze.
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Dále zkusme určit, kde je rovnovážná poloha. V rovnovážné poloze platí: 
[image: image230.wmf];
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 tj. vyřešíme rovnici: 
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 řešením je: 
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Tedy pro 
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, potenciální energie 
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 nabývá minima, tudíž je hmotný bod v rovnovážné poloze stálé.
Příklad:

Potenciální energie hmotného bodu v silovém poli je dána vztahem: 
[image: image237.wmf];
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 kde 
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 je vzdálenost od počátku.
Určíme, jaká síla působí na hmotný bod ve vzdálenosti 
[image: image239.wmf]r

 od počátku.
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Určíme, kde nastává tzv. rovnovážná poloha HB,
tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image242.wmf];
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 řešením je: 
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V rovnovážné poloze je velikost potenciální energie: 
[image: image244.wmf];
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[image: image245.wmf];
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Pro 
[image: image246.wmf]b
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 nabývá potenciální energie svého minima (druhá derivace kladná), tudíž jde o rovnovážnou polohu stabilní.
Ještě určíme maximální (minimální) hodnotu přitažlivé síly.
Vyřešíme rovnici: 
[image: image247.wmf];
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 řešením je: 
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 (minimální hodnota přitažlivé síly)
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6

24

)

(

;

2

6

)

(

4

5

3

4

r

b

r

a

r

F

r

b

r

a

r

F

-

=

¢

¢

+

-

=

¢

 
[image: image251.wmf];
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Příklad:

Uvažujme pohyb tělesa v odporujícím prostředí, kde síla odporu závisí na rychlosti, např. člun plující po vodě po vypnutí motoru.

· Síla odporu prostředí závisí na rychlosti lineárně, tj. 
[image: image252.wmf];
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Platí: 
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 Protože zrychlení je derivace rychlosti podle času, máme diferenciální rovnici 1. řádu.
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Řešením diferenciální rovnice je: 
[image: image257.wmf];
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 (viz MA, diferenciální rovnice). Řešení, které splňuje počáteční podmínku, je:
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Pro zrychlení platí: 
[image: image259.wmf];
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 protože je záporné, jedná se o zpomalení. Odporová síla působí proti směru pohybu. Těleso zastaví až za „nekonečně“ dlouhý čas.

Určeme, jakou těleso urazí dráhu, než zastaví:
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· Síla odporu prostředí závisí na druhé mocnině rychlosti lineárně, tj. 
[image: image261.wmf];
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Platí: 
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 Protože zrychlení je derivace rychlosti podle času, máme diferenciální rovnici 1. řádu.
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Řešením diferenciální rovnice je: 
[image: image266.wmf];
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 (viz MA, diferenciální rovnice). Řešení, které splňuje počáteční podmínku, je:
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Pro zrychlení platí: 
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 protože je záporné, jedná se o zpomalení. Odporová síla působí proti směru pohybu. Těleso zastaví až za „nekonečně“ dlouhý čas.

Určeme, jakou těleso urazí dráhu, než zastaví:
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Je jasné, že tvrzení „Těleso zastaví až za „nekonečně“ dlouhý čas.“ neodpovídá skutečnosti.
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