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Sdílení tepla
Teplo se může sdílet těmito způsoby:
· vedením

· prouděním

· zářením

Teplo přechází samovolně z míst o vyšší teplotě do míst o nižší teplotě.

Sdílení tepla vedením (kondukce) a prouděním (konvekce) se děje prostřednictvím nějaké látky. Sdílení tepla zářením je možné i přes prázdný prostor.
Budeme se zabývat problematikou sdílení tepla vedením.
Vyjdeme ze základního vzorce pro vedení tepla:
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Vzorec udává, kolik tepla prostoupí stěnou.
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 součinitel tepelné vodivosti [
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 množství tepla, které prostoupí stěnou [
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Veličina 
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 představuje teplotní rozdíl.

Dále definujeme veličinu 
[image: image17.wmf]q

, což je hustota tepelného toku. Udává, kolik tepla prostoupí jednotkou plochy za časovou jednotku. Platí:
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[image: image19.wmf]-
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 hustota tepelného toku, tj. množství tepla, které projde plochou 1 m2 za 1 s. [
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Veličině 
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 se též říká součinitel prostupu tepla, rozměr je: [
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Platí: 
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(Fourierův zákon vedení tepla)
Tímto vztahem je vyjádřeno, že teplo proudí z místa o vyšší teplotě do místa o nižší teplotě, tj. ve směru teplotního spádu. Proto je v rovnici znaménko minus.
Bude-li na jedné straně stěny teplota 
[image: image24.wmf]1
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, na druhé straně stěny teplota 
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, nechť např. 
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, bude teplo postupovat směrem od vyšší teploty k nižší teplotě (viz 2. termodynamický zákon).

Po ustálení bude teplotní spád vyjádřen přímkou (viz náčrtek).
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Takto bude vyjádřeno rozložení teploty po ustálení.
Při přestupu tepla na rozhraní dvou různých prostředí (např. stěna – vzduch) také uvažujeme tzv. součinitel přestupu tepla (značíme 
[image: image28.wmf]a

, rozměr [
[image: image29.wmf]K
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]). Pro množství tepla, které přestoupí, platí podobný vztah.
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Nyní odvodíme rovnici pro vedení tepla. Zatím uvažujme vedení tepla v jednom směru.
Rozložení teploty nechť vyjadřuje funkce 2 proměnných 
[image: image31.wmf]);
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Proměnná 
[image: image32.wmf]t

 představuje čas, proměnná 
[image: image33.wmf]x

 představuje vzdálenost.

Nyní uvažujme tenkou vrstvu stěny o tloušťce 
[image: image34.wmf]dx

.
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(diferenciál)
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Máme tento vztah:
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Za dobu 
[image: image39.wmf]t
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 „přiteče“ do vrstvy 
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 a „odteče“ teplo: 
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Dostáváme toto:
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Tepelná kapacita vrstvy je: 
[image: image45.wmf];
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 (za předpokladu, že stěna je z homogenního materiálu)
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 - tepelná kapacita 
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 - hustota materiálu 
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[image: image50.wmf]c

 - měrné teplo 
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(diferenciál)
Porovnáním výsledků konečně dostaneme: 
[image: image55.wmf];
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Položme ještě: 
[image: image56.wmf];
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 (též se nazývá součinitel teplotní vodivosti, rozměr [
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Tím jsme dostali diferenciální rovnici pro vedení tepla:
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Tato rovnice platí pro vedení tepla rovinnou stěnou. Po ustálení bude platit: 
[image: image59.wmf];
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Nyní uvažujme vedení tepla ve více směrech. Rozložení teploty vyjadřuje funkce 4 proměnných, 
[image: image62.wmf])
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Také dostáváme:
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[image: image72.wmf](

)

);

;

;

;

(

grad

;

;

;

;

)

;

;

(

t

l

l

z

y

x

t

z

t

y

t

x

t

q

q

q

z

y

x

z

y

x

×

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

¶

¶

-

=

 (Fourierův zákon)
Hustota tepelného toku má směr největšího teplotního spádu.
Podobně jako v jednorozměrném případě dostaneme toto:
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Tepelná kapacita objemového elementu je: 
[image: image77.wmf];
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Porovnáním výsledků konečně dostaneme:
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Položme ještě: 
[image: image82.wmf];
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 (též se nazývá součinitel teplotní vodivosti, rozměr [
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Tím jsme dostali diferenciální rovnici pro vedení tepla ve více směrech:
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Pokud použijeme Laplaceův operátor, můžeme rovnici pro vedení tepla vyjádřit takto:
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Příklad:
Uvažujme dlouhou homogenní tyč konstantního průřezu, která je na jednom konci připevněna ke zdroji tepla o teplotě 
[image: image86.wmf]1

t

, okolí má teplotu 
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, přičemž předpokládáme 
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. Určíme rozložení teploty v tyči po ustálení. Opět uvažujme tenkou vrstvu 
[image: image89.wmf])
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 - průřez tyče, 
[image: image91.wmf]O

 - obvod tyče, 
[image: image92.wmf]a

 - součinitel přestupu tepla z tyče do okolí, 
[image: image93.wmf]l

 - součinitel tepelné vodivosti tyče.
Za dobu 
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 „přiteče“ do vrstvy 
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 Kromě toho ještě unikne do okolí teplo: 
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Dostáváme toto:
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[image: image100.wmf];
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Po ustálení platí: 
[image: image101.wmf];
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kterou lze upravit na tvar: 
[image: image103.wmf];
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Položme 
[image: image104.wmf];
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Řešením této diferenciální rovnice (2. řádu) je:

[image: image107.wmf];
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(viz MA, diferenciální rovnice), čísla 
[image: image108.wmf]2
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Řešení budeme ještě specifikovat pomocí počátečních podmínek: 
[image: image109.wmf];
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Je-li speciálně průřez tyče kruhový, máme toto: 
[image: image114.wmf];
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Příklad:

Hledejme řešení diferenciální rovnice pro vedení tepla ve tvaru:


[image: image115.wmf];
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Porovnáním stran rovnice dostaneme: 
[image: image118.wmf];

2

Ac

d

=

 tj. máme řešení:

[image: image119.wmf];

2

)

;

(

2

t

t

Ac

cx

bx

a

x

t

+

+

+

=


Je-li speciálně 
[image: image120.wmf]0
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Tedy vyhovuje lineární funkce v proměnné 
[image: image122.wmf]x

 a konstantní v proměnné 
[image: image123.wmf]t

, tj. v čase.
Příklad:

Uvažujme nekonečně širokou stěnu ohraničenou z jedné strany, přičemž uvnitř stěny je teplota 
[image: image124.wmf]0

t

, na hraniční straně je udržována stálá teplota 
[image: image125.wmf]1
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, přičemž 
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. Máme určit, jak se bude měnit teplota uvnitř stěny, přičemž uvažujeme vedení tepla pouze v jednom směru.
Položme: 
[image: image127.wmf];
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 (viz MA).
Již víme, že uvedenou funkci nelze vyjádřit pomocí elementárních funkcí.
Hledáme řešení rovnice ve tvaru: 
[image: image129.wmf];
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přičemž platí okrajové podmínky: 
[image: image130.wmf];
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Na počátku je teplota na hraniční straně 
[image: image132.wmf]1
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, všude uvnitř stěny je teplota 
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. Na jedné straně je stálá teplota 
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, v nekonečné vzdálenosti je stálá teplota 
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. Ve vzdálenosti 
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 se bude teplota postupně zvyšovat od 
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 do 
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.
Ověříme, že uvedený tvar funkce skutečně vyhovuje diferenciální rovnici pro vedení tepla.

[image: image139.wmf];

1

2

1

2

)

;

(

4

2

4

2

2

2

t

t

p

t

t

p

t

A

x

A

x

e

A

c

A

e

c

x

x

t

-

-

=

=

¶

¶



[image: image140.wmf];
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[image: image141.wmf];

2

4

2

)

;

(

4

2

4

2

2

2

t

t

p

t

t

t

t

p

t

t

A

x

A

x

e

A

x

c

A

x

e

c

x

t

-

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

¶

¶


Tedy vskutku platí: 
[image: image142.wmf];
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Ještě určíme konstanty 
[image: image143.wmf]2
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Řešení rovnice, které splňuje okrajové podmínky, má tvar:

[image: image145.wmf];
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Poznamenejme, že dle předpokladu je: 
[image: image146.wmf]0
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Parabola o rovnici 
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Podle předpokladu je 
[image: image149.wmf]0
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 tudíž je teplota při pevném čase vzhledem ke vzdálenosti od počátku klesající konvexní funkce. Teplota v jistém bodě (při pevném 
[image: image151.wmf]x

) je zase rostoucí funkce času, neboť 
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 Abychom zjistili, zda je konvexní či konkávní, musíme ještě určit 
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[image: image155.wmf]=
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[image: image156.wmf]=
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[image: image157.wmf];
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Je zřejmé, že 
[image: image158.wmf];
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Teplota jako funkce času při pevném 
[image: image159.wmf]x

 je konvexní v intervalu 
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Parabola o rovnici: 
[image: image163.wmf];
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 (derivace v inflexním bodě)
Příklad:

Řešení rovnice pro vedení tepla můžeme též hledat ve tvaru:
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[image: image168.wmf];

)

sin(

)

cos(

2

)

sin(

)

;

(

2

2

2

2

t

t

t

t

t

t

t

d

cx

d

cx

d

cx

e

b

ax

c

e

b

ax

ac

e

b

ax

a

x

x

t

+

+

+

×

+

+

×

+

+

×

+

-

=

¶

¶



[image: image169.wmf];
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image174.wmf]);

(

;

2

2

2

a

c

A

d

Aac

b

-

=

-

=

-


V obou případech vyjde: 
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tedy takové vztahy mezi koeficienty musí platit.
Pokud bude např. 
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Pokud bude např. 
[image: image179.wmf]0
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, bude také 
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[image: image182.wmf];
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Příklad:

Hledejme řešení rovnice ve tvaru součinu: 
[image: image183.wmf]);
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[image: image184.wmf]);
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Porovnáním dostaneme:
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Položme: 
[image: image186.wmf];
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Dostáváme tak soustavu obyčejných diferenciálních rovnic:
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Řešením první rovnice je: 
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Řešením druhé rovnice je: 
[image: image189.wmf];
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Je-li 
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Příklad:

Ukážeme, že rovnici pro vedení tepla vyhovuje též funkce tvaru:

[image: image194.wmf];
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Porovnáním výsledků zjistíme, že skutečně platí: 
[image: image203.wmf];
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Poznámka:
Funkce v předchozím příkladu připomíná svým tvarem hustotu Normálního rozdělení (viz PMS).

Uvažujme nyní rovnou stěnu o více vrstvách, nechť je počet vrstev 
[image: image204.wmf]N

Î

n

. Každá vrstva má jinou tloušťku a jiný součinitel tepelné vodivosti. Předpokládejme, že na každé straně stěny jsou jiné teploty.
[image: image749.wmf]1
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Nechť po ustálení platí: 
[image: image205.wmf];
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kde 
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 je teplota nalevo od stěny, 
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 je teplota napravo od stěny, dále 
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Položme 
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], což je součinitel prostupu tepla 
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 tou vrstvou. Předpokládáme tedy: 
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Máme soustavu rovnic: 

[image: image216.wmf];
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Obecně je: 
[image: image218.wmf];
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Předpokládáme, že hustota tepelného toku je stálá.
Položme: 
[image: image219.wmf];
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Řešením soustavy rovnic je:
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po rozepsání dostaneme: 
[image: image222.wmf];
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[image: image223.wmf];
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Také platí: 
[image: image225.wmf];
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 (vážený aritmetický průměr)
Uvažujme ještě součinitele přestupu tepla z prostředí na stěnu a ze stěny do prostředí, 
[image: image226.wmf]2
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. V tomto případě již nebude platit: 
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Teplota na povrchu stěny se bude lišit od teploty prostředí. Přibudou ještě další rovnice:

[image: image229.wmf];
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Položme: 
[image: image230.wmf];
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pak také platí: 
[image: image231.wmf]);
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Řešením soustavy rovnic tentokrát je:
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[image: image233.wmf];
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Platí toto: 
[image: image234.wmf]);
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Je-li součinitel přestupu tepla „nekonečně velký“, (
[image: image236.wmf];
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), máme předchozí případ. Předpokládáme, že součinitel přestupu tepla z vrstvy na vrstvu je nekonečně velký.
Výraz 
[image: image237.wmf]k

 je součinitel prostupu tepla, výraz 
[image: image238.wmf]k

1

 je měrný tepelný odpor. Po ustálení bude mít teplota uvnitř vrstvy lineární průběh.
Příklad:
Uvažujme stěnu o jedné vrstvě (
[image: image239.wmf]1
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Pak máme: 
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Příklad:

Uvažujme stěnu o dvou vrstvách (
[image: image245.wmf]2
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Pak máme: 
[image: image248.wmf]);
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[image: image750.wmf]2
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Nyní se budeme zabývat průchodem tepla válcovou stěnou. Představme si např. kulatou místnost.
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Plocha vnějšku stěny je: 
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Buď 
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 teplota jako funkce vzdálenosti od středu. Platí: 
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 předpokládejme, že 
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. Dále předpokládejme, že teplotní spád je pouze ve směru od osy válce ven (pouze radiální teplotní spád).

Zvolme 
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 a uvažujme průchod tepla tenkou válcovou vrstvou o tloušťce 
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. Množství tepla, které projde tenkou vrstvou, je:
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Po ustálení bude prostup tepla stacionární, tj. bude platit: 
[image: image268.wmf];
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 tj. rychlost prostupu tepla bude konstantní.

Tedy bude též platit:

[image: image269.wmf];

ln

)

(

)

(

)

(

K

x

C

x

t

x

C

x

t

C

x

t

x

+

×

=

Þ

=

¢

Þ

=

¢

×

 (diferenciální rovnice)

Nyní ještě určíme konstanty 
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Máme tedy: 
[image: image275.wmf];
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Konstantu 
[image: image276.wmf]K

 určíme z podmínek: 
[image: image277.wmf];
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Máme tak dvojí vyjádření konstanty 
[image: image278.wmf]K

.
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Dostaneme tak dvojí vyjádření teploty:
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Tyto vztahy vyjadřují rozložení teploty ve válcové stěně po ustálení pro 
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V obou případech dostaneme: 
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Pro hustotu tepelného toku (po ustálení) platí: 
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Plocha válcové vrstvy směrem ven se zvětšuje, tudíž hustota tepleného toku klesá.
Součinitel prostupu tepla (vztažený na jednotku délky válce) tenkou vrstvou je: 
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, převrácená hodnota je teplený odpor, tj. 
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 Teplený odpor celé stěny získáme integrací, tj. 
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 Součinitel prostupu tepla je: 
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Buď 
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 množství tepla, které projde jednotkou délky válce za časovou jednotku, platí:
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rozměr je: 
[image: image291.wmf]m
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.

Rovnice pro vedení tepla válcovou stěnou má trochu jiný tvar. Stále předpokládáme, že teplo proudí jen ve směru od osy válce ven (pouze radiální směr).

[image: image292.wmf];

)

;

(

2

))

;

(

)

;

(

(

x

x

t

d

xh

x

t

dx

x

t

d

dx

S

dQ

¶

¶

×

×

×

-

=

-

+

×

×

×

-

=

t

t

p

l

t

t

t

l



[image: image293.wmf];
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Za dobu 
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 „přiteče“ do vrstvy 
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 a „odteče“ teplo: 
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Tepelná kapacita vrstvy je: 
[image: image300.wmf];
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Položme ještě: 
[image: image304.wmf];
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Tak dostáváme rovnici pro vedení tepla válcem:
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Po ustálení platí: 
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zřejmě vyhovuje funkce: 
[image: image308.wmf];
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Bude-li stěna válce velmi tenká, bude podíl 
[image: image310.wmf]1
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Pak máme: 
[image: image313.wmf]);
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Pro vyjádření teploty máme:


[image: image315.wmf];
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[image: image316.wmf]=
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[image: image318.wmf];
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V tomto případě budou pro průchod tepla válcem platit stejné vztahy, jako pro průchod tepla rovinnou stěnou, která vznikne rozvinutím pláště válce do roviny.
Vnější plocha pláště válce bude jen o málo větší než vnitřní plocha. Můžeme položit: 
[image: image319.wmf];
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Uvažujme nyní válcovou stěnu o více vrstvách, nechť je počet vrstev 
[image: image320.wmf]N
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. Každá vrstva má jinou tloušťku a jiný součinitel tepelné vodivosti. Předpokládejme, že na každé straně stěny jsou jiné teploty.
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Nechť po ustálení platí: 
[image: image322.wmf];
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kde 
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 je teplota uvnitř válcové stěny od stěny, 
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 Předpokládáme tedy: 
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Položme: 
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Máme soustavu rovnic: 

[image: image331.wmf];
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Obecně je: 
[image: image332.wmf];
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Předpokládáme, že hustota tepelného toku je stálá.

Položme: 
[image: image333.wmf];
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 pak také platí: 
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[image: image335.wmf]);
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Řešením soustavy rovnic je:
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po rozepsání dostaneme: 
[image: image337.wmf];
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[image: image338.wmf];
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[image: image339.wmf]);
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Uvažujme ještě součinitele přestupu tepla z prostředí na stěnu a ze stěny do prostředí, 
[image: image340.wmf]2
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Položme: 
[image: image343.wmf];
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Teplota na povrchu stěny se bude lišit od teploty prostředí. Přibudou ještě další rovnice:
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Položme: 
[image: image345.wmf];
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pak také platí: 
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Řešením soustavy rovnic tentokrát je:


[image: image348.wmf];
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[image: image349.wmf];
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Platí toto: 
[image: image350.wmf]);
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Výraz 
[image: image352.wmf]k
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 je součinitel prostupu tepla, výraz 
[image: image353.wmf]k

ˆ
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 je měrný tepelný odpor.
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Nyní se budeme zabývat průchodem tepla koulí. Představme si např. dutou kouli.
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Plocha vnějšku stěny je: 
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2

2

1

r

S

pl

p

=


Buď 
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 teplota jako funkce vzdálenosti od středu. Platí: 
[image: image363.wmf];
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. Dále předpokládejme, že teplotní spád je pouze ve směru od středu koule ven (pouze radiální teplotní spád).

Zvolme 
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 a uvažujme průchod tepla tenkou kulovou vrstvou o tloušťce 
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. Množství tepla, které projde tenkou vrstvou, je:


[image: image367.wmf];

)

(

4

2

t

p

l

t

l

t

l

×

¢

×

×

=

×

×

×

=

×

×

×

=

x

t

x

dx

dt

S

dt

dx

S

Q


Po ustálení bude prostup tepla stacionární, tj. bude platit: 
[image: image368.wmf];
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 tj. rychlost prostupu tepla bude konstantní.

Tedy bude též platit:
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Nyní ještě určíme konstanty 
[image: image370.wmf]K
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[image: image372.wmf];
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[image: image373.wmf];
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Máme tedy: 
[image: image374.wmf];
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Konstantu 
[image: image375.wmf]K

 určíme z podmínek: 
[image: image376.wmf];
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Máme tak dvojí vyjádření konstanty 
[image: image377.wmf]K

.
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Dostaneme tak dvojí vyjádření teploty:
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[image: image383.wmf];

1

1

1

1

1

1

1

1

)

(

2

2

1

2

1

2

1

2

2

1

1

2

2

1

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

+

=

×

-

-

-

-

-

+

=

r

x

r

r

t

t

t

x

r

r

t

t

r

r

t

t

t

x

t


Tyto vztahy vyjadřují rozložení teploty v kulové stěně po ustálení pro 
[image: image384.wmf]ñ
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V obou případech dostaneme: 
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Pro hustotu tepelného toku (po ustálení) platí: 
[image: image387.wmf];
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Plocha kulové vrstvy směrem ven se zvětšuje, tudíž hustota tepleného toku klesá.

Součinitel prostupu tepla tenkou vrstvou je: 
[image: image388.wmf]dx
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, převrácená hodnota je teplený odpor, tj. 
[image: image389.wmf];
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 Teplený odpor celé stěny získáme integrací, tj. 
[image: image390.wmf];
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 Součinitel prostupu tepla je: 
[image: image391.wmf]2

1

1

1

4

r

r

-

pl

.

Buď 
[image: image392.wmf]q
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 množství tepla, které projde kulovou vrstvou za časovou jednotku, platí:
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rozměr je: 
[image: image394.wmf]s

J

W

=

.

Rovnice pro vedení tepla kulovou stěnou má trochu jiný tvar. Stále předpokládáme, že teplo proudí jen ve směru od středu koule ven (pouze radiální směr).
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Za dobu 
[image: image397.wmf]t
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 „přiteče“ do vrstvy 
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 a „odteče“ teplo: 
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[image: image401.wmf]=
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[image: image402.wmf];
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Tepelná kapacita vrstvy je: 
[image: image403.wmf];
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[image: image405.wmf];
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[image: image406.wmf];
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Položme ještě: 
[image: image407.wmf];
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Tak dostáváme rovnici pro vedení tepla koulí:
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Po ustálení platí: 
[image: image409.wmf]0
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zřejmě vyhovuje funkce: 
[image: image411.wmf];
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[image: image412.wmf];
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Bude-li stěna koule velmi tenká, máme přibližně: 
[image: image413.wmf]);
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Pak máme: 
[image: image414.wmf];
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Uvažujme nyní kulovou stěnu o více vrstvách, nechť je počet vrstev 
[image: image416.wmf]N

Î

n

. Každá vrstva má jinou tloušťku a jiný součinitel tepelné vodivosti. Předpokládejme, že na každé straně stěny jsou jiné teploty.
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Nechť po ustálení platí: 
[image: image418.wmf];
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kde 
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 je teplota uvnitř kulové stěny od stěny, 
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 je teplota vně kulové stěny, dále 
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 je teplota na rozhraní 
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 Předpokládáme tedy: 
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Položme: 
[image: image426.wmf];
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Máme soustavu rovnic: 
[image: image427.wmf];
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Obecně je: 
[image: image428.wmf];
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Předpokládáme, že hustota tepelného toku je stálá.

Položme: 
[image: image429.wmf];
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pak také platí: 
[image: image430.wmf];
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Řešením soustavy rovnic je:
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po rozepsání dostaneme: 
[image: image433.wmf];
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,

,

1

;

ˆ

ˆ

)

(

ˆ

ˆ

2

1

1

n

j

k

q

t

t

k

k

t

t

j

j

j

M

j

M

K

=

=

-

=

-

-
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Uvažujme ještě součinitele přestupu tepla z prostředí na stěnu a ze stěny do prostředí, 
[image: image436.wmf]2
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. V tomto případě již nebude platit: 
[image: image437.wmf];
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Položme: 
[image: image439.wmf];
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Teplota na povrchu stěny se bude lišit od teploty prostředí. Přibudou ještě další rovnice:

[image: image440.wmf];
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Položme: 
[image: image441.wmf];
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pak také platí: 
[image: image442.wmf]=
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[image: image443.wmf]);
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Řešením soustavy rovnic tentokrát je:


[image: image444.wmf];
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[image: image445.wmf];
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Platí toto: 
[image: image446.wmf]);
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Výraz 
[image: image448.wmf]k
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 je součinitel prostupu tepla, výraz 
[image: image449.wmf]k
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 je měrný tepelný odpor.
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Uvažujme obdélníkovou místnost, kde vnitřní rozměry místnosti jsou 
[image: image450.wmf]b
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, výška místnosti je 
[image: image451.wmf]h

,
tloušťka stěn je 
[image: image452.wmf]s

.

Uvažujeme jen průchod tepla svislými stěnami směrem ven (ve vodorovném směru), předpokládáme: 
[image: image453.wmf]2
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Plocha vnitřních stěn je: 
[image: image454.wmf];
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Plocha vnějších stěn je: 
[image: image455.wmf];
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Buď 
[image: image456.wmf])
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 teplota jako funkce vzdálenosti od vnitřku stěny. Platí: 
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 předpokládejme, že 
[image: image458.wmf]2
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. Dále předpokládejme, že teplotní spád je pouze ve směru z místnosti ven.

Zvolme 
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 a uvažujme průchod tepla tenkou vrstvou o tloušťce 
[image: image460.wmf]dx

. Množství tepla, které projde tenkou vrstvou, je:
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Po ustálení bude prostup tepla stacionární, tj. bude platit: 
[image: image462.wmf];

ˆ

)

(

)

4

(

2

)

(

C

x

t

h

x

b

a

Q

d

dQ

=

¢

×

+

+

×

-

=

¢

=

l

t

t

 tj. rychlost prostupu tepla bude konstantní.

Tedy bude též platit:
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Nyní ještě určíme konstanty 
[image: image464.wmf]K
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[image: image466.wmf];
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[image: image467.wmf];
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neboť 
[image: image468.wmf];
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Máme tedy: 
[image: image470.wmf]=
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[image: image471.wmf];
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Konstantu 
[image: image472.wmf]K

 určíme z podmínek: 
[image: image473.wmf];
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Máme tak dvojí vyjádření konstanty 
[image: image474.wmf]K

.
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[image: image476.wmf];
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[image: image478.wmf];
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Dostaneme tak dvojí vyjádření teploty:


[image: image479.wmf];
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[image: image480.wmf];
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Tyto vztahy vyjadřují rozložení teploty ve stěně po ustálení pro 
[image: image481.wmf]ñ
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.

V obou případech dostaneme: 
[image: image482.wmf];

4

1

4

ln

4

)

(

2

1

x

b

a

s

b

a

b

a

t

t

x

t

+

+

×

+

+

+

-

×

=

¢

 (zřejmě 
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Pro hustotu tepelného toku (po ustálení) platí: 
[image: image484.wmf];
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Plocha vrstvy směrem ven se zvětšuje, tudíž hustota tepleného toku klesá.

Součinitel prostupu tepla (vztažený na jednotku výšky místnosti) tenkou vrstvou je: 
[image: image485.wmf]dx
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, převrácená hodnota je teplený odpor, tj. 
[image: image486.wmf];
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 Teplený odpor celé stěny získáme integrací, tj. 
[image: image487.wmf][

]

;

4

ln

8

1

)

4

ln(

4

1

2

1

4

2

1

0

0

b

a

s

b

a

x

b

a

x

b

a

dx

s

s

+

+

+

=

+

+

=

+

+

ò

l

l

l

 Součinitel prostupu tepla je: 
[image: image488.wmf]b
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Buď 
[image: image489.wmf]q
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 množství tepla, které projde jednotkou délky za časovou jednotku, platí:
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rozměr je: 
[image: image491.wmf]m
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.

Pokud bude tloušťka stěn malá ve srovnání s rozměry místnosti, bude podíl 
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 blízký 1, tj. 
[image: image493.wmf];
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 také bude přibližně platit následující:
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[image: image496.wmf];
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Pro vyjádření teploty dostaneme:

[image: image497.wmf];
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[image: image498.wmf];
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V tomto případě budou pro průchod tepla stěnami platit stejné vztahy, jako pro průchod tepla rovinnou stěnou, která vznikne rozvinutím stěn do roviny.

Vnější plocha stěn bude jen o málo větší než vnitřní plocha. Můžeme položit: 
[image: image499.wmf];
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Rovnice pro vedení tepla stěnami místnosti má trochu jiný tvar. Stále předpokládáme, že teplo proudí jen ve vodorovném směru.
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[image: image501.wmf];
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Tepelná kapacita vrstvy je: 
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Položme ještě: 
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Tak dostáváme rovnici pro vedení tepla stěnami:
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Po ustálení platí: 
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zřejmě vyhovuje funkce: 
[image: image517.wmf];
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Rovnici pro vedení tepla je možno též řešit Fourierovou metodou. Již bylo ukázáno, že rovnici 
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Můžeme hledat řešení ve tvaru Fourierovy řady (viz MA, kap. 19) ve tvaru:

[image: image521.wmf];

sin

)

;

(

1

2

2

2

å

¥

=

-

=

k

l

k

A

k

e

l

x

k

a

x

t

t

p

p

t


kde: 
[image: image522.wmf];

sin

)

(

2

0

ò

=

l

k

dx

l

x

k

x

l

a

p

j

 zřejmě 
[image: image523.wmf]);

(

sin

)

0

;

(

1

x

l

x

k

a

x

t

k

k

j

p

=

=

å

¥

=


Je zřejmé, že roli proměnné 
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 hraje nyní výraz: 
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Máme tedy: 
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Funkce 
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 představuje rozložení teploty ve stěně na počátku, předpokládáme o ní, že je 
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 periodická a lichá, splňuje podmínky: 
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 Pro nás jsou důležité hodnoty v intervalu 
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. Lichá periodická funkce lze rozvinout v sinovou Fourierovu řadu.
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Funkce 
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 je sudá, neboť funkce 
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 je dle předpokladu lichá a sinus je také lichá funkce.
Nyní se budeme zabývat případem přestupu tepla mezi tělesy, z nichž je jedno chladnější a jedno teplejší. Teplo bude samovolně přecházet z teplejšího tělesa na chladnější, ne naopak. (viz 2. termodynamický zákon)
Buď 
[image: image535.wmf]1
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 chladnější těleso, o teplotě 
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, tepelné kapacitě 
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Předpokládejme, že se tepelná výměna uskuteční jen mezi 2 tělesy. Buď 
[image: image543.wmf]S

 styčná plocha těles, 
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 součinitel přestupu tepla.
Až se teploty těles vyrovnají, tepelná výměna ustane.
Výsledná teplota bude: 
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Je-li stálý teplotní rozdíl (odpovídá případu 
[image: image548.wmf];

;

2

1

+¥

=

+¥

=

K

K

), platí:

[image: image549.wmf])

(

)

(

1

2

T

T

S

Q

-

×

×

×

=

t

a

t


Označme ještě 
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Derivováním rovnice podle času dostaneme:
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Protože také platí toto: 
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s počáteční podmínkou: 
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Řešením diferenciální rovnice je:
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(viz MA, diferenciální rovnice)
Konstantu 
[image: image567.wmf]A

 určíme z počáteční podmínky, máme tak:
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Teplotní rozdíl se bude snižovat exponenciálně, tedy poměrně rychle. Po jisté době bude teplotní rozdíl již tak malý, že ho bude možné zanedbat.
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Mezní případy:
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Také platí: 
[image: image599.wmf];
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Teploty mají exponenciální průběh.
Teplotní rozdíl v závislosti na čase lze vyjádřit takto: 
[image: image600.wmf];
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Příklad: (chladnutí)
Nechť je těleso o teplotě 
[image: image601.wmf]2

T

 v prostředí o teplotě 
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, přičemž 
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. Předpokládáme, že tepelná kapacita prostředí je nekonečně velká. Těleso vychladne na teplotu prostředí za „nekonečně“ dlouhou dobu, ale po jisté době bude již rozdíl teplot zanedbatelný. Víme, že za čas 
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 těleso vychladlo na teplotu 
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Po dosazení za konstantu 
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Nechť necháme v místnosti, kde je teplota 
[image: image615.wmf]C
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, stát hrnec s horkou vodou o teplotě 
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. Dále víme, že po 
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 byla teplota 
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Průběh teploty hrnce s horkou vodou v závislosti na čase je v následující tabulce.
	Čas (min)
	1
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	60
	80
	100
	120

	Teplota
	95,5
	80,0
	65,3
	54,6
	46,7
	40,9
	36,7
	26,8
	25,5
	25,2
	25


Z tabulky také vyplývá, že hrnec s horkou vodou vychladne (na teplotu okolí) po 120 minutách, tj. po 2 hodinách, neboť rozdíl bude již zanedbatelný (necelá desetina stupně).

Nechť necháme v místnosti, kde je teplota 
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Průběh teploty tělesa v závislosti na čase je v následující tabulce.

	Čas (min)
	1
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	55
	60

	Teplota
	95,0
	76,6
	60,0
	48,3
	40,0
	34,1
	30,0
	27,1
	25,0
	21,7
	21,2


Z tabulky také vyplývá, že těleso vychladne (na teplotu 25°C) po 40 minutách. Na teplotu okolí vychladne přibližně po 100 minutách.
Teplotní pole radiátoru

Nyní se budeme zabývat přestupem tepla z radiátoru do místnosti. Položme:
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 teplota v místnosti
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Platí: 
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[image: image629.wmf]-
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 součinitel přestupu tepla z radiátoru do místnosti [
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 plocha radiátoru [
[image: image632.wmf]2
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],  
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 jsou výška a šířka radiátoru.

[image: image635.wmf]-
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 průtok topné kapaliny radiátorem

[image: image636.wmf]-

c

 měrné teplo topné kapaliny
Předpokládejme, že topná kapalina přitéká do radiátoru nahoře, odtéká dole. V jisté výšce je všude stejná, tj. závisí jen na svislé vzdálenosti od horního konce.
Položme ještě:
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 teplota radiátoru ve výšce 
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 (měřeno od horního konce směrem dolů)

Platí: 
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Pro teplotu radiátoru platí tento vztah:

[image: image640.wmf];

)

)

(

(

)

(

)

(

M

c

t

x

t

dx

b

x

t

dx

x

t

i

R

×

-

×

×

×

-

=

+

l


Výraz 
[image: image641.wmf])
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 představuje teplo vydané plochou radiátoru velikosti 
[image: image642.wmf]dx
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 do místnosti za 
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. Výraz 
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 přestavuje tepelnou kapacitu topné kapaliny, která proteče radiátorem za 
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. Proteče-li kapalina radiátorem v místě 
[image: image646.wmf])

;

(

dx

x

x

+

, ochladí se o teplotu danou následujícím výrazem:

[image: image647.wmf]M

c

t

x

t

dx

b

i

R

×

-

×

×

×

)

)

(

(

l


Předchozí vztah lze upravit takto:

[image: image648.wmf]);
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Výraz na levé straně můžeme nahradit derivací, dostaneme:
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což je diferenciální rovnice 1. řádu.

Řešením diferenciální rovnice je:
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(viz MA, Diferenciální rovnice)
Konstantu 
[image: image651.wmf]K

 určíme z podmínky: 
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Řešení, které vyhovuje počáteční podmínce, je:
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Z podmínky 
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odtud dále odvodíme:
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[image: image660.wmf];
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Nyní určíme výkon radiátoru:

[image: image661.wmf]=
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[image: image662.wmf]);
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Pro výkon radiátoru tedy platí:

[image: image663.wmf]);
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Ještě odvodíme další vztahy: 
[image: image664.wmf];

2

1

i

i

R

t

t

Q

M

c

-

=



[image: image665.wmf];
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 tj. 
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Položme ještě: 
[image: image667.wmf];
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 tento výraz se nazývá střední logaritmický teplotní spád. Pro výkon radiátoru platí:
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Máme tedy dvojí vyjádření výkonu radiátoru.
Ze vztahů 
[image: image669.wmf]1
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 dále vyplývá následující:
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0

ln

1

;

0

;

0

;

0

2

1

2

1

2

1

2

1

>

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

Þ

>

-

-

>

-

>

-

>

-

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

 tedy 
[image: image671.wmf]0

>

D

str

t

.
Pro logaritmus platí nerovnosti: 
[image: image672.wmf];
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Pro střední logaritmický teplotní spád tedy platí:
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Výraz 
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 je střední teplota radiátoru.
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[image: image682.wmf];

1

lim

)

ln(

)

ln(

lim

lim

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

i

i

t

t

t

t

Lop

i

i

i

i

i

i

t

t

str

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

i

i

i

i

i

i

i

i

-

=

-

-

=

-

-

-

-

=

D

-

-

®

-

®

-

®



[image: image683.wmf];
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Nyní určíme tzv. teplotní pole radiátoru.
Položme: 
[image: image684.wmf];
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[image: image686.wmf]a

 je výška radiátoru)

Veličina 
[image: image687.wmf]x

~

 je poměrná výška radiátoru braná odspodu, 
[image: image688.wmf];
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pak také platí: 
[image: image689.wmf]);
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[image: image690.wmf];

)

(

)

(

)

(

)

(

)

~

1

(

1

)

~

1

(

1

1

x

M

c

S

i

i

i

x

a

M

c

b

i

i

i

x

M

c

b

i

i

i

R

R

R

R

e

t

t

t

e

t

t

t

e

t

t

t

x

t

-

-

-

-

-

-

+

=

-

+

=

-

+

=

l

l

l


Předchozí vztah lze též přepsat takto:

[image: image691.wmf]=
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[image: image692.wmf];
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Pro teplotní pole radiátoru platí vztah:

[image: image693.wmf];
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Zřejmě platí: 
[image: image694.wmf];
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Teplota radiátoru je neklesající funkce proměnné 
[image: image695.wmf]x

~

, neboť teplota radiátoru odshora dolů klesá.
Mezní případy:
a) 
[image: image696.wmf]+¥

=

M

, nekonečně velký průtok radiátorem
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[image: image698.wmf]);
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 (maximální možný výkon radiátoru)
b) 
[image: image699.wmf]0
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M

, žádný průtok radiátorem, tj. radiátor mimo provoz

[image: image700.wmf];
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[image: image701.wmf];
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 (žádný výkon radiátoru)

Tepelná bilance místnosti
Po ustálení platí: Množství tepla, které do místnosti za časovou jednotku „přiteče“, se rovná množství tepla, které za časovou jednotku z místnosti „odteče“. Je to vyjádřeno následující rovnicí:

[image: image702.wmf]);
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pro teplotu v místnosti pak platí:

[image: image703.wmf];
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Protože výkon radiátoru 
[image: image704.wmf]R

Q

 též závisí na teplotě v místnosti, nelze teplotu místnosti 
[image: image705.wmf]i

t

 v obecném případě vyjádřit explicitně, lze to jen v některých případech.
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[image: image707.wmf]-
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Platí: 
[image: image709.wmf]1
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[image: image710.wmf]-
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 součinitel přestupu tepla z radiátoru do místnosti [
[image: image711.wmf]K
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]


[image: image712.wmf]-
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 plocha radiátoru [
[image: image713.wmf]2
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], 
[image: image714.wmf];
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 jsou výška a šířka radiátoru.
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 - tepelný zisk za časovou jednotku [
[image: image728.wmf]W

]

[image: image729.wmf])
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 - tepelná ztráta k sousedům za časovou jednotku [
[image: image730.wmf]W
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[image: image731.wmf])
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 - tepelná ztráta ven za časovou jednotku [
[image: image732.wmf]W

]

Po ustálení platí, že tepelný zisk za časovou jednotku se rovná tepelné ztrátě za časovou jednotku (odtud tepelná bilance).

Pokud je radiátor mimo provoz (
[image: image733.wmf]0

=

M

) a není v místnosti žádný dodatkový výkon, dostaneme explicitní vyjádření teploty v místnosti:

[image: image734.wmf];

0

0

0

0

0

e

e

e

e

e

i

S

S

t

S

t

S

t

l

l

l

l

+

+

=


což je vážený aritmetický průměr teplot 
[image: image735.wmf]e
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Pokud radiátor jede na plný výkon (
[image: image736.wmf]¥
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M

) a není žádný dodatkový výkon, dostaneme explicitní vyjádření teploty v místnosti:


[image: image737.wmf];
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což je vážený aritmetický průměr teplot 
[image: image738.wmf]e
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Pro teplotu v místnosti platí tato omezení:

[image: image739.wmf];
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Pokud není žádný dodatkový výkon, platí toto omezení:

[image: image740.wmf];
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Analogické vztahy jako pro vedení tepla platí také pro difusní tok. Difuse je pronikání molekul jedné látky mezi molekuly látky jiné. Difuse probíhá ve směru od vyšší koncentrace k nižší koncentraci. Nechť 
[image: image741.wmf])
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 je koncentrace látky 
[image: image742.wmf]3

m

mol

, je to funkce vzdálenosti a času.
1. Fickův zákon: 
[image: image743.wmf];
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2. Fickův zákon: 
[image: image744.wmf];
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Konstanta 
[image: image745.wmf]D

 je tzv. součinitel difuse, i zde má rozměr 
[image: image746.wmf]s

m

2

. Veličina 
[image: image747.wmf]J

 je difusní tok, rozměr 
[image: image748.wmf]s
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