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Kombinatorika
Zde se budeme zabývat detailněji variacemi 
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 prvků, přičemž 
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 prvků z 
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 prvků, přičemž záleží na pořadí. Rozlišujeme variace bez opakování a variace s opakováním.
Pro variace bez opakování platí známý vzorec:
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Speciálně: 
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 variace s opakováním
Pokud jde o variace s opakováním, může se každý prvek opakovat libovolně krát.
Dále se budeme zabývat detailněji variacemi.
Uvažujme nyní tento případ: Z 
[image: image10.wmf]n

 prvků vybereme 
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 prvků, přičemž 1 prvek se opakuje 
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, ostatní prvky jsou různé. Musí platit: 
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Možností je:
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Možností je (jiná úvaha):
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Variace zapíšeme schematicky takto: 
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Speciálně pro 
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Poznámka: Pro 
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Uvažujme nyní tento případ: Z 
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 prvků vybereme 
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 prvků, přičemž 1 prvek se opakuje 
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Možností je:
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Možností je (jiná úvaha):
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Variace zapíšeme schematicky takto: 
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počet variací je dán vzorcem: 
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Speciálně pro 
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Uvažujme nyní tento případ: Z 
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 prvků vybereme 
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 prvků, přičemž 1 prvek se opakuje 
[image: image40.wmf]´

1

l

, 1 prvek se opakuje 
[image: image41.wmf]´

2

l

, …, 1 prvek se opakuje 
[image: image42.wmf]´

m

l

, ostatní prvky jsou různé. Musí platit: 
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Možností je:
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Možností je (jiná úvaha):
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[image: image51.wmf];
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Variace zapíšeme schematicky takto: 
[image: image52.wmf]1
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počet variací je dán vzorcem: 
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Speciálně pro 
[image: image54.wmf]k

l

m

j

j

=

å

=

1

 dostaneme: 
[image: image55.wmf]);

1

(

)

1

(

!

!

)!

(

!

!

1

)!

(

!

1

1

+

-

×

×

-

×

=

-

+

-

×

×

-

Õ

Õ

=

=

m

n

n

n

l

k

m

k

k

n

n

l

k

k

k

m

j

j

m

j

j

K


Uvažujme nyní tento případ: Z 
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 prvků vybereme 
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 prvků, přičemž 2 prvky se opakují 
[image: image58.wmf]´

l
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Možností je:
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Možností je (jiná úvaha):
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Variace zapíšeme schematicky takto: 
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počet variací je dán vzorcem: 
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Speciálně pro 
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Uvažujme nyní tento případ: Z 
[image: image69.wmf]n

 prvků vybereme 
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 prvků, přičemž 3 prvky se opakují 
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Možností je (jiná úvaha):
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Variace zapíšeme schematicky takto: 
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počet variací je dán vzorcem: 
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Speciálně pro 
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Získané výsledky nyní zobecníme. Uvažujme variace 
[image: image82.wmf]-

k

té třídy z 
[image: image83.wmf]n

 prvků, přičemž 
[image: image84.wmf]1

q

 prvků se opakuje 
[image: image85.wmf]´

1

l

, …,
[image: image86.wmf]j

q

 prvků se opakuje 
[image: image87.wmf]´

j

l

,…, 
[image: image88.wmf]m

q

 prvků se opakuje 
[image: image89.wmf]´

m

l

, přičemž čísla 
[image: image90.wmf]m

l

l

,

,

1

K

 jsou navzájem různá (tj. 
[image: image91.wmf];

pro

j

i

l

l

j

i

¹

¹

), dále 
[image: image92.wmf];

,

,

1

,

1

;

1

m

j

l

m

j

K

=

³

³


Počet různých prvků je dán vztahem: 
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Variace zapíšeme schematicky takto: 
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  (TV)
Vzorec (TV) lze odvodit také takto: Z 
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Počet variací je tedy:
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Speciální případ jsou variace bez opakování (
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Počet variací: 
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Speciální případ jsou variace, kde jsou všechny prvky stejné (
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Počet variací: 
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Počet variací:
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Počet variací:
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Počet variací:
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Počet variací:
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Počet variací:
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Použití vzorců (TV) si ukážeme na následujících příkladech.
Příklad:
Hod 2 kostkami (
[image: image124.wmf]2
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a) čísla různá (
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b) čísla stejná (
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Ad b) 
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Příklad:

Hod 3 kostkami (
[image: image132.wmf]3
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a) čísla různá (
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b) 2 čísla stejná, třetí jiné (
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c) 3 čísla stejná (
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Ad b) 
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Ad c) 
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Příklad:

Hod 4 kostkami (
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a) čísla různá (
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]

1

4

Ä

)

b) 2 čísla stejná, ostatní jiná (
[image: image145.wmf][
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c) 3 čísla stejná, ostatní jiné (
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Ad b) 
[image: image151.wmf];

1

;

2

;

2

;

1

;

2

2

2

1

1

=

=

=

=

=

l

q

l

q

m



[image: image152.wmf][

]

;

720

)

4

5

6

(

6

!

3

!

6

!

2

!

2

!

4

)!

3

6

(

!

6

)

!

1

(

)

!

2

(

!

4

!

2

!

1

1

1

2

2

1

)

6

(

2

1

4

=

×

×

×

=

×

×

=

-

×

×

×

=

Ä

+

Ä

V


Ad c) 
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Příklad:

Hod 5 kostkami (
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a) čísla různá (
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c) 3 čísla stejná, ostatní jiná (
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d) 4 čísla stejná, ostatní jiné (
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f) 3 čísla stejná a 2 čísla stejná (
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Příklad:

Hod 6 kostkami (
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).

a) čísla různá (
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b) 2 čísla stejná, ostatní jiná (
[image: image185.wmf][
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) („dvojka“)

c) 3 čísla stejná, ostatní jiná (
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) („trojka“)

d) 4 čísla stejná, ostatní jiná (
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e) 5 čísel stejných, ostatní jiné (
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f) 2 a 2 čísla stejná, ostatní jiná (
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g) 3 a 3 čísla stejná (
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h) 2 a 2 a 2 čísla stejná (
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i) 3 čísla stejná a 2 čísla stejná, ostatní jiné (
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j) 4 čísla stejná a 2 čísla stejná (
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k) všechna čísla stejná (
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Příklad:

Uvažujme hru LOGIK (Mastermind). Předpokládejme, že je tam 5 dírek, máme k dispozici hříbečky 8 barev (ČV, M, Z, Ž, B, Č, H, R). Kolika způsoby můžeme hříbečky do dírek umístit, mají-li být všechny dírky obsazené (
[image: image218.wmf]5
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a) všechny barvy různé (
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]
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)
b) 2 barvy stejné, ostatní různé (
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c) 3 barvy stejné, ostatní různé (
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d) 4 barvy stejné, ostatní jiná (
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)

e) 2 a 2 barvy stejné, ostatní jiná (
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f) 3 barvy stejné a 2 barvy stejné (
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g) 5 barev stejných (
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Příklad:

Uvažujme hru LOGIK (Mastermind). Předpokládejme, že tentokrát tam jsou jen 4 dírky, máme k dispozici hříbečky 8 barev (ČV, M, Z, Ž, B, Č, H, R). Kolika způsoby můžeme hříbečky do dírek umístit, mají-li být všechny dírky obsazené (
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a) všechny barvy různé (
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b) 2 barvy stejné, ostatní různé (
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c) 3 barvy stejné, ostatní jiná (
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d) 2 a 2 barvy stejné (
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e) 4 barvy stejné (
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Příklad:

Uvažujme hru LOGIK (Mastermind). Předpokládejme, že je tam 5 dírek, máme k dispozici hříbečky jenom 4 barev (ČV, M, Z, Ž). Kolika způsoby můžeme hříbečky do dírek umístit, mají-li být všechny dírky obsazené (
[image: image258.wmf]5
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n

). Zde nemohou být všechny barvy různé.
a) 2 barvy stejné, ostatní různé (
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b) 3 barvy stejné, ostatní různé (
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c) 4 barvy stejné, ostatní jiná (
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d) 2 a 2 barvy stejné, ostatní jiná (
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e) 3 barvy stejné a 2 barvy stejné (
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f) 5 barev stejných (
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Kontrolní součet nás upozorní na to, že jsme na žádnou možnost nezapomněli.
Použité zdroje:

1) Sedláček J.: Faktoriály a kombinační čísla (škola mladých matematiků)

2) Calda E., Dupač V.: Matematika pro gymnázia (Kombinatorika,…)
3) Plocki A., Tlustý P.: Pravděpodobnost a statistika pro začátečníky a mírně pokročilé

4) článek „Kombinatorika“ (stažen z internetu, www.oacb.cz/projekty/matematika/sbirka)

5) článek „Kombinatorika“ (stažen z internetu, www.math.muni.cz/~pospisil/FILES)
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