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Kvadratické rovnice
Kvadratická rovnice je taková rovnice, kde se neznámá vyskytuje také v 2. mocnině. Každá taková rovnice lze upravit na tvar:

[image: image1.wmf];

0

;

0

2

¹

=

+

+

a

c

x

b

x

a


přičemž 
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 jsou koeficienty rovnice.
Nyní si odvodíme vzorec na výpočet kořenů kvadratické rovnice. Kvadratická rovnice má 2 kořeny, neboť je to rovnice 2. stupně.
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Tím jsme odvodili vzorec pro výpočet kořenů kvadratické rovnice.
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Výraz pod odmocninou se nazývá diskriminant kvadratické rovnice, tj. 
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 Vzorec pro výpočet kořenů lze pak též vyjádřit takto:
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Je-li 
[image: image10.wmf]0
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, má kvadratická rovnice 2 různé reálné kořeny.
Je-li 
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, má kvadratická rovnice 1 dvojnásobný reálný kořen.
Je-li 
[image: image12.wmf]0
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, nemá kvadratická rovnice reálné kořeny, ale má 2 imaginární komplexně sdružené kořeny (viz komplexní čísla).
Kvadratická rovnice se řeší tak, že se upraví na tvar uvedený výše a pak se použije vzorec. Ukážeme si to na několika příkladech.
Příklad:
Řešme rovnici: 
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V našem případě je: 
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Máme 2 kořeny rovnice: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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V našem případě je: 
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Máme 2 kořeny rovnice: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image23.wmf];
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V našem případě je: 
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Máme 2 kořeny rovnice: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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V našem případě je: 
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Máme 2 kořeny rovnice: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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V našem případě je: 
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Máme 2 kořeny rovnice: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image38.wmf];
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V našem případě je: 
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Máme dvojnásobný kořen rovnice: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image43.wmf];

0

7

6

2

=

+

-

x

x


V našem případě je: 
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Máme 2 kořeny rovnice: 
[image: image46.wmf];
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Zkouška:
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Zde kořeny nejsou celočíselné, jsou vyjádřeny pomocí odmocnin. Desetinná čísla vyjadřují jejich hodnotu pouze přibližně. Při provádění zkoušky je lepší počítat s odmocninami. Kdybychom počítali s neúplnými desetinnými čísly, vyšla by zkouška jenom přibližně.
Nyní si odvodíme vztahy mezi kořeny a koeficienty kvadratické rovnice. Vyjdeme ze vzorce pro řešení, předpokládáme, že 
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Máme tyto vztahy: 
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[image: image52.wmf];

)

(

)

)(

(

2

2

1

2

1

2

2

1

a

c

x

a

b

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

+

+

=

+

+

-

=

-

-



[image: image53.wmf]);
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Pokud známe kořeny, můžeme rozložit kvadratický trojčlen na součin lineárních faktorů. Ukážeme si to na příkladech.
Příklad:
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Příklad:

Sestavme kvadratickou rovnici tak, aby měla kořeny 
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[image: image60.wmf];

0

8

2

;

0

)

4

)(

2

(

2

=

-

-

=

-

+

x

x

x

x


Příklad:

Sestavme kvadratickou rovnici tak, aby měla kořeny 
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[image: image62.wmf];
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Příklad:

Rozložme kvadratický trojčlen 
[image: image64.wmf]18
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 na součin lineárních činitelů.

Vyřešíme kvadratickou rovnici 
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Máme rozklad na lineární činitele:
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Po roznásobení dostaneme původní kvadratický trojčlen (ověřte).
Příklad:

Rozložme kvadratický trojčlen 
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Vyřešíme kvadratickou rovnici 
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Máme rozklad na lineární činitele:
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Po roznásobení dostaneme původní kvadratický trojčlen (ověřte).

Příklad:

Rozložme kvadratický trojčlen 
[image: image72.wmf]27

3

2

2

-

-

x

x

 na součin lineárních činitelů.

Vyřešíme kvadratickou rovnici 
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Máme rozklad na lineární činitele:
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Po roznásobení dostaneme původní kvadratický trojčlen (ověřte).

Příklad:

Rozložme kvadratický trojčlen 
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 na součin lineárních činitelů.

Vyřešíme kvadratickou rovnici 
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Máme rozklad na lineární činitele:
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Po roznásobení dostaneme původní kvadratický trojčlen (ověřte).

Příklad:

Rozložme kvadratický trojčlen 
[image: image80.wmf]8
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Vyřešíme kvadratickou rovnici 
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Máme rozklad na lineární činitele:
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Po roznásobení dostaneme původní kvadratický trojčlen (ověřte).

Poznámka:
V některých případech lze rozklad na lineární činitele určit „zkusmo“, nemusíme používat vzorec. Např. to šlo určit v předchozích příkladech.

Také některé rovnice s neznámou ve jmenovateli vedou na kvadratické rovnice. Ukážeme si to na několika příkladech.
Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image84.wmf];
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Musíme učinit předpoklad, že 
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, nyní již můžeme použít vzorec.
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Máme 2 kořeny rovnice: 
[image: image91.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image93.wmf];
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Napřed rovnici upravíme, výraz ve jmenovateli na pravé straně rozložíme.
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Musíme učinit předpoklad, že 
[image: image95.wmf];
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 aby výrazy měly smysl. Pak rovnici vynásobíme výrazem 
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, nyní již můžeme použít vzorec.
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Máme 2 kořeny rovnice: 
[image: image100.wmf];
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 nevyhovuje, protože je v rozporu s podmínkami. Rovnice má jen 1 řešení: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image104.wmf];
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Napřed rovnici upravíme, výraz ve jmenovateli na pravé straně rozložíme.
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Musíme učinit předpoklad, že 
[image: image106.wmf];
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[image: image110.wmf];
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, zde ani není nutné použít vzorec. Kořeny jsou zřejmé, 
[image: image111.wmf];
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 Oba kořeny jsou však v rozporu s podmínkami, tudíž rovnice nemá řešení.
Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image112.wmf];
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Musíme učinit předpoklad, že 
[image: image113.wmf];
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, zde ani není nutné použít vzorec. Kořeny jsou zřejmé, 
[image: image118.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image120.wmf];
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Musíme učinit předpoklad, že 
[image: image121.wmf];
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[image: image124.wmf];
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[image: image125.wmf];
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, nyní již můžeme použít vzorec. Někdy je dobré před použitím vzorce rovnici vydělit.
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Máme 2 kořeny rovnice: 
[image: image127.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image129.wmf];
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Musíme učinit předpoklad, že 
[image: image130.wmf];
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, nyní již můžeme použít vzorec.
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Máme 2 kořeny rovnice: 
[image: image135.wmf];
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Zkouška:


[image: image136.wmf];

;

1

;

1

2

2

2

9

2

7

12

2

12

5

;

;

1

;

1

4

5

3

12

5

25

2

5

12

5

5

20

3

8

3

2

3

7

3

2

3

2

3

8

P

L

P

L

P

L

P

L

=

=

=

=

+

-

=

-

-

-

=

-

-

-

-

+

-

=

=

=

=

-

=

-

=

-

-

+

=


Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image137.wmf];
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Musíme učinit předpoklad, že 
[image: image138.wmf];
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, nyní již můžeme použít vzorec.
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Máme 2 kořeny rovnice: 
[image: image143.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image145.wmf];
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Musíme učinit předpoklad, že 
[image: image146.wmf];
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[image: image149.wmf];
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Zde ani nemusíme použít vzorec, kořeny jsou zřejmé, 
[image: image150.wmf];
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 ale nevyhovuje, protože je v rozporu s podmínkami. Rovnice má jen 1 řešení: 
[image: image152.wmf];

1

2

-

=

x


Zkouška:
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[image: image154.wmf];
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Také některé slovní úlohy vedou na kvadratické rovnice. Ukážeme si to na příkladech.
Příklad:

Podnik měl stálou denní produkci a za jistý počet dní vyrobil 480 výrobků. Kdyby svoji denní produkci zvýšil o 16 výrobků, vyrobil by 480 výrobků za dobu o 5 dnů kratší. Určeme počet dnů a denní produkci.
Řešení:

Za neznámou 
[image: image155.wmf]x

 zvolíme denní produkci podniku. Počet dnů, za které to vyrobil je: 
[image: image156.wmf]x
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. Kdyby se zvýšila denní produkce o 16 výrobků, vyrobil by to za 
[image: image157.wmf]16
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 dnů, což je o 5 dnů méně než 
[image: image158.wmf]x
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.

Nyní již můžeme sestavit rovnici: 
[image: image159.wmf];
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Postupnými úpravami jsme dostali kvadratickou rovnici, nyní již můžeme použít vzorec.
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Záporný kořen zřejmě nevyhovuje podmínkám úlohy, v úvahu přichází pouze kladný kořen 
[image: image163.wmf]32
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.

Podnik vyrobil za den 32 výrobků, za 15 dnů vyrobil 480 výrobků.

Kdyby podnik vyrobil za den 48 výrobků, vyrobil by 480 výrobků za 10 dnů, což je o 5 dnů méně.
Také si ukážeme, jak se řeší rovnice s neznámou pod odmocninou (iracionální rovnice). Abychom odstranili odmocninu, umocníme rovnici na druhou. Zde je nutno dát pozor, neboť nově vzniklá rovnice nemusí být s původní rovnicí ekvivalentní, tzn. může mít více řešení, než má ta původní rovnice. Může se tedy stát, že některé nalezené řešení původní rovnici nevyhovuje.
Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image164.wmf];
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Musí platit: 
[image: image165.wmf]1
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x

, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image166.wmf]R

 odmocnit. Odmocninu v rovnici napřed osamostatníme, pak rovnici umocníme na druhou.
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[image: image168.wmf];
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Dostali jsme kvadratickou rovnici 
[image: image169.wmf];
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 kterou vyřešíme pomocí vzorce.
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Kvadratická rovnice má 2 řešení, 
[image: image171.wmf];
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Zkouška:
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Vidíme, že původní rovnici vyhovuje pouze kořen 
[image: image173.wmf];
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2

=

x

 máme: 
[image: image176.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image178.wmf];
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[image: image180.wmf];
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Dostali jsme kvadratickou rovnici 
[image: image181.wmf];
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 kterou vyřešíme pomocí vzorce.
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Poznamenejme, že to šlo vyřešit zkusmo rozkladem: 
[image: image183.wmf];

0

)

1

)(

4

(

4

5

2

=

-

-

=

+

-

x

x

x

x


Kvadratická rovnice má 2 řešení, 
[image: image184.wmf];
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Vidíme, že původní rovnici vyhovuje pouze kořen 
[image: image186.wmf];
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 druhý kořen 
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image188.wmf];
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Musí platit: 
[image: image189.wmf]2
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, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image190.wmf]R

 odmocnit. Napřed jednu z odmocnin v rovnici osamostatníme, pak rovnici umocníme na druhou.
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[image: image192.wmf];
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[image: image193.wmf];
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Zkouška:


[image: image194.wmf];
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Zde nám vyšlo jen jedno řešení. Někdy je nutné rovnici umocnit na druhou vícekrát.
Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image195.wmf];
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Musí platit: 
[image: image196.wmf]2

2

-

£

Ú

³

x

x

, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image197.wmf]R

 odmocnit. Rovnici můžeme rovnou umocnit na druhou.
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[image: image199.wmf];
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Zkouška:
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Nalezené řešení původní rovnici nevyhovuje, rovnice nemá řešení.
Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image201.wmf];
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Musí platit: 
[image: image202.wmf]0
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x

, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image203.wmf]R

 odmocnit. Napřed jednu z odmocnin v rovnici osamostatníme, pak rovnici umocníme na druhou.
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[image: image205.wmf];
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[image: image206.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image208.wmf];

2

100

+

=

+

x

x


Musí platit: 
[image: image209.wmf]0
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, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image210.wmf]R

 odmocnit. Rovnici umocníme na druhou.
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[image: image212.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image215.wmf];
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Musí platit: 
[image: image216.wmf]2
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, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image217.wmf]R

 odmocnit. Napřed jednu z odmocnin v rovnici osamostatníme, pak rovnici umocníme na druhou.
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[image: image219.wmf];
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[image: image220.wmf];

0

85

86

;

121

22

36

108

2

2

=

+

-

+

+

=

+

x

x

x

x

x


Dostali jsme kvadratickou rovnici 
[image: image221.wmf];
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 kterou vyřešíme pomocí vzorce.
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Kvadratická rovnice má 2 řešení, 
[image: image223.wmf];
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Zkouška:
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Původní rovnici vyhovuje pouze kořen 
[image: image225.wmf];
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 druhý kořen 
[image: image226.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image227.wmf];
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Zde máme 2 odmocniny v sobě, budeme muset 2( umocňovat rovnici na druhou.
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[image: image229.wmf];
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Dostali jsme kvadratickou rovnici, která má 2 řešení: 
[image: image230.wmf];
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Zkouška:
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Rovnice má jen 1 řešení 
[image: image232.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image234.wmf];
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Musí platit: 
[image: image235.wmf]5
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, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image236.wmf]R

 odmocnit.
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[image: image238.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image240.wmf];
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Musí platit: 
[image: image241.wmf]6
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, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image242.wmf]R

 odmocnit.
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Dostali jsme kvadratickou rovnici 
[image: image244.wmf];
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 kterou vyřešíme pomocí vzorce.
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Dostali jsme kvadratickou rovnici, která má 2 řešení: 
[image: image246.wmf];

4

3

;

3

2

1

=

-

=

x

x


Zkouška:
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Rovnice má jen 1 řešení 
[image: image248.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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Musí platit: 
[image: image251.wmf]4
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, neboť záporné číslo nelze v 
[image: image252.wmf]R

 odmocnit.
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Dostali jsme kvadratickou rovnici 
[image: image254.wmf];
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 kterou vyřešíme pomocí vzorce.
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Dostali jsme kvadratickou rovnici, která má 2 řešení: 
[image: image256.wmf];
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Zkouška:
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Rovnice má jen 1 řešení 
[image: image258.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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Musí platit: 
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, neboť záporné číslo nelze v 
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 odmocnit.
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Dostali jsme kvadratickou rovnici 
[image: image264.wmf];
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Dostali jsme kvadratickou rovnici, která má 2 řešení: 
[image: image266.wmf];
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Zkouška:
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Rovnice nemá řešení, neboť řešení 
[image: image268.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image269.wmf];
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Musí platit: 
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[image: image271.wmf]R

 odmocnit.
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Dostali jsme kvadratickou rovnici 
[image: image274.wmf];
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Dostali jsme kvadratickou rovnici, která má 2 řešení: 
[image: image276.wmf];
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Zkouška:
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Rovnice má jen 1 řešení 
[image: image278.wmf];
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Rovnice vyšších stupňů obecně řešit neumíme, ale některé speciální případy jsme schopni vyřešit. Příkladem je tzv. bikvadratická rovnice 4. stupně.
Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image280.wmf];
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Pomůžeme si substitucí: 
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[image: image283.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

±

=

±

=

-

±

=

;

1

2

2

;

9

2

18

2

8

10

2

64

10

2

36

100

10

2

,

1

z


Máme 2 kořeny: 
[image: image284.wmf];
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Nyní vyřešíme rovnice: 
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 Řešení rovnic jsou zřejmá, první rovnice má řešení: 
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Rovnice má celkem 4 řešení: 
[image: image288.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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Pomůžeme si substitucí: 
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 rovnice přejde na tvar: 
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Máme 2 kořeny: 
[image: image293.wmf];
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Nyní vyřešíme rovnice: 
[image: image294.wmf];
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 Řešení rovnic jsou zřejmá, první rovnice má řešení: 
[image: image295.wmf];
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Rovnice má celkem 4 řešení: 
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Dodatek

Pokud u kvadratické rovnice vyjde záporný diskriminant, rovnice nemá řešení v oboru reálných čísel. Definici druhé odmocniny můžeme rozšířit na záporná čísla zavedením imaginární jednotky. Definujme imaginární číslo 
[image: image298.wmf]i

 tak, že platí: 
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. Tím rozšíříme množinu reálných čísel na množinu komplexních čísel, tj. čísel tvaru 
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Pak např. máme: 
[image: image301.wmf];
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Kvadratická rovnice s reálnými koeficienty a se záporným diskriminantem má 2 imaginární komplexně sdružené kořeny. Rovnice 
[image: image302.wmf]0
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 nemá reálné kořeny, ale má 2 imaginární kořeny 
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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Máme 2 imaginární kořeny rovnice: 
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image309.wmf];
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V našem případě je: 
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Máme 2 imaginární kořeny rovnice: 
[image: image312.wmf];
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Zkouška:
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image314.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image315.wmf];

4

;

2

;

1

=

=

=

c

b

a



[image: image316.wmf]î

í

ì

-

-

+

-

=

±

-

=

-

±

-

=

-

±

-

=

3

1

3

1

2

3

2

2

2

12

2

2

16

4

2

2

,

1

i

i

i

x


Máme 2 imaginární kořeny rovnice: 
[image: image317.wmf];
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Zkouška:
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[image: image319.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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V našem případě je: 
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Pomůžeme si substitucí: 
[image: image322.wmf];
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 rovnice přejde na tvar: 
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Máme 2 kořeny: 
[image: image325.wmf];
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Nyní vyřešíme rovnice: 
[image: image326.wmf];
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 Řešení rovnic jsou zřejmá, první rovnice má řešení: 
[image: image327.wmf];
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 druhá rovnice má řešení: 
[image: image328.wmf];

3

;

3

4

3

i

x

i

x

-

=

=


Rovnice má celkem 4 řešení: 
[image: image329.wmf];
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Zkouška:
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[image: image331.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image332.wmf];
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V našem případě je: 
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Pomůžeme si substitucí: 
[image: image334.wmf];
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 rovnice přejde na tvar: 
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Máme 2 kořeny: 
[image: image337.wmf];
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Nyní vyřešíme rovnice: 
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 Řešení rovnic jsou zřejmá, první rovnice má řešení: 
[image: image339.wmf];
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Rovnice má celkem 4 řešení: 
[image: image341.wmf];
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Zkouška:
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[image: image343.wmf];
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Příklad:

Najděme všechna řešení rovnice: 
[image: image344.wmf]1
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Rovnice má jedno reálné řešení 
[image: image345.wmf]1
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. Upravíme ji na následující tvar:
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Nyní je zřejmé, že rovnice má v komplexním oboru 3 řešení. Další dvě řešení dostaneme řešením kvadratické rovnice: 
[image: image347.wmf];
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Čísla: 
[image: image349.wmf]2
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 se nazývají třetí odmocniny z jedné.
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[image: image351.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici s parametrem: 
[image: image352.wmf];
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Napřed určíme diskriminant rovnice: 
[image: image353.wmf]);
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Jestliže 
[image: image354.wmf]);
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 a rovnice má 2 imaginární kořeny: 
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 a rovnice má 1 dvojnásobný reálný kořen: 
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Příklad:

Řešme rovnici s parametrem: 
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Napřed určíme diskriminant rovnice: 
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 a rovnice má 2 imaginární kořeny: 
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 a rovnice má 2 reálné kořeny: 
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 a rovnice má 1 dvojnásobný reálný kořen. V případě 
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Příklad:

Řešme rovnici s parametrem: 
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Napřed určíme diskriminant rovnice: 
[image: image378.wmf]);
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 a rovnice má 2 imaginární kořeny: 
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Jestliže 
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 a rovnice má 2 reálné kořeny: 
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Jestliže 
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 a rovnice má 1 dvojnásobný kořen: 
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Poznámka:

Rovnice tvaru 
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