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Posloupnosti
Posloupnost je zobrazení (předpis), které každému přirozenému číslu přiřadí reálné číslo. Obraz čísla 
[image: image1.wmf]N
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tý člen posloupnosti. Pro 
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, pro posloupnost se používá označení 
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Poznámka:

V obecném případě mohou být členy posloupnosti i jiné objekty než čísla. Definičním oborem nemusí být vždy množina přirozených čísel. Také mohou být konečné posloupnosti, kdy definičním oborem je množina 
[image: image6.wmf]{
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, v tom případě se značí 
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Pokud v posloupnosti platí:
· 
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Příklad:
Nechť pro posloupnost platí: 
[image: image12.wmf];
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 pak je ta posloupnost konstantní, tj. všechny členy jsou stejné. Tato posloupnost je nerostoucí a neklesající zároveň.
Nechť prvek 
[image: image13.wmf]n
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 je člen posloupnosti. Pak prvek 
[image: image14.wmf]1
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 je jeho předchůdce, prvek 
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 je jeho následovník.
Poznámka:

Upozorníme na jisté drobné odlišnosti v označení.

Symbol 
[image: image16.wmf]{
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 znamená posloupnost (zobrazení, předpis).

Symbol 
[image: image17.wmf]{
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 znamená množinu všech členů posloupnosti.

Symbol 
[image: image18.wmf]n
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 znamená 
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tý člen posloupnosti.

Aritmetická posloupnost:
Rozdíl dvou sousedních členů je konstantní (
[image: image20.wmf]N
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Číslo 
[image: image21.wmf]d

 je diference aritmetické posloupnosti.
Geometrická posloupnost:
Podíl dvou sousedních členů je konstantní (
[image: image22.wmf]N
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Číslo 
[image: image23.wmf]q

 je kvocient geometrické posloupnosti.
Příklad:
Nechť jsou dána čísla 
[image: image24.wmf]R
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[image: image27.wmf](
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Tedy rozdíl 2 sousedních členů je konstantní, je to aritmetická posloupnost s diferencí 
[image: image28.wmf]K
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Příklad:

Nechť jsou dána čísla 
[image: image29.wmf]{
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[image: image32.wmf];
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Tedy podíl 2 sousedních členů je konstantní, je to geometrická posloupnost s kvocientem 
[image: image33.wmf]c
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Poznámka:
Posloupnost nemusí být ani aritmetická, ani geometrická.

Konstantní posloupnost je aritmetická s diferencí nula a zároveň geometrická s kvocientem 1.

Zde budeme pracovat převážně s aritmetickými a geometrickými posloupnostmi.
Aritmetická posloupnost
Rozdíl dvou sousedních členů je konstantní (
[image: image34.wmf]N
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Číslo 
[image: image35.wmf]d

 je diference aritmetické posloupnosti.

Vztah sousedních členů lze také vyjádřit takto: 
[image: image36.wmf];
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Buď dána aritmetická posloupnost (AP) s diferencí 
[image: image37.wmf]d

, buďte dále čísla 
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Platí: 
[image: image39.wmf];
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Obecně platí: 
[image: image40.wmf];
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Položíme-li 
[image: image42.wmf];
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 dostaneme: 
[image: image43.wmf];
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Známe-li první člen aritmetické posloupnosti a diferenci, pak můžeme vypočítat její libovolný člen.

[image: image44.wmf];
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Příklad:
V aritmetické posloupnosti je dáno: 
[image: image45.wmf];
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 Určeme první člen a diferenci.

Vyjdeme ze vzorce: 
[image: image46.wmf];
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 čímž dostaneme rovnici o jedné neznámé, kterou pak vyřešíme.
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Zjistili jsme, že diference posloupnosti je 
[image: image48.wmf]3

.
První člen 
[image: image49.wmf]1
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 určíme např. z rovnice: 
[image: image50.wmf];
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Zjistili jsme, že první člen posloupnosti je 
[image: image52.wmf]5

.
Také nás u posloupností zajímá součet prvních 
[image: image53.wmf]n

 členů. Součet značíme následovně: 
[image: image54.wmf];
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Napřed si odvodíme vzorec pro součet čísel po sobě jdoucích, tj. 
[image: image55.wmf];
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Je-li 
[image: image56.wmf]n

 sudé, máme 
[image: image57.wmf]2
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 dvojic, které dávají součet 
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. Sečteme první a poslední, pak druhé a předposlední, atd. Součet činí: 
[image: image59.wmf];
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Je-li 
[image: image60.wmf]n

 liché, 
[image: image61.wmf]2

1

-

n

 dvojic, které dávají součet 
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 a prostřední číslo 
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Dostáváme důležitý vzorec pro součet 
[image: image65.wmf]n

 čísel po sobě jsoucích počínaje od jedné.
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2

)

1

(

2

1

+

=

+

+

+

n

n

n

K


Poznámka:
Tento vzorec objevil matematik Gauss. Učitel zadal žákům sečíst čísla od 1 do 100 a myslel si, že žáky na delší dobu zaměstná. Gauss však objevil výše uvedený trik a měl součet hned, čímž učitele překvapil.

Nyní určíme vzorec pro součet prvních 
[image: image67.wmf]n

 členů aritmetické posloupnosti.
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Dostali jsme vzorec pro součet prvních 
[image: image69.wmf]n

 členů aritmetické posloupnosti.
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Geometrická posloupnost
Podíl dvou sousedních členů je konstantní (
[image: image71.wmf]N
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Číslo 
[image: image72.wmf]q

 je kvocient geometrické posloupnosti.

Vztah sousedních členů lze také vyjádřit takto: 
[image: image73.wmf];
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Buď dána geometrická posloupnost (AP) s kvocientem 
[image: image74.wmf]q

, buďte dále čísla 
[image: image75.wmf]s
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Platí: 
[image: image76.wmf];
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Obecně platí: 
[image: image77.wmf];
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Položíme-li 
[image: image79.wmf];
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 dostaneme: 
[image: image80.wmf];
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Známe-li první člen geometrické posloupnosti a kvocient, pak můžeme vypočítat její libovolný člen.
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Příklad:

V geometrické posloupnosti je dáno: 
[image: image82.wmf];
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 Určeme první člen a kvocient. Předpokládáme, že kvocient je kladný.
Vyjdeme ze vzorce: 
[image: image83.wmf];
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 čímž dostaneme rovnici o jedné neznámé, kterou pak vyřešíme.
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Zjistili jsme, že kvocient je 
[image: image85.wmf]2

.
První člen 
[image: image86.wmf]1
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 určíme např. z rovnice: 
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[image: image88.wmf]16
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Zjistili jsme, že první člen posloupnosti je 
[image: image89.wmf]16

3

.

Příklad:

V geometrické posloupnosti platí: 
[image: image90.wmf];
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 Určeme první člen 
[image: image91.wmf]1
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 a kvocient 
[image: image92.wmf]q
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Postupně dosadíme: 
[image: image93.wmf];
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[image: image94.wmf];
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Platí vzorec: 
[image: image95.wmf]);
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Rovnice vydělíme (první vydělíme druhou) a dostaneme:

[image: image96.wmf];
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Po dalších úpravách postupně dostaneme:

[image: image97.wmf];
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[image: image98.wmf];
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Vznikla kvadratická rovnice, kterou vyřešíme pomocí vzorce (viz kvadratické rovnice).
Také nás u posloupností zajímá součet prvních 
[image: image99.wmf]n

 členů. Součet značíme následovně: 
[image: image100.wmf];
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Napřed si připomeneme vzorec: 
[image: image101.wmf];
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Všechny členy se zruší až na první a poslední.
Nyní určíme vzorec pro součet prvních 
[image: image102.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti.
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Dostali jsme vzorec pro součet prvních 
[image: image104.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti.
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Příklad:
V nádobě je 
[image: image106.wmf]V

 litrů vína. Pak tam někdo (nějaký lump) přijde, odtočí 
[image: image107.wmf]0
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 litrů vína a dolije vodou. Pak každý další den odtočí 
[image: image108.wmf]0
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 litrů ředěného vína a dolije vodou. Máme určit, kolik bude po 
[image: image109.wmf]n

 dnech v nádobě vína a kolik vody. Předpokládáme, že 
[image: image110.wmf]V

V

<

0

.

1. den odtočí 
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 litrů vína, bude v nádobě 
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2. den odtočí 
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 litrů ředěného vína, tj. 
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 litrů vína a 
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 litrů vody. Po dolití vodou bude v nádobě 
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 litrů vína a 
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3. den odtočí 
[image: image119.wmf]0
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 litrů ředěného vína, tj. 
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 litrů vína a 
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 litrů vody. Po dolití vodou bude v nádobě 
[image: image122.wmf]2
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 litrů vína a 
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Označme 
[image: image124.wmf])

(

n

V

 množství vína v nádobě na konci 
[image: image125.wmf]-

n

tého dne, 
[image: image126.wmf])

(

0

n

V

 množství vody v nádobě na konci 
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Výsledky nyní zobecníme.
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Posloupnost 
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Dále platí: 
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Za dlouhou dobu bude v nádobě skoro samá voda a vína jen nepatrně.
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Podíl vína ku celkovému objemu je též geometrická posloupnost s kvocientem 
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Položme si otázku: Za jak dlouho klesne koncentrace vína pod 
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Musíme vyřešit nerovnici: 
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Nerovnici logaritmujeme, dostaneme: 
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Najdeme nejblíže vyšší přirozené číslo, než je daný podíl. Protože platí 
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Nechť je např. 
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 určeme, kolik bude v nádobě vína a vody po 10 dnech a pak po 20 dnech
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Po 10 dnech bude v nádobě přibližně 25,4 litrů vína a 4,6 litrů vody.
Podíl vína bude 
[image: image147.wmf]%;
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Po 20 dnech bude v nádobě přibližně 21,5 litrů vína a 8,5 litrů vody.

Podíl vína bude 
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Určíme ještě, kdy podíl vína poklesne pod 
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[image: image152.wmf];
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 Tedy za 41 dnů klesne koncentrace vína pod 50%.
_1578165413.unknown

_1782374833.unknown

_1782377622.unknown

_1782378661.unknown

_1782380258.unknown

_1782458799.unknown

_1782637615.unknown

_1782637700.unknown

_1782637997.unknown

_1782638476.unknown

_1782638718.unknown

_1782638475.unknown

_1782637793.unknown

_1782637616.unknown

_1782459045.unknown

_1782637499.unknown

_1782459251.unknown

_1782459041.unknown

_1782381173.unknown

_1782417245.unknown

_1782417911.unknown

_1782381278.unknown

_1782380430.unknown

_1782379399.unknown

_1782380257.unknown

_1782379238.unknown

_1782379398.unknown

_1782379228.unknown

_1782378325.unknown

_1782378497.unknown

_1782378540.unknown

_1782378414.unknown

_1782378377.unknown

_1782377796.unknown

_1782378240.unknown

_1782377729.unknown

_1782375202.unknown

_1782375890.unknown

_1782376904.unknown

_1782377438.unknown

_1782376688.unknown

_1782375542.unknown

_1782375807.unknown

_1782375384.unknown

_1782375446.unknown

_1782375220.unknown

_1782374898.unknown

_1782375033.unknown

_1782375164.unknown

_1782374934.unknown

_1782374855.unknown

_1782374867.unknown

_1782374846.unknown

_1678617123.unknown

_1678617303.unknown

_1678617403.unknown

_1678617515.unknown

_1678617602.unknown

_1678617645.unknown

_1678617739.unknown

_1678617692.unknown

_1678617624.unknown

_1678617559.unknown

_1678617583.unknown

_1678617533.unknown

_1678617484.unknown

_1678617507.unknown

_1678617464.unknown

_1678617333.unknown

_1678617358.unknown

_1678617323.unknown

_1678617237.unknown

_1678617262.unknown

_1678617273.unknown

_1678617249.unknown

_1678617172.unknown

_1678617210.unknown

_1678617134.unknown

_1578407893.unknown

_1578408580.unknown

_1578428958.unknown

_1578429635.unknown

_1678617099.unknown

_1578429489.unknown

_1578428933.unknown

_1578427227.unknown

_1578408156.unknown

_1578408254.unknown

_1578407963.unknown

_1578407997.unknown

_1578166123.unknown

_1578166313.unknown

_1578166580.unknown

_1578407805.unknown

_1578166241.unknown

_1578165461.unknown

_1578163690.unknown

_1578165155.unknown

_1578165244.unknown

_1578165282.unknown

_1578165168.unknown

_1578164760.unknown

_1578165106.unknown

_1578164465.unknown

_1578164599.unknown

_1578164375.unknown

_1578162320.unknown

_1578162727.unknown

_1578162821.unknown

_1578163197.unknown

_1578163514.unknown

_1578162785.unknown

_1578162419.unknown

_1578162667.unknown

_1578162360.unknown

_1577869863.unknown

_1577872397.unknown

_1578161010.unknown

_1578161101.unknown

_1578161218.unknown

_1578161057.unknown

_1577872852.unknown

_1577870276.unknown

_1577870421.unknown

_1577869978.unknown

_1577869735.unknown

_1577869825.unknown

_1577869691.unknown

_1577819422.unknown

_1577819423.unknown

_1577819302.unknown

