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Kombinatorika
Kombinatorika se zabývá tím, kolika způsoby mohu např. 
[image: image682.wmf]D

 prvků seřadit do řady, kolika způsoby mohu z 
[image: image2.wmf]n

 prvků vybrat 
[image: image3.wmf]k

 prvků, kolik skupin je možno vytvořit, apod. Předmětem kombinatoriky je výpočet, kolika způsoby lze seřadit, vybrat, uspořádat jisté objekty. Základem jsou permutace, variace, kombinace.
Permutace:
Buď dána konečná množina 
[image: image4.wmf]M

, která obsahuje 
[image: image5.wmf]n

 prvků, označme je čísly 
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 Permutace množiny je libovolné „přerovnání“ či „přeházení“ prvků. Vzniká otázka: Kolika způsoby lze prvky množiny 
[image: image8.wmf]M

 přerovnat nebo-li permutovat? Kolika způsoby lze prvky množiny seřadit do řady?

Označme 
[image: image9.wmf])
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 počet permutací 
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prvkové množiny. Zřejmě je: 
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Při řazení prvků mám poprvé 
[image: image12.wmf]n

 možností, podruhé již jen 
[image: image13.wmf]1
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 možností, potřetí již jen 
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 možností. Po 
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Platí tedy: 
[image: image18.wmf];
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 také platí: 
[image: image19.wmf]);
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Součin 
[image: image20.wmf]1

2

)

1

(

×

×

×

-

×

K

n

n

 se nazývá 
[image: image21.wmf]-
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faktoriál a značí se: 
[image: image22.wmf]!
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, přičemž definujeme: 
[image: image23.wmf]1
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. Faktoriál tedy můžeme též definovat rekurentně:

[image: image24.wmf];

0

1

1

)!

1

(

!

0

N

Î

î

í

ì

=

³

-

×

=

n

n

n

n

n

n



[image: image25.wmf];
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Závěr: 
[image: image26.wmf]n

 prvků můžeme seřadit 
[image: image27.wmf]!

n

 způsoby.
Máme-li např. 
[image: image28.wmf]n

 knih, můžeme je narovnat do knihovny 
[image: image29.wmf]!

n

 způsoby. Podobně se může 
[image: image30.wmf]n

 lidí seřadit do řady 
[image: image31.wmf]!

n

 způsoby.
Protože se v kombinatorice budeme s faktoriály často setkávat, uvedeme si faktoriály prvních 10 přirozených čísel (
[image: image32.wmf]1
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[image: image34.wmf];
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Zároveň je patrné, že faktoriály velmi rychle rostou.
Zřejmě platí: 
[image: image35.wmf];
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Faktoriál většího čísla lze vyjádřit pomocí faktoriálu menšího čísla.
Zabývejme se dále tímto případem: Máme danou konečnou množinu 
[image: image36.wmf]M

 o 
[image: image37.wmf]n

 prvcích, dále 
[image: image38.wmf]M
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 prvcích, přičemž 
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. Kolika způsoby lez prvky množiny 
[image: image41.wmf]M

 přerovnat, mají-li být prvky množiny 
[image: image42.wmf]N

 „pohromadě“ (vedle sebe).
Nejprve přerovnáváme (permutujeme) prvky, které nejsou z podmnožiny 
[image: image43.wmf]N

. Na podmnožinu 
[image: image44.wmf]M
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 pohlížíme jako na jeden prvek. Pak permutujeme prvky podmnožiny 
[image: image45.wmf]N

. Celkem je tedy množností:
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Předpokládejme nyní, že množina prvků je rozdělena (disjunktně) do 
[image: image47.wmf]l

 tříd, v každé třídě je 
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Prvky v každé třídě jsou navzájem nerozlišitelné, tj. můžeme je libovolně prohazovat a nebude to znát. Lze je srovnat 
[image: image51.wmf]!

n

 způsoby, ale některá „srovnání“ budou vypadat stejně. Počet různě vypadajících srovnání bude roven počtu:

[image: image52.wmf];
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Příklad:
V učebně je lavice o 6 místech. Kolika způsoby se může do lavice posadit 6 žáků? Kolika způsoby se může do lavice posadit 6 žáků, jestliže jistí 2 žáci chtějí sedět vedle sebe? Kolika způsoby se může do lavice posadit 6 žáků, jestliže jistí 3 žáci chtějí sedět vedle sebe? Kolik je možností, chce-li jistý žák sedět na kraji?
a) 
[image: image53.wmf];
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 je 720 možností.

b) 
[image: image54.wmf];
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 je 240 možností.

c) 
[image: image55.wmf];
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 je 144 možností.

d) 
[image: image56.wmf];
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 je 240 možností.

Příklad:

Vyřešme rovnici s faktoriály.
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[image: image60.wmf]15
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Záporný kořen zřejmě nevyhovuje.

Příklad:

Máme 
[image: image61.wmf]n

 prvků. Zvětšíme-li počet prvků o 2, zvětší se počet permutací 
[image: image62.wmf]´
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. Určeme počet prvků.
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 prvků ( 
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Dostáváme tedy rovnici:
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[image: image68.wmf]0
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Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou vyřešíme podle známého vzorce přes Diskriminant.
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Dostali jsme 2 řešení, přičemž záporné zřejmě nevyhovuje. Vyhovuje pouze 
[image: image70.wmf]2
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Počet prvků je tedy 2.
Ze 2 prvků jsou 2 permutace, ze 4 prvků je 24 permutací.
Variace:
Buď dána konečná množina 
[image: image71.wmf]M

, která obsahuje 
[image: image72.wmf]n

 prvků, označme je čísly 
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 Variace 
[image: image75.wmf]-
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té třídy z 
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 prvků je seskupení, do kterého je vybráno 
[image: image77.wmf]k

 prvků z množiny 
[image: image78.wmf]M

, přičemž záleží na pořadí. Rozlišujeme variace bez opakování a variace s opakováním. V případě variací bez opakování lze jeden prvek vybrat nejvýše jednou. V případě variací s opakováním lze každý prvek vybrat libovolněkrát.
a) Variace bez opakování (
[image: image79.wmf])
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V tomto případě předpokládáme, že 
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 prvků vybíráme 
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 prvků. Poprvé máme 
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 možností, podruhé již jen 
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 možností, potřetí již jen 
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[image: image86.wmf]-

k

té mám již jen 
[image: image87.wmf]1

+

-

k

n

 možností. Možností je:
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Speciálně máme:

[image: image89.wmf]);
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Variace 
[image: image90.wmf]-
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 prvků jsou permutace.
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b) Variace s opakováním (
[image: image93.wmf])
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V tomto případě může být i 
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 prvků vybíráme 
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 prvků, přičemž máme pokaždé 
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 možností. Možností je: 
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Speciálně máme:
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[image: image100.wmf]k
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Příklad:
Družstvo o 10 členech závodí v běhu. Určeme, kolika způsoby se mohou umístit na stupních vítězů.

Na stupních vítězů je 1., 2., 3. místo. Z 10 závodníků vybereme3, přičemž se nemohou opakovat, záleží na pořadí. Jde o variace 3. třídy z 10 prvků bez opakování.
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Je tedy 720 možností, jak se členové družstva mohou umístit na stupních vítězů.
Příklad:

Máme 6 barevných pruhů (různé barvy). Kolika způsoby z nich můžeme sestavit vlajku o 3 barevných pruzích?
Na vlajce se barvy nemohou opakovat, ale na pořadí záleží. Jde o variace 3. třídy ze 6 prvků bez opakování.

[image: image102.wmf];
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Celkem je tedy 120 možností.

Kolik je možností, když máme podmínku, aby se na vlajce vyskytoval modrý pruh?
V tomto případě vybíráme 2 pruhy ze zbylých 5 barevných pruhů, tj. máme možností: 
[image: image103.wmf];
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 Protože modrý pruh může být na libovolné pozici, je celkem 
[image: image104.wmf]60
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 možností.
Kdyby byla např. ještě určená pozice modrého pruhu, bylo by již jen 20 možností.
Příklad:

Ve třídě je 20 žáků. Máme z nich vybrat žáky do těchto funkcí: předseda, místopředseda, pokladník, referent. Kolika způsoby to lze provést?
Jde o variace 4. třídy z 20 prvků bez opakování.

[image: image105.wmf];
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Celkem je tedy 116 208 možností, což je velký počet.
Příklad:

Žáci mají ve škole 12 předmětů. Kolika způsoby je možné sestavit rozvrh na jeden den, je-li 5 vyučovacích hodin a žádný předmět se neopakuje?
Jde o variace 5. třídy z 12 prvků bez opakování.
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Celkem je tedy 95 040 možností, což je velký počet.

Příklad:

Kolik různých slovních přesmyček je možné utvořit ze slova MATEMATIKA? Bereme i ta slova, která nedávají smysl.

Jde o permutace s opakováním, neboť písmeno A se vyskytuje 3(, písmeno M se vyskytuje 2(, písmeno T se vyskytuje 2(, písmena E, I, K se vyskytují 1(. Celkem 10 písmen.
Možností je 
[image: image107.wmf]!
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, ale některé přesmyčky budou vypadat stejně.

[image: image108.wmf];
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Počet různě vypadajících přesmyček bude tedy 24( menší. Jejich počet je 151 200, což je stále velký počet.
Příklad:

Je 10 žáků, z toho 4 dívky a 6 chlapců. Kolika způsoby se mohou postavit do fronty? Kolika způsoby se mohou postavit, mají-li dámy přednost?
a) Jde o permutace 10 prvků, možností je: 
[image: image109.wmf];
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b) Jde o permutace 4 prvků a pak 6 prvků: 
[image: image110.wmf];
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což je již podstatně menší počet

Příklad:

Je 10 lidí a 2 lavice za sebou. Na každou lavici se vejde 5 lidí. Kolika způsoby se mohou posadit na lavice?
Jde o permutace 10 prvků, možností je: 
[image: image111.wmf];
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Kolika způsoby se mohou posadit, jestliže 3 lidi chtějí sedět v 1. lavici, 2 lidi chtějí sedět ve 2. lavici, ostatním 5 lidem je to jedno.

V 1. lavici vybereme 3 místa, jde o variace 3. třídy z 5 prvků. V 2. lavici vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy z 5 prvků.
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Ostatních 5 lidí se může na zbylá místa posadit 
[image: image113.wmf]120
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 způsoby. Celkem je možností: 
[image: image114.wmf];
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Příklad:

Ve vlaku je kupé o 8 místech, 4 místa jsou po směru jízdy, 4 místa jsou proti směru jízdy. Kolika způsoby se může do kupé posadit 8 lidí? Kolika způsoby se může do kupé posadit 8 lidí, jestliže 2 chtějí sedět po směru jízdy? Kolika způsoby se může do kupé posadit 8 lidí, jestliže 2 chtějí sedět po směru jízdy, 2 chtějí sedět proti směru jízdy? (ostatním je to jedno).
a) Jde o permutace 8 prvků, možností je: 
[image: image115.wmf];
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b) Na sedadle po směru jízdy vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy ze 4 prvků. Zbylých 6 lidí se může na zbylá místa posadit 
[image: image116.wmf]720
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[image: image117.wmf];
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 Celkem je možností: 
[image: image118.wmf];
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c) Na sedadle po směru jízdy vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy ze 4 prvků. Na sedadle proti směru jízdy vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy ze 4 prvků. Zbylí 4 lidi se můžou na zbylá místa posadit 
[image: image119.wmf]24
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Celkem je možností: 
[image: image120.wmf];
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Tento příklad se řešil podobně jako předchozí.
Příklad:

Máme 7 květináčů, přičemž jsou 4 květiny druhu A, 3 květiny druhu B. Kolika způsoby můžeme květináče seřadit do řady, aby žádné 2 květiny druhu B nebyly vedle sebe?
4 květináče s druhem květiny A seřadíme do řady 
[image: image121.wmf]24

!

4

=

 způsoby. Květináče s druhem květiny B dáme do mezer mezi nimi, můžeme i na kraj. Celkem je 5 mezer, počítáme-li i ty krajní, z nich vybereme 3 mezery, to lze 
[image: image122.wmf]60
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 způsoby.
Celkem je možností: 
[image: image123.wmf];
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Příklad:

Počet variací 3. třídy bez opakování je 5× více než variací 2. třídy bez opakování. Určeme počet prvků.

[image: image124.wmf])
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[image: image125.wmf]7
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Počet prvků je 7.

[image: image126.wmf];
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Příklad:

Zvětší-li se počet prvků o 2, zvětší se počet variací 2. třídy bez opakování o 26. Určeme počet prvků.
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[image: image128.wmf]26
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[image: image129.wmf]6
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Počet prvků je 6.


[image: image130.wmf];
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Příklad:

V klubu je 6 mužů, 4 ženy. Máme zvolit předsedu, místopředsedu, jednatele, hospodáře.

a) Kolika způsoby lze provést obsazení jednotlivých funkcí?
b) Kolik je možností, má-li být ve funkci předsedy muž?

c) Kolik je možností, má-li být ve funkci předsedy muž a ve funkci místopředsedy žena?

d) Kolik je možností, mají-li být ve funkci předsedy a místopředsedy muži?

e) Kolik je možností, mají-li být ve funkci předsedy a místopředsedy muži a ve funkci jednatele a hospodáře ženy?

ad a) Jde o variace 4. třídy z 10 prvků bez opakování. Možností je:

[image: image131.wmf];
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ad b) Funkci předsedy obsadíme 6 způsoby, zbylé 3 funkce můžeme obsadit libovolně. Možností je:

[image: image132.wmf];
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ad c) Funkci předsedy obsadíme 6 způsoby, funkci místopředsedy obsadíme 4 způsoby. Zbylé 2 funkce můžeme obsadit libovolně. Možností je:

[image: image133.wmf];
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ad d) Funkci předsedy a místopředsedy obsadíme 30 způsoby (
[image: image134.wmf]30

5

6

!

4

!

6

)

6

(

2

=

×

=

=

V

). Zbylé 2 funkce můžeme obsadit libovolně. Možností je:
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ad e) Možností je:

[image: image136.wmf];
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Kombinace:
Buď dána konečná množina 
[image: image137.wmf]M

, která obsahuje 
[image: image138.wmf]n

 prvků, označme je čísly 
[image: image139.wmf]n
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. 
[image: image140.wmf];
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 Kombinace 
[image: image141.wmf]-

k

té třídy z 
[image: image142.wmf]n

 prvků je seskupení, do kterého je vybráno 
[image: image143.wmf]k

 prvků z množiny 
[image: image144.wmf]M

, přičemž nezáleží na pořadí. Rozlišujeme také kombinace bez opakování a kombinace s opakováním. Zatím se budeme zabývat kombinacemi bez opakování.
Rozdíl mezi variacemi a kombinacemi je ten, že u variací záleží na pořadí, u kombinací nezáleží na pořadí. Proto je kombinací 
[image: image145.wmf]-
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té třídy z 
[image: image146.wmf]n

 prvků 
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 méně než variací 
[image: image148.wmf]-
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té třídy z 
[image: image149.wmf]n

 prvků.
Platí: 
[image: image150.wmf];
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Takto se značí kombinační čísla, čte se 
[image: image151.wmf]n

 nad 
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, předpokládáme 
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Kombinační čísla se též počítají takto:

[image: image155.wmf];
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Poznámka:

Formálně definujeme: 
[image: image156.wmf]k

n

k

n

<

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

pro

0

.

Příklad:
Určeme kolika způsoby můžeme ze 4 prvků vybrat 2 prvky.

Zde nezáleží na pořadí, jde o kombinace 2. třídy ze 4 prvků.

[image: image157.wmf];
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Nechť 
[image: image158.wmf]{
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, vypíšeme všechny 2 prvkové kombinace:
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Příklad:

Určeme kolika způsoby můžeme ze 5 prvků vybrat 2 prvky.

Zde nezáleží na pořadí, jde o kombinace 2. třídy ze 5 prvků.


[image: image160.wmf];
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Nechť 
[image: image161.wmf]{
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Příklad:

Ve třídě je 20 žáků, 4 z nich mají jet na soustředění. Kolika způsoby je lze vybrat?

Zde nezáleží na pořadí, jde o kombinace 4. třídy z 20 prvků.


[image: image163.wmf];
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Celkem je tedy 
[image: image164.wmf]845

4

 možností.
Příklad:

V jistém družstvu je 9 lidí, mezi nimi i Pepa. Nyní máme vybrat 4 lidi. Kolika způsoby to lze provést? Kolika způsoby to lze provést, má-li být Pepa vybrán? Kolika způsoby to lze provést, nemá-li být Pepa vybrán?

Jde o kombinace, neboť nezáleží na pořadí.

a) 
[image: image165.wmf];
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 Je tedy 126 možností.

b) Vybereme Pepu a ze zbylých 8 lidí vybereme ještě další 3 lidi.

[image: image166.wmf];
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 Je tedy 56 možností.

c) Pepu dáme stranou, ze zbylých 8 lidí vybereme 4 lidi.

[image: image167.wmf];
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 Je tedy 70 možností.

Platí: 
[image: image168.wmf];
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Tento vztah později zobecníme.
Příklad:

V jistém družstvu je 9 lidí, mezi nimi jsou Pepa a Franta. Nyní máme vybrat 4 lidi. Kolika způsoby to lze provést, mají-li být Pepa i Franta vybráni? Kolika způsoby to lze provést, nemají-li být Pepa i Franta vybráni? Kolika způsoby to lze provést, má-li být vybrán právě jeden z nich?

Jde o kombinace, neboť nezáleží na pořadí.

a) Vybereme Pepu a Frantu a ze zbylých 7 lidí vybereme ještě další 2 lidi.

[image: image169.wmf];
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 Je tedy 21 možností.
b) Pepu a Frantu dáme stranou, ze zbylých 7 lidí vybereme 4 lidi.

[image: image170.wmf];
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 Je tedy 35 možností.

c) Vybereme Pepu, Frantu dáme stranou, ze zbylých 7 lidí vybereme další 3 lidi.

[image: image171.wmf];
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Také můžeme vybrat Frantu a Pepu dát stranou, …

[image: image172.wmf];
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 Je celkem 70 možností (2×35).

Platí: 
[image: image173.wmf];
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Příklad:
Ve skupině je 8 chlapců a 3 dívky. Máme vybrat 4 lidi. Kolik je možností?

Zde nezáleží na pořadí, jde o kombinace 4. třídy z 11 prvků (celkem je 11 lidí).


[image: image174.wmf];
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Celkem je tedy 
[image: image175.wmf]330

 možností.

Položme si nyní otázku: Kolik je možností, mají-li tam být 4 chlapci, dále 3 chlapci a 1 dívka, 2 chlapci a 2 dívky, 1 chlapec a 3 dívky.
a) 4 chlapci, možností je: 
[image: image176.wmf];
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b) 3 chlapci a 1 dívka, možností je: 
[image: image177.wmf];
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c) 2 chlapci a 2 dívky, možností je: 
[image: image178.wmf];

84

3

28

2

1

2

3

2

1

7

8

2

3

2

8

=

×

=

×

×

×

×

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ


d) 1 chlapec a 3 dívky, možností je: 
[image: image179.wmf];
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Udělejme kontrolní součet: 
[image: image180.wmf];
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Můžeme to též zapsat takto: 
[image: image181.wmf];
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Tento vztah později zobecníme.

Nyní si odvodíme některé vlastnosti kombinačních čísel:
a) 
[image: image182.wmf];
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b) 
[image: image183.wmf];
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c) 
[image: image184.wmf];
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d) 
[image: image185.wmf];
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 (důležitá vlastnost)
ad a) 
[image: image186.wmf];
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ad b) 
[image: image187.wmf];
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ad c) 
[image: image188.wmf];
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ad d) 
[image: image189.wmf]=
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[image: image190.wmf]=
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[image: image191.wmf]=
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Vztah d) lze přepsat také takto: 
[image: image193.wmf];
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Vztah d) je důležitý vztah mezi kombinačními čísly, neboť nám umožňuje sestavit tzv. Pascalův trojúhelník.
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V 
[image: image195.wmf]-

n

tém řádku Pascalova trojúhelníku (počítáno od 0) jsou kombinační čísla 
[image: image196.wmf];
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[image: image197.wmf]1
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 čísel. Každé číslo je součtem čísel, která jsou nad ním.
Např. 
[image: image198.wmf];
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Dále je z Pascalova trojúhelníku zřejmé, že platí: 
[image: image199.wmf];
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 tedy součet čísel v každém řádku je mocnina čísla 2.
Příklad:

Na večírku se sešlo 
[image: image200.wmf]n

 lidí, všichni si navzájem ťukli sklenkami (každý s každým). Kolik bylo na večírku lidí, jestliže se ozvalo 66 cinknutí?
Počet cinknutí je 
[image: image201.wmf];
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Máme rovnici:
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[image: image203.wmf];
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Záporné číslo úloze nevyhovuje, přichází v úvahu pouze 
[image: image205.wmf]12
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Na večírku bylo 12 lidí, platí 
[image: image206.wmf]66
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Příklad:

Zmenší-li se počet prvků o 1, zmenší se počet kombinací 2. třídy (bez opakování) o 17. Určeme počet prvků.
Máme rovnici:
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[image: image209.wmf]2

3

34

)

2

)(

1

(

34

)

1

(

2

2

+

-

=

-

-

-

-

=

-

-

n

n

n

n

n

n

n

n



[image: image210.wmf]36
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Počet prvků je 18. Platí: 
[image: image212.wmf];
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Příklad:

Skupinu 20 lidí rozdělím na 3 menší skupinky. V první skupince jich bude 10, v druhé skupince jich bude 6, ve třetí skupince budou zbylí 4. Kolika způsoby to lze provést?
Do první skupiny vybereme 10 lidí, to lze provést 
[image: image213.wmf]756
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Do druhé skupiny vybereme 6 lidí ze zbylých 10, to lze provést 
[image: image214.wmf]210
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Do třetí skupiny vybereme 4 lidi ze zbylých 4, to lze provést 
[image: image215.wmf]1
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Provést to lze celkem 
[image: image216.wmf]760
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 způsoby (což je velký počet).
Počet způsobů, kterými to lze provést lze vyjádřit také takto:
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Na pořadí skupin záleží, ale nezáleží na pořadí lidí uvnitř skupin.
Příklad:
V hotelu máme ubytovat 10 hostů, máme k dispozici 1 čtyřlůžkový pokoj a 2 třílůžkové pokoje. Kolika způsoby můžeme hosty ubytovat, pokud nás nezajímá, na které lůžko si v pokoji lehnou?

Je to podobné jako předchozí příklad. 10 hostů rozdělíme na 3 menší skupiny. Možností je:

[image: image218.wmf];
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[image: image219.wmf];
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Příklad:

Máme skupinu 12 lidí, kde jsou 4 ženy a 8 mužů, rozdělit na 2 skupiny po 6 lidech. Kolika způsoby to lze provést?
Lze to provést 
[image: image220.wmf]924
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Kolika způsoby to můžeme provést, mají-li v každé menší skupině být 2 ženy a 4 muži?
Lze to provést 
[image: image221.wmf]420
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 způsoby.

Tyto příklady můžeme zobecnit. Máme 
[image: image222.wmf]n

 prvků a máme je rozdělit do 
[image: image223.wmf]k

 skupin, přičemž v 1. skupině bude 
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 prvků, až v 
[image: image225.wmf].

k

 skupině bude 
[image: image226.wmf]k
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 prvků. Na pořadí skupin záleží, ale nezáleží na pořadí prvků uvnitř skupin. Musí platit:
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pak je možností:

[image: image228.wmf];
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Příklad:

Na plese je 
[image: image229.wmf]m

 chlapců, 
[image: image230.wmf]n

 děvčat. Kolika způsoby z nich lze utvořit 
[image: image231.wmf]k

 tanečních párů? Předpokládáme, že 
[image: image232.wmf])
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Vybereme 
[image: image233.wmf]k

 chlapců, což lze 
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 způsoby, pak vybereme 
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 děvčat, což lze 
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 způsoby. Pak přiřadíme chlapce k děvčatům (nebo obráceně), což lze 
[image: image237.wmf]!
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 způsoby. Možností je celkem:
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Je-li speciálně 
[image: image239.wmf]n
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 (je stejně chlapců jako děvčat), dostáváme:
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Je-li speciálně 
[image: image241.wmf]k
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 (je stejně chlapců jako děvčat), dostáváme:
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Příklad:

[image: image1.wmf]n

Je 
[image: image243.wmf]n
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´

 sloupů, mezi nimiž se pohybujeme (viz obrázek). Stojíme v rohu A (v levém dolním rohu) a máme se dostat do bodu C (do pravého horního rohu). Pohybujeme se mezi sloupy nebo mezi zdí a sloupem. Pohybovat se můžeme pouze doprava a nahoru, vždy o 1 dílek. Kolika způsoby se můžeme z rohu A do rohu C dostat?
Budeme se pohybovat 
[image: image244.wmf]´

m

 doprava a 
[image: image245.wmf]´
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 nahoru, tj. uděláme 
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 přesunů. Přesuny doprava a nahoru můžeme střídat. Každá cesta je daná tím, kolikátý přesun je doprava či nahoru. Z 
[image: image247.wmf]n
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 přesunů vybereme 
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 přesunů doprava a 
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 přesunů nahoru.

Cest z rohu A do rohu C (způsobů jak se tam dostat) je:

[image: image250.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

n

n

m

m

n

m


V situaci na obrázku je 
[image: image251.wmf]2
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. Je tam 6 sloupů a uděláme 5 přesunů. Možností je:

[image: image252.wmf];

10

2

5

3

5

3

2

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+


Je tedy celkem 10 možností (cest) z rohu A do rohu C. Vypíšeme si je.
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Určit, jaká cesta odpovídá posloupnosti šipek, je už snadné.
Je-li speciálně 
[image: image254.wmf]n
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, je možností: 
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Křižovatky cest nazveme uzly. Každému uzlu přiřadíme souřadnice 
[image: image256.wmf][

]

l

k

;

, přičemž 
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Rohu A odpovídá uzel 
[image: image258.wmf][
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, rohu B odpovídá uzel 
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, rohu C odpovídá uzel 
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, rohu D odpovídá uzel 
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Položme si otázku: Kolik je možností přesunu z rohu A do rohu C, máme-li se přesunout přes uzel 
[image: image262.wmf][
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Nejdříve se přesuneme z rohu A (uzel 
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 způsoby. Pak se přesuneme z uzlu 
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 způsoby. Celkem je možností.
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Pokud jdeme přes uzel 
[image: image270.wmf][
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Pokud jdeme přes uzel 
[image: image272.wmf][
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Pokud jdeme přes uzel 
[image: image274.wmf][
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, je možností: 
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Pokud jdeme přes uzel 
[image: image276.wmf][
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Pokud jdeme přes uzel 
[image: image278.wmf][
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 (roh B), je možností: 
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Pokud jdeme přes uzel 
[image: image280.wmf][
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 (roh D), je možností: 
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Vrátíme se k předchozímu případu (
[image: image282.wmf]2
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Kolik je možností, máme-li jít přes uzel 
[image: image283.wmf][
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[image: image285.wmf];
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Kolik je možností, máme-li jít přes uzel 
[image: image286.wmf][

]

1

;

2

. Možností je:
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Položme si otázku: Kolik je možností přesunu z rohu A do rohu C, máme-li se přesunout přes uzly 
[image: image289.wmf][
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Nejdříve se přesuneme z rohu A (uzel 
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Vrátíme se opět k předchozímu případu (
[image: image298.wmf]2
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). Předpokládejme, že cesta z uzlu 
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 je nyní zatarasena. Určeme počet možností.

Všech možností je 10 (viz dříve), ale musíme vyloučit cesty, které vedou přes uzly 
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Tyto cesty musíme vyloučit, tudíž je možností 
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Je tedy celkem 6 možností (cest) z rohu A do rohu C. Vypíšeme si je.
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Nechť je nyní 
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, máme toto omezení: Nesmíme jít 2× po sobě nahoru. Abychom se dostali z levého dolního rohu do pravého horního rohu, musíme jít 
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Vraťme se k situaci na obrázku, kde je 
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Vypíšeme si ty možnosti.
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Binomická věta:

Pro 
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Po rozepsání dostaneme:
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V Binomické větě se vyskytují kombinační čísla. V každém členu je součet exponentů roven číslu 
[image: image319.wmf]n

. U jedné proměnné se exponent snižuje, u druhé zvyšuje.
Ukážeme si Binomickou větu pro některá 
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Položíme-li: 
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Položíme-li: 
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Nyní si odvodíme další vztahy mezi kombinačními čísly. Nechť 
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
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Dostali jsme další důležitý vztah mezi kombinačními čísly (viz Př. x).
Položíme-li 
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Položíme-li 
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, dostaneme:


[image: image337.wmf];

1

1

1

1

1

0

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

 (známý vztah)

Důležitý vztah: 
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Příklad:

Vypočtěme podle binomické věty: 
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Vypočtěme podle binomické věty: 
[image: image344.wmf]4
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Střídají se znaménka.
Příklad:

Vypočtěme podle binomické věty: 
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Kdyby nás např. zajímal jen absolutní člen, určíme kolikátý je.
Musí platit: 
[image: image352.wmf];
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 Je to 4. člen (počítáno od 0), což je 
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Příklad:
Vypočtěme: 
[image: image354.wmf]6
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 s přesností na tisíciny.
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(ostatní členy binomického rozvoje můžeme zanedbat)
Příklad:

Vypočtěme: 
[image: image356.wmf]10
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 s přesností na tisíciny.
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(ostatní členy binomického rozvoje můžeme zanedbat)

Příklad:

Vypočtěme: 
[image: image359.wmf]6

97

,

0

 s přesností na tisíciny.
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(ostatní členy binomického rozvoje můžeme zanedbat, střídají se znaménka)

Ověříme platnost vztahu uvedeného dříve.
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Příklad:


[image: image363.wmf];
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[image: image365.wmf];
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[image: image366.wmf];
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÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

0

3

5

4

1

3

4

4

2

3

3

4

3

3

2

4

4

3

1

4

5

3

0

4



[image: image368.wmf];
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[image: image369.wmf];
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Příklad:

V bedně je 
[image: image370.wmf]N

 výrobků, z toho je 
[image: image371.wmf]L

 zmetků (
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). Vybereme 
[image: image373.wmf]n

 výrobků (
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) tak, aby mezi nimi bylo 
[image: image375.wmf]l

 zmetků (
[image: image376.wmf]n
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). Kolika způsoby to lze provést?

Dobrých výrobků je 
[image: image377.wmf]L
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, ve výběru jich je 
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. Možností je:
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Příklad:

Máme 12 lidí rozdělit na 3 skupiny po 4 lidech. kolika způsoby to můžeme provést?

Nejdříve vybereme 4 lidi, což lze provést 
[image: image381.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

4

12

 způsoby, čímž máme 1. skupinu. Pak vybereme ze zbývajících 8 lidí další 4 lidi, což lze provést 
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 způsoby, čímž máme 2. skupinu. Nakonec dáme zbylé 4 lidi do 3. skupiny, což lze provést 
[image: image383.wmf]÷
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 způsoby.

Počet možností je: 
[image: image384.wmf];
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Poznamenejme, že na pořadí skupin záleží, ale nezáleží na pořadí lidí uvnitř skupin.

Příklad:

Zadání stejné jako minule, ale jistí 2 lidé chtějí být v jedné skupině.

Dáme ty 2 lidi stranou, rozlišíme případy, kdy budou v 1., 2., nebo 3. skupině.

Budou v 1. skupině: 
[image: image385.wmf];
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Budou v 2. skupině: 
[image: image386.wmf];
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Budou v 3. skupině: 
[image: image387.wmf];
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Celkem je možností: 
[image: image388.wmf];
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Příklad:

Zadání stejné jako minule, ale jistí 2 lidé nechtějí být v jedné skupině.

Dáme ty 2 lidi stranou, rozlišíme případy, kdy 1 bude v 1. skupině a 1 bude v 2. skupině, 1 bude v 1. skupině a 1 bude v 3. skupině, 1 bude v 2. skupině a 1 bude v 3. skupině.
1. a 2. skupina: 
[image: image389.wmf];
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1. a 3. skupina: 
[image: image390.wmf];
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2. a 3. skupina: 
[image: image391.wmf];
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Celkem je možností: 
[image: image392.wmf];
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Kombinace s opakováním:

Z 
[image: image393.wmf]n

 prvků vybíráme 
[image: image394.wmf]k

 prvků, přičemž se nyní prvky mohou opakovat, ale na pořadí nezáleží. Pak se jedná o kombinace s opakováním. Zde může být i 
[image: image395.wmf]n

k

>

. Když máme 
[image: image396.wmf]n

 prvků, vložme mezi ně myšlenkově 
[image: image397.wmf]1

-

n

 oddělovacích čar, prvky znázorníme kolečky. Stejné prvky jsou mezi čarami v jedné „přihrádce“. Za čárou jsou již jiné prvky. Pokud jsou čáry vedle sebe, znamená to, že takový prvek nebyl vybrán.
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Nyní permutujeme 
[image: image399.wmf]k

 koleček a 
[image: image400.wmf]1

-

n

 oddělovacích čar,
možností je: 
[image: image401.wmf];
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Počet 
[image: image402.wmf]-

k

prvkových kombinací s opakováním je:

[image: image403.wmf];
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Příklad:
Máme 
[image: image404.wmf]n

 nerozlišitelných kuliček a chceme je rozmístit do 
[image: image405.wmf]r

 přihrádek. Kolika způsoby to lze provést?

Každou kuličku umístíme náhodně do nějaké přihrádky.
Z 
[image: image406.wmf]r

 přihrádek vybereme 
[image: image407.wmf]n

 přihrádek, přičemž se přihrádky mohou opakovat, ale nezáleží na pořadí, protože kuličky jsou nerozlišitelné. Možností je tedy:

[image: image408.wmf];
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Určeme, kolik je možností, pokud žádná přihrádka nesmí zůstat prázdná.
Do každé přihrádky dáme po jedné kuličce. To lze, pokud je 
[image: image409.wmf]r

n

³

. Zbylých 
[image: image410.wmf]r

n

-

 kuliček již můžeme rozmístit libovolně. Možností je tedy:
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Nechť máme 10 nerozlišitelných kuliček, máme je rozmístit do 4 přihrádek. Možností je:


[image: image412.wmf];
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Pokud žádná přihrádka nesmí zůstat prázdná, je možností:


[image: image413.wmf];
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Nechť máme 4 nerozlišitelné kuličky, máme je rozmístit do 6 přihrádek. Možností je:


[image: image414.wmf];
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Zde není možné dosáhnout toho, aby žádná přihrádka nezůstala prázdná.

Příklad:

Uvažujme 2 prvkové kombinace s opakováním ze 4 prvků, 
[image: image415.wmf]D

C

B
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,

,

,

.

[image: image416.wmf];
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Kombinací bez opakování je tedy 6, kombinací s opakováním je 10. Vypíšeme si je:
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Příklad:

Uvažujme 3 prvkové kombinace s opakováním ze 4 prvků, 
[image: image418.wmf]D

C

B
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[image: image419.wmf];
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Kombinací bez opakování je tedy 4, kombinací s opakováním je 20. Vypíšeme si je:
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Vzorek pro počet kombinací s opakováním je možné odvodit také následujícím způsobem. Z 
[image: image421.wmf]n

 prvků jsme vybrali 
[image: image422.wmf]k

 prvků, mezi nimi je 
[image: image423.wmf]1

-

k

 mezer. Předpokládáme, že je 
[image: image424.wmf]l

 prvků různých, stejné prvky dáme k sobě. Prvky oddělíme pomyslnou čarou, máme tedy 
[image: image425.wmf]1
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l

 pomyslných čar. Mezi čarami jsou stejné prvky, např. (
[image: image426.wmf]o
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).
Možností je:
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Vybereme 
[image: image428.wmf]l

 prvků, z 
[image: image429.wmf]1
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k

 mezer jich 
[image: image430.wmf]1
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 vyplníme čarami. Platí: 
[image: image431.wmf])
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Je-li např. 1 prvek různý (všechny jsou stejné), je možností: 
[image: image432.wmf];
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Jsou-li např. 2 prvky různé, je možností: 
[image: image433.wmf]);

1

(

2

1

1

2

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

k

n

k

n


Je-li 
[image: image434.wmf]k

 prvků různých (kombinace bez opakování), je možností: 
[image: image435.wmf];
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Pro 
[image: image436.wmf]0
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 dostaneme formálně: 
[image: image437.wmf];
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Kombinací s opakováním je celkem:


[image: image438.wmf]);
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(viz vzorec dříve)
Příklad:
Určeme počet nezáporných celočíselných řešení rovnice:


[image: image439.wmf]5
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Jde v podstatě o rozdělení 5 stejných kuliček do 3 přihrádek. Možností je:

[image: image440.wmf];
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Pokud žádná neznámá se nesmí rovnat 0, je možností:

[image: image441.wmf];
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Možná řešení jsou tato:

[image: image442.wmf];
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[image: image443.wmf];
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[image: image444.wmf];
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[image: image445.wmf];
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Příklad:

Máme šachovnici typu 
[image: image446.wmf]n
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 polí, přičemž 
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. Máme na ni umístit 
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 nerozlišitelných věží tak, aby se navzájem neohrožovaly. Musí platit: 
[image: image449.wmf])
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Vybereme 
[image: image450.wmf]k

 sloupců a 
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 řad, to lze provést 
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 způsoby. Průsečíkových polí je 
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Je-li speciálně 
[image: image456.wmf]n
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, je možností:
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Je-li speciálně 
[image: image458.wmf]k
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Kdyby byly věže rozlišitelné, bylo by možností:

[image: image460.wmf]2
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Věže můžeme „proházet“ 
[image: image461.wmf]!
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 způsoby. Na průsečíková pole je můžeme umístit 
[image: image462.wmf]2
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[image: image464.wmf]2
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Lze k tomu dospět i takto: Vyberu 1. věž, tu umístím na šachovnici 
[image: image465.wmf]2
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 způsoby. Vyberu 2. věž, tu umístím na šachovnici 
[image: image466.wmf]2
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[image: image467.wmf].
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 věž, tu umístím na šachovnici 
[image: image468.wmf]2
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 způsoby. Až poslední věž umístím na šachovnici jedním způsobem.
Mezi kombinačními čísly platí také tyto vztahy:

[image: image469.wmf];
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což lze též přepsat takto:

[image: image470.wmf];
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což lze vyjádřit pomocí znaku součtu.

[image: image471.wmf];
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[image: image472.wmf];
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Odvození se provede takto: Platí: 
[image: image473.wmf];
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[image: image474.wmf]=
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[image: image475.wmf];
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[image: image476.wmf]=
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[image: image477.wmf];
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Provedeme zobecnění některých příkladů.

Příklad:

Z množiny obsahující 
[image: image478.wmf]n

 prvků máme vybrat 
[image: image479.wmf]k

 prvků, přičemž 
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To lze provést 
[image: image481.wmf]÷
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 způsoby. Možností, aby tam prvek A nebyl, je 
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Dostáváme již známý vztah mezi kombinačními čísly:
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Nechť jsou v množině prvky A,B. Uvažujme nyní, kolik je možností, aby tam nebyl ani jeden z nich, aby tam byl právě jeden z nich, aby tam byli oba.
Možností, kdy tam není ani jeden z nich, je: 
[image: image485.wmf]÷
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.
Možností, kdy je tam právě jeden z nich, je: 
[image: image486.wmf]÷
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Možností, kdy tam budou oba z nich, je: 
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Dostáváme vztah mezi kombinačními čísly:


[image: image488.wmf];
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Možností, kdy je tam nejvýše jeden z nich, je:

[image: image489.wmf];
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Možností, kdy je tam aspoň jeden z nich, je:


[image: image490.wmf];
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Ještě to zobecníme.
Nechť množina 
[image: image491.wmf]M

 obsahuje 
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 prvků, tj. 
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. Buď dále 
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 podmnožina obsahující 
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 prvků, přičemž 
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Možností je: 
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 (viz vzorec dříve)
Položíme-li 
[image: image504.wmf]2
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, dostaneme předchozí případy.
Příklad:

Jsou 2 lavice o 
[image: image505.wmf]n

 místech (celkem je 
[image: image506.wmf]n

2

 míst). Dále je 
[image: image507.wmf]n

2

 lidí, přičemž 
[image: image508.wmf]k

 jich chce sedět v 1. lavici, 
[image: image509.wmf]l

 jich chce sedět ve 2. lavici (
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). Ostatním 
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 lidem je to jedno. Kolika způsoby se mohou do lavic posadit?
Vybereme 
[image: image512.wmf]k

 míst v 1. lavici, posadíme tam 
[image: image513.wmf]k

 lidí.
Možností je: 
[image: image514.wmf]);

(

)!

(

!

!

n

V

k

n

n

k

k

n

k

=

-

=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ


Vybereme 
[image: image515.wmf]l

 míst v 1. lavici, posadíme tam 
[image: image516.wmf]l

 lidí.
Možností je: 
[image: image517.wmf]);
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Na zbývající místa posadíme ostatní lidi 
[image: image518.wmf]))!
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Celkem je možností:

[image: image519.wmf];
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V případě, že je lidí méně (je jich 
[image: image520.wmf]m

) než míst v lavicích, je možností:
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Předpokládáme, že platí: 
[image: image522.wmf]n
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Dodatek 1
Příklad:
Máme 
[image: image523.wmf]n

 prvkovou množinu 
[image: image524.wmf]M

. Určeme počet všech jejích podmnožin.

Řešení 1
V podmnožině nezáleží na pořadí prvků. Zvolme 
[image: image525.wmf]n
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 tj. jsou to kombinace bez opakování.
Celkem je podmnožin: 
[image: image528.wmf];
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Řešení 2

Prvky množiny 
[image: image529.wmf]M

 seřadíme do řady. Každému prvku přiřadíme 0 nebo 1, podle toho, jestli je či není v podmnožině. Prvkům v podmnožině přiřadíme 1, prvkům mimo podmnožinu přiřadíme 0. Každou podmnožinu lze reprezentovat zobrazením množiny do dvouprvkové množiny 
[image: image530.wmf]{
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 člennou posloupnost nul a jedniček, přičemž se mohou opakovat a záleží na pořadí. Jde o variace 
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Má-li množina 
[image: image534.wmf]n

 prvků, je počet jejích podmnožin 
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Např. 
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Poznámka:

Množina všech podmnožin dané množiny se nazývá potence množiny, značí se 
[image: image540.wmf])
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. Obsahuje-li množina 
[image: image541.wmf]M

 
[image: image542.wmf]n

 prvků, její potence 
[image: image543.wmf])
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 obsahuje 
[image: image544.wmf]n
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 prvků. Potence množiny vždy obsahuje více prvků než množina sama.
Dodatek 2
V následujícím příkladu si ukážeme, jak informace snižuje neurčitost, počet možností.

Příklad:

V domě bydlí 5 lidí A,B,C,D,E, každý v jiném patře. Je 
[image: image545.wmf]120
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 možností.

a) Člověk A bydlí mezi C a B.
b) Lidé C,D bydlí výš než E.

c) Člověk E bydlí o patro níž než B.

Dle informace a) jsou tyto možnosti: 
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 (2 možnosti ze 6),
počet možností je snížen na 
[image: image547.wmf]3
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Je celkem 40 možností, které vyhovují podmínce a)
Dle informace b) jsou tyto možnosti: 
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 (2 možnosti ze 6),
počet možností je snížen na 
[image: image549.wmf]3
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Je celkem 40 možností, které vyhovují podmínce b)

Dle informace c) jsou tyto možnosti: 
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 mezi nimi nikdo.
Je celkem 24 možností, které vyhovují podmínce c)
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Informace c) je nejvydatnější.
Nadále vezmeme v úvahu více informací.

Dle informací a), b) jsou tyto možnosti:
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Je celkem 13 možností, které vyhovují současně podmínkám a), b)
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Dle informací a), c) jsou tyto možnosti: 
[image: image555.wmf],
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Je celkem 8 možností, které vyhovují současně podmínkám a), c)


[image: image556.wmf];

8

120

)

)

¾

¾

®

¾

Ù

c

a


Dle informací b), c) jsou tyto možnosti: 
[image: image557.wmf],
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Je celkem 8 možností, které vyhovují současně podmínkám b), c)
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Dle informací a) b), c) jsou tyto možnosti: 
[image: image559.wmf],
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Jsou celkem 3 možnosti, které vyhovují současně podmínkám a), b), c)

[image: image560.wmf];
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Z informace a) plyne, že A nebydlí ani v 1. patře, ani v 5. patře. Této podmínce vyhovuje 72 možností (
[image: image561.wmf];
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). Je to méně vydatná informace než a)
Z informace b) plyne, že ani C, ani D nebydlí v 1. patře. Této podmínce vyhovuje 72 možností (
[image: image562.wmf];
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). Je to méně vydatná informace než b)

Příklad:

Závodů se účastnilo 
[image: image563.wmf]n

 závodníků. Možností, jak se mohli umístit je 
[image: image564.wmf]!

n

. Každá informace snižuje neurčitost, počet možností.

a) Závodník A se umístil před závodníkem B.
Je zřejmé, že závodník A není poslední, závodník B není první.
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 možností, tj. počet možností je snížen na polovinu.
Závodník A se mohl umístit na místech 
[image: image567.wmf]1
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, závodník B se mohl umístit na místech 
[image: image568.wmf]n
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.
Možností, jak se mohli závodníci A,B umístit, je: 
[image: image569.wmf];
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Ostatní závodníci se mohli umístit 
[image: image570.wmf])!
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 možnostmi. Celkem je možností: 
[image: image571.wmf];
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b) Závodník A se umístil před závodníkem B i před závodníkem C.
Je zřejmé, že závodník A není poslední, závodník B ani C není první.
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 možností, tj. počet možností je snížen na třetinu.

c) Závodník A se umístil před závodníkem B. Závodník B se umístil před závodníkem C.
Je zřejmé, že závodník A není poslední, závodník B není první ani poslední, závodník C není první.
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[image: image575.wmf]6
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 možností, tj. počet možností je snížen na šestinu.

d) Závodník A se umístil před závodníkem B, závodník C se umístil před závodníkem D. Je zřejmé, že závodník A není poslední, závodník B není první, závodník C není poslední, závodník D není první.
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[image: image577.wmf]4
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 možností, tj. počet možností je snížen na čtvrtinu.
e) Závodník A se umístil před závodníkem B. Závodník B se umístil před závodníkem C. Závodník A se umístil před závodníkem D. Je zřejmé, že závodník A není poslední, závodník B není první ani poslední, závodník C není první. Závodník D není též první.
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[image: image579.wmf]8
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 možností, tj. počet možností je snížen na osminu.

f) Závodník A se umístil před závodníkem B, též před závodníkem C, též před závodníkem D. Je zřejmé, že závodník A není poslední, nikdo ze závodníků B,C,D není první.
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 možností, tj. počet možností je snížen na čtvrtinu.

Příklad:

Ve skupině je 5 chlapců, jmenují se Zdeněk, Martin, Libor, Vilém, Viktor, označme je po řadě: Z, M, L, V1, V2.

Na základě následujících informací je máme seřadit podle výšky. Předpokládáme, že výšky chlapců jsou navzájem různé. Kdybychom neměli informace, je celkem 
[image: image582.wmf]120

!

5

=

 možností.
1) 
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Každá informace samostatně sníží počet možností na polovinu, tj. na 60. Dáme-li dohromady 1. a 3. informaci, dostaneme: 
[image: image591.wmf]M
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. Tím je počet možností snížen na šestinu, tj. na 20. Na základě 2. informace můžeme počet možností snížit ještě na polovinu (nezávislost), tj. na 10. Informace č. 6 je nadbytečná (redundantní), neboť vyplývá z 1. a 3. informace.
Dáme-li dohromady 2. a 4. informaci, dostaneme: 
[image: image592.wmf]1
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. Martin je tedy z nich nejvyšší. Počet možností se opět zredukoval, již na 6.
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Pokud přihlédneme k 5. informaci, počet možností se ještě sníží. Poslední možnost můžeme vyloučit. Pokud dále přihlédneme k 7. informaci, počet možností se dále sníží, zbudou nám již jen 3 možnosti.

[image: image594.wmf],

2

1

,

1

2

,

1

2

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

V

V

L

Z

M

V

V

L

Z

M

V

L

V

Z

M


Pokud přihlédneme k 8. informaci, máme již jen jednu možnost. 
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Informace č.1 a č.2 sníží počet možností na čtvrtinu, tj. na 30.

Informace č.1 a č.3 sníží počet možností na šestinu, tj. na 20.

Informace č.1 a č.4 sníží počet možností na třetinu, tj. na 40.

Informace č.1 a č.5 sníží počet možností na šestinu, tj. na 20.

Informace č.1 a č.6 sníží počet možností na třetinu, tj. na 40.

Informace č.1 a č.7 sníží počet možností na šestinu, tj. na 20.

Informace č.1 a č.8 sníží počet možností na čtvrtinu, tj. na 30.

…
Informace č.1 a č.2 a č.3 sníží počet možností na dvanáctinu, tj. na 10.
Informace č.1 a č.2 a č.4 sníží počet možností na osminu, tj. na 15.
…
Informace č.1 a č.2 a č.3 a č.4 sníží počet možností na dvacetinu, tj. na 6.
Příklad:

Závodů v běhu se účastnilo 6 závodníků A,B,C,D,E,F. Je celkem 
[image: image596.wmf]720
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 možných pořadí.
a) Na 1. místě nebyl závodník A, ani C.
b) Závodník D nebyl poslední.

Možností, kde je závodník A první, je 
[image: image597.wmf]120
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, možností, kde je závodník C první, je také 
[image: image598.wmf]120
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. Nemohou se závodníci A,C, umístit současně na 1. místě. Proto musíme ty možnosti vyloučit.
Počet možností je: 
[image: image599.wmf];
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Počet možností se na základě informace a) zredukoval na 480.
Možností, kde je závodník D poslední (na 6. místě) je 
[image: image600.wmf]120
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. Proto musíme ty možnosti vyloučit.

Počet možností je: 
[image: image601.wmf];
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Počet možností se na základě informace b) zredukoval na 600.

Počet možností se na základě informací a) i b) ještě více zredukuje. Pozor však, pouhým odečtením bychom některé možnosti odečetli 2×, proto je musíme zase přičíst. Možností, kdy závodník A byl na 1. místě a závodník D na 6. místě, je 
[image: image602.wmf]24
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. Možností, kdy závodník C byl na 1. místě a závodník D na 6. místě, je 
[image: image603.wmf]24
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Celkový počet možností je:

[image: image604.wmf];
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Počet možností se na základě informací a), b) zredukoval na 408.

Informace (jak pozitivní, tak negativní) lze vyjádřit maticově. Negativní informace vyznačíme křížkem.
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Negativní informace jsou závislé (nejsou nezávislé), protože se nevyskytují 2 křížky v jednom sloupci.

Příklad:

Závodů se účastnilo 6 závodníků A,B,C,D,E,F. Je celkem 
[image: image606.wmf]720
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6
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 možných pořadí.

a) Závodník D nebyl poslední.

b) Na 1. místě nebyl závodník C.

c) Na 2. místě nebyl závodník A.

Každá z těchto informací jednotlivě zredukuje počet možností na 
[image: image607.wmf];
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Pokud vezmeme v potaz 2 informace současně, počet možností se zredukuje na 
[image: image608.wmf];
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Pokud vezmeme v potaz všechny 3 informace současně, počet možností se zredukuje na 
[image: image609.wmf];
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Provedeme jisté zobecnění příkladu.
Máme-li pořadí o 
[image: image610.wmf]n

 prvcích, máme o něm 
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 negativních nezávislých informací 
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, je počet možností:
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Speciálně dostáváme:
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[image: image615.wmf];
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[image: image616.wmf];
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[image: image617.wmf];
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(viz též předchozí příklad)
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 EMBED Equation.3  [image: image619.wmf];
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Vrátíme se ještě k předchozímu příkladu. Kolik je možností, když víme, že žádný závodník se neumístil na místě, které přísluší pořadovému místu jeho písmene v abecedě.
Použijeme předchozí vzorec, možností je:

[image: image620.wmf];
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Informace (jak pozitivní, tak negativní) lze vyjádřit maticově. Negativní informace vyznačíme křížkem.
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Negativní informace jsou nezávislé, protože se nevyskytují 2 křížky v jednom sloupci ani v jednom řádku.
Pokud bude mezi negativními informacemi 1 jednoduchá závislost, bude počet možností nižší. Schematicky je znázorníme takto:
Svislý směr 
[image: image622.wmf]´

´

. Vodorovný směr 
[image: image623.wmf]´

´
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Počet možností je: 
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Pokud bude mezi negativními informacemi 2 jednoduché závislosti, bude počet možností nižší.
Počet možností je: 
[image: image625.wmf]å
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Bude-li mezi negativními informacemi 
[image: image626.wmf]m

 jednoduchých závislostí, bude počet možností nižší.
Počet možností je: 
[image: image627.wmf]å
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Pokud je 
[image: image628.wmf]n
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, klademe: 
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. Vzorec pro počet možností lze upravit takto: 
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[image: image631.wmf]å
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Pokud bude mezi negativními informacemi 1 dvojná závislost, bude počet možností nižší. Dvojné závislosti jsou dvojího typu (směr není rozhodující).
Typ 1 
[image: image632.wmf]´

´

´

, typ 2 
[image: image633.wmf]´
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´

.

Počet možností je (typ 1)
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Počet možností je (typ 2)
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Pokud bude mezi negativními informacemi 1 trojná závislost, bude počet možností nižší. Trojné závislosti jsou několikerého typu (směr není rozhodující).

Typ 1 
[image: image636.wmf]´
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, typ 2 
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, typ 3 
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, typ 4 
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Počet možností je (typ 1)
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Počet možností je (typ 2, typ 3)
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=

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

k

l

l

l

n

l

k

l

k

l

k

l

k

k

n

Po

0

)!

(

4

4

3

4

4

2

4

4

)

1

(

)

/

(


Počet možností je (typ 4)
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Posunutím získáme z trojné závislosti 2 jednoduché závislosti.
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Počet možností pak bude:
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 (viz dříve)
Posunutím získáme z dvojné závislosti jednoduchou závislost.
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Počet možností pak bude:
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Posunutím získáme z trojné závislosti dvojnou závislost.
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Počet možností pak bude:
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Posunutím získáme z trojné závislosti dvojnou závislost.
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Počet možností pak bude:
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Pokud bude mezi negativními informacemi 1 čtverá závislost, bude počet možností nižší. Trojné závislosti jsou několikerého typu (směr není rozhodující).
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Počet možností je (typ 1)
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Počet možností je (typ 2)
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Počet možností je (typ 3)
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Počet možností je (typ 4)
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Typ 5 
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Počet možností je (typ 5, typ 6)
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Počet možností je (typ 7, typ 8)
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