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Analytická geometrie
Analytická geometrie umožňuje pomocí pravoúhlé souřadné soustavy převést geometrický problém na numerický a řešit ho numericky.
K vytvoření pravoúhlé soustavy souřadné je nutno zvolit počátek soustavy souřadné a měřítko na osách. Vodorovná osa se značí jako osa 
[image: image141.wmf]2

H

, svislá osa se značí jako osa 
[image: image2.wmf]y

. Měřítko se na obou osách volí většinou stejné, i když tomu tak nemusí být vždy.
Každý bod v rovině má 2 souřadnice 
[image: image3.wmf][

]
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. První souřadnice je 
[image: image4.wmf]-

x

ová, udává vzdálenost bodu od počátku ve směru osy 
[image: image5.wmf]x

. Druhá souřadnice je 
[image: image6.wmf]-

y

ová, udává vzdálenost bodu od počátku ve směru osy 
[image: image7.wmf]y

.

Vektor v rovině je orientovaná úsečka, má 2 souřadnice (složky). Orientovaná úsečka vychází z počátečního bodu a vede do koncového bodu, značí se např. 
[image: image8.wmf]AB
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. Bod 
[image: image9.wmf]A

 je v tomto případě počáteční bod vektoru 
[image: image10.wmf]u

r

, bod 
[image: image11.wmf]B

 je v tomto případě koncový bod vektoru 
[image: image12.wmf]u

r

. Složky vektoru udávají vzdálenost koncového bodu od počátečního ve směru osy 
[image: image13.wmf]x

 a ve směru osy 
[image: image14.wmf]y

. Složky vektoru se určí tak, že se provede rozdíl souřadnic koncového a počátečního bodu.

[image: image15.wmf][
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Skalární součin vektorů se počítá následovně:

[image: image16.wmf];
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Vynásobíme složky na odpovídajících pozicích a vzniklé součiny sečteme. Protože výsledkem je číslo (skalár), nazývá se tento součin skalární.

Vektory (nenulové) jsou kolmé, právě když je jejich skalární součin roven nule
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Velikost (norma) vektoru se počítá následovně:
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u

u

r

r

r

×

=

+

=

2

2

2

1

2

u

u



[image: image19.wmf]u
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Norma (velikost) vektoru udává absolutní vzdálenost koncového bodu od počátečního.
Jde v podstatě o výpočet přepony dle Pythagorovy věty.
Pro úhel (nenulových) vektorů platí toto:

[image: image20.wmf];
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Kosinus úhlu vektorů je skalární součin lomený součinem velikostí.
Platí: 
[image: image21.wmf]1
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Je-li skalární součin vektorů kladný, svírají ostrý úhel. Je-li skalární součin vektorů záporný, svírají tupý úhel. Je-li skalární součin nulový, svírají pravý úhel, tj. jsou kolmé. Platí totiž: 
[image: image22.wmf]0
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Vzdálenost dvou bodů v rovině je velikost vektoru 
[image: image23.wmf]AB

, tj. počítá se podle vzorce: 
[image: image24.wmf];
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Jde v podstatě o výpočet přepony podle Pythagorovy věty.

Příklad:
Buď dán trojúhelník, jehož vrcholy mají následující souřadnice: 
[image: image25.wmf][
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Zjistíme, jestli je rovnostranný.

Řešení I.

Zjistíme vzdálenosti vrcholů, tj. velikosti vektorů: 
[image: image26.wmf],
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[image: image27.wmf];
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[image: image28.wmf];
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[image: image29.wmf];
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Trojúhelník má všechny 3 strany stejně dlouhé, je tedy rovnostranný.

Řešení II.

Zjistíme vnitřní úhly trojúhelníka.
Úhel 
[image: image30.wmf]a

 je úhel vektorů 
[image: image31.wmf],
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[image: image32.wmf];
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Úhel 
[image: image33.wmf]b

 je úhel vektorů 
[image: image34.wmf],
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[image: image35.wmf];
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Úhel 
[image: image36.wmf]g

 je úhel vektorů 
[image: image37.wmf],
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[image: image38.wmf];
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Přímka v rovině je vyjádřena lineární rovnicí. Rozlišujeme několik tvarů rovnice přímky.
· Parametrické rovnice přímky

· Obecná rovnice přímky

· Směrnicová rovnice přímky

Bod leží na přímce právě tehdy, když jeho souřadnice vyhovují rovnice přímky.
· Parametrické rovnice přímky
Je-li přímka 
[image: image39.wmf]p

 daná bodem a směrovým vektorem, můžeme přímku vyjádřit pomocí parametrických rovnic. Bod 
[image: image40.wmf][
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[image: image42.wmf];
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Je-li přímka daná dvěma body, určíme směrový vektor již známým způsobem.

· Obecná rovnice přímky
Obecná rovnice přímky má tvar: 
[image: image43.wmf]0
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, což je lineární rovnice. Platí: 
[image: image44.wmf];
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 tj. koeficienty u x a y představují složky normálového vektoru přímky. Také se uvádí obecný tvar rovnice přímky v tomto tvaru: 
[image: image45.wmf];
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 Z parametrického tvaru dostaneme obecný tvar tak, že rovnice vynásobíme vhodnými čísly, aby se po sečtení rovnic parametr vyloučil.
Poznamenejme, že obecná rovnice přímky není určena jednoznačně. Pokud rovnici vynásobíme číslem různým od nuly, vzniklá rovnice je stále rovnice téže přímky.

Je-li speciálně 
[image: image46.wmf]0
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c

, znamená to, že přímka prochází počátkem. Je-li speciálně 
[image: image47.wmf]0
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a

, znamená to, že přímka je rovnoběžná s osou x. Je-li speciálně 
[image: image48.wmf]0
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b

, znamená to, že přímka je rovnoběžná s osou y.

· Směrnicová rovnice přímky
Směrnicová rovnice přímky má tvar: 
[image: image49.wmf]q
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, kde koeficient 
[image: image50.wmf]k

 je směrnice přímky, což je tangens úhlu, který přímka svírá s kladnou poloosou x. Známe-li směrový vektor přímky, určíme směrnici snadno: 
[image: image51.wmf];
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[image: image52.wmf]0
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Přímky rovnoběžné s osou x mají nulovou směrnici, přímky rovnoběžné s osou y nemají směrnici (přímky bez směrnice).
Z obecného tvaru rovnice přímky dostaneme směrnicový tvar takto:

[image: image53.wmf];
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[image: image54.wmf];
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Přímku lze převést na směrnicový tvar, pokud je 
[image: image55.wmf]0

¹

b

. Je-li 
[image: image56.wmf]0
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b

, je to přímka bez směrnice.
Je-li přímka daná bodem a směrnicí, můžeme rovnici vyjádřit také takto: 
[image: image57.wmf]);
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 což lze upravit na tvar: 
[image: image58.wmf]);
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[image: image59.wmf];
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Poznamenejme ještě, že rovnoběžné přímky mají stejnou směrnici.
Je-li 
[image: image60.wmf]0
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, znamená to, že přímka prochází počátkem. Je-li 
[image: image61.wmf]0
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k

, znamená to, že přímka je rovnoběžná s osou x.

Směrový (normálový) vektor přímky není určen jednoznačně. Libovolný jeho nenulový násobek je také směrový (normálový) vektor přímky.
Příklad:
Určeme rovnici přímky, která prochází body: 
[image: image62.wmf][
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Řešení I.

Určíme směrový vektor přímky: 
[image: image63.wmf]);
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Směrový vektor přímky je: 
[image: image64.wmf]);
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Parametrické vyjádření přímky je: 
[image: image65.wmf];
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Nyní obě parametrické rovnice vynásobíme vhodným číslem, aby po se po sečtení parametr 
[image: image66.wmf]t

 vyloučil.

[image: image67.wmf]4

/

;

1

1

/

;

4

5

×

-

-

=

×

+

-

=

t

y

t

x



[image: image68.wmf];
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[image: image69.wmf];
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Obecný tvar rovnice přímky je: 
[image: image70.wmf];
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[image: image71.wmf];
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Koeficienty u 
[image: image72.wmf]y

x
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 určují složky normálového vektoru přímky, tj. 
[image: image73.wmf]);
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zřejmě platí: 
[image: image74.wmf]u
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Rovnici můžeme upravit takto: 
[image: image75.wmf];
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[image: image76.wmf];
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 což je směrnicový tvar rovnice přímky.
Řešení II.

Určíme směrnici přímky: 
[image: image77.wmf];
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Rovnici přímky určíme takto: 
[image: image78.wmf]);
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nebo také takto: 
[image: image81.wmf]);
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[image: image82.wmf]);
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[image: image83.wmf];
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Ověřte, že souřadnice bodů 
[image: image84.wmf]B

A

,

 vyhovují rovnici přímky.
Pomocí analytické geometrie lze řešit i některé praktické úlohy. Je ovšem nutno vhodně zvolit souřadnou soustavu.

Řešení III.

Vyjdeme ze směrnicového tvaru: 
[image: image85.wmf]q
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, souřadnice bodů musí vyhovovat rovnici.
Po dosazení souřadnic bodů dostaneme 2 rovnice o 2 neznámých.
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Pokud rovnice od sebe odečteme, dostaneme: 
[image: image87.wmf]k
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[image: image88.wmf]4

1

-

=

k

.
Konstantu 
[image: image89.wmf]q

 již dopočítáme snadno: 
[image: image90.wmf]4
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[image: image91.wmf];
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Obecně je: 
[image: image92.wmf]q
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, opět zde dostáváme: 
[image: image93.wmf];
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[image: image94.wmf]B
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Příklad:
Určeme souřadnice průsečíku přímek, přičemž jedna je dána rovnicí v obecném tvaru a druhá je dána parametricky.
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Parametrické vyjádření přímky 
[image: image96.wmf]q

 dosadíme do rovnice přímky 
[image: image97.wmf]p

.
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[image: image99.wmf]3
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Rovnice má jediné řešení, přímky jsou různoběžky a mají průsečík. Nyní dopočítáme souřadnice průsečíku.

[image: image100.wmf];
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Máme souřadnice průsečíku.


[image: image101.wmf][
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Příklad:
Určeme souřadnice průsečíku přímek, přičemž jedna je dána rovnicí v obecném tvaru a druhá je dána parametricky.
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Parametrické vyjádření přímky 
[image: image103.wmf]q

 dosadíme do rovnice přímky 
[image: image104.wmf]p

.
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[image: image106.wmf]7
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Rovnice nemá řešení, přímky jsou rovnoběžky (neprotínají se).
Příklad:
Určeme souřadnice průsečíku přímek, přičemž jedna je dána rovnicí v obecném tvaru a druhá je dána parametricky.
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Parametrické vyjádření přímky 
[image: image108.wmf]q

 dosadíme do rovnice přímky 
[image: image109.wmf]p

.
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[image: image111.wmf]1
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Rovnice má nekonečně mnoho řešení, přímky splývají.

Příklad:
[image: image1.wmf]x

Průchod má nestejně vysoké boční stěny o výškách 
[image: image112.wmf]2
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 a šířku 
[image: image113.wmf]d

. Údržbáři tam nechali opřené 2 žebříky, dolní konce jsou u opačných stran (viz náčrtek). Máme určit, v jaké výšce se žebříky kříží.
V bodě 
[image: image114.wmf]A

 zvolíme počátek soustavy souřadné, tj. jednotlivé body mají souřadnice:
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přímka 
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 je určena body: 
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Přímky vyjádříme ve směrnicovém tvaru: 
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 určíme souřadnice průsečíku.
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Souřadnice průsečíku jsou: 
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, nás zajímá 
[image: image126.wmf]-

y

ová souřadnice.
Žebříky se kříží ve výšce 
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, což je tzv. redukovaná výška. Je zajímavé, že výška křížení nezávisí na šířce průchodu.
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