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II. Vektorové prostory
Definice 2.1.
Vektorový prostor 
[image: image1.wmf]V

 nad tělesem 
[image: image2.wmf]T

 je množina, kde je definovaná binární operace 
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, tzv. sčítání vektorů a násobení vektoru skalárem, tj. prvkem z tělesa 
[image: image4.wmf]T

. Operace splňují následující podmínky:
1) 
[image: image5.wmf]V

Î

"

+

+

=

+

+

w

v

u

w

v

u

w

v

u

,

,

)

(

)

(
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Struktura 
[image: image13.wmf](
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 je komutativní (Abelova) grupa. Vektorový prostor je algebra s jednou binární operací 
[image: image14.wmf]"
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 a několika unárními operacemi (násobení skalárem, tj. prvkem z tělesa). Prvky z vektorového prostoru se nazývají vektory, prvky z tělesa se nazývají skaláry.
Věta 2.1.
Ve vektorovém prostoru 
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 nad tělesem 
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 platí:
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[image: image17.wmf])

0

(

0

T

V

Î

Î

"

=

×

u

0

u


2) 
[image: image18.wmf]V

T

c

c

c

Î

"

Î

"

-

=

×

-

u

u

u

)

(

)

(


3) 
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Důkaz:

1) 
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□
Poznámka:
Z věty 2.1. bod 2) speciálně vyplývá: 
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Připomeňme si, že symbol 
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, značí tzv. kartézskou mocninu, tj. množinu všech uspořádaných 
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Věta 2.2.

Buď 
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 těleso, pak množina 
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 tvoří vzhledem k následně definovaným operacím vektorový prostor nad 
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Důkaz:

Zřejmé, ověří se rozepsáním. Poznamenejme, že nulový vektor je vektor ze samých nul, tj. 
[image: image36.wmf][
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□
Poznámka:

Těleso je též možné chápat jako vektorový prostor sám nad sebou. Stačí v předchozí větě položit 
[image: image37.wmf]1
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Následující věta je jisté zobecnění předchozí věty.
Věta 2.3.

Buď 
[image: image38.wmf]T

 těleso, 
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 množina. Pak množina všech zobrazení množiny 
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 do tělesa 
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, což také značíme 
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Důkaz:

Zřejmé, ověří se rozepsáním.
□
Položíme-li ve větě 2.3. 
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Příklad 2.1.
Buď 
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Poznámka:

Těleso lze též chápat jako vektorový prostor nad libovolným podtělesem.

Uvažujme např. těleso komplexních čísel 
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[image: image61.wmf];
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Existuje totiž vzájemně jednoznačný vztah mezi komplexními čísly a uspořádanými dvojicemi reálných čísel.
Definice 2.2.

Buď 
[image: image62.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
[image: image63.wmf]T

. Neprázdná množina 
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 je podprostor prostoru 
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, jestliže platí:
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2) 
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 je vektorový prostor.
Značíme to 
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Věta 2.4.

Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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 je podprostor prostoru 
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 právě tehdy, když platí následující podmínky:
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Důkaz:

Je-li 
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, pak zřejmě platí uvedené podmínky. Nechť platí uvedené podmínky. Zřejmě je operace 
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Věta říká toto: Nutná a postačující podmínka pro to, aby podmnožina vektorového prostoru byla podprostor je, aby podmnožina byla uzavřená vzhledem ke „sčítání“ vektorů a „násobení vektoru skalárem“. Je též zřejmé, že každý podprostor obsahuje nulový vektor.
Věta 2.5.

Průnik podprostorů vektorového prostoru je opět podprostor.
Důkaz:
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Také platí: 
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Poznamenejme, že sjednocení podprostorů nemusí být podprostor.

V každém vektorovém prostoru existují tzv. triviální podprostory. Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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Příklad 2.2.

Zde si ukážeme příklady podprostorů.

Uvažujme vektorový prostor 
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Položme: 
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Podprostor 
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 je množina těch vektorů, které mají obě složky stejné.
Položme: 
[image: image100.wmf][

]

{

}

[

]

{

}

R

R

R

Î

Î

=

=

Î

=

a

x

a

x

x

a

y

y

x

U

a

,

;

;

2

2

, snadno se ověří, že 
[image: image101.wmf]V

U

a

ÍÍ

.
Uvažujme vektorový prostor 
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Příklad 2.3.

Zde si ukážeme příklady podprostorů.

Uvažujme vektorový prostor 
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snadno se ověří, že 
[image: image111.wmf]V

U

l

ÍÍ

 pro 
[image: image112.wmf]n

l

,

,

1

K

=

. 
[image: image113.wmf]V

U

=

1

.
Je to podprostor, jehož vektory mají prvních 
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 složek stejných.
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snadno se ověří, že 
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Je to podprostor vektorů, jejichž součet prvních 
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snadno se ověří, že 
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[image: image122.wmf]-
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tá složka vektoru je násobkem 
[image: image123.wmf]-
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té složky vektoru
Příklad 2.4.

Uvažujme rovinu. Existuje vzájemně jednoznačný vztah mezi body v rovině a uspořádanými dvojicemi reálných čísel. Každému bodu přiřadíme vektor (orientovanou úsečku) umístěný v počátku.

Přímka procházející počátkem tvoří podprostor.

viz náčrtek

Definice 2.3.
Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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Definice 2.4.

Vektory 
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Vektory 
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 jsou lineárně závislé (LZ), jestliže existuje lineární kombinace, pro kterou platí: 
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Také se říká, že množina vektorů 
[image: image134.wmf]{
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 je lineárně závislá či nezávislá.

Definice říká toto: Vektory jsou lineárně nezávislé, jestliže pouze triviální lineární kombinace (koeficienty jsou samé nuly) dává nulový vektor. Jestliže existuje netriviální lineární kombinace, která dává nulový vektor, jsou vektory lineárně závislé.
Věta 2.6.

Buď 
[image: image135.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
[image: image136.wmf]T
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[image: image137.wmf]{
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. Množina 
[image: image138.wmf]V
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 je lineárně závislá právě tehdy, jeli jeden vektor z množiny 
[image: image139.wmf]M

 lineární kombinací ostatních vektorů množiny 
[image: image140.wmf]M

.
Důkaz:

„(“ Množina 
[image: image141.wmf]V
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 je lineárně závislá, tj. existuje lineární kombinace s vlastností: 
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Protože 
[image: image144.wmf]T

 je těleso a 
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 je lineární kombinací ostatních vektorů.
„(“ Jeden vektor je lineární kombinací ostatních vektorů, tj. 
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[image: image150.wmf];

0

0

0

0

1

1

0

u

u

u

u

u

=

-

=

-

=

å

å

¹

=

=

j

j

j

n

j

j

j

j

j

n

j

j

j

d

c


Tedy vektory množiny 
[image: image151.wmf]V
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 jsou lineárně závislé.
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Obsahuje-li množina vektorů nulový vektor, je lineárně závislá. Uvažujme jednoprvkovou množinu 
[image: image152.wmf]{
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 je množina lineárně závislá.
Je zřejmé, že podmnožina lineárně nezávislé množiny je opět lineárně nezávislá.

Definice 2.5.

Buď 
[image: image155.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
[image: image156.wmf]T
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[image: image157.wmf]V

M

Ì

. Podprostor generovaný množinou 
[image: image158.wmf]M

 je nejmenší podprostor (ve smyslu inkluze), který množinu 
[image: image159.wmf]M

 obsahuje. Značíme 
[image: image160.wmf]ñ
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Definici lze říci také takto: Podprostor generovaný množinou 
[image: image161.wmf]M

 je průnik všech podprostorů, které obsahují množinu 
[image: image162.wmf]M

.
Definice 2.6.

Buď 
[image: image163.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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[image: image166.wmf]M

 je množina všech lineárních kombinací vektorů z množiny 
[image: image167.wmf]M

. Značíme 
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V následující větě ukážeme, že podprostor generovaný množinou 
[image: image169.wmf]M

 a lineární obal množiny 
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 je jedno a to samé. Prvky množiny 
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 se též nazývají generátory prostoru 
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Věta 2.7.

Buď 
[image: image173.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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 je roven lineárnímu obalu množiny 
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Důkaz:
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,

;

;

1

1

T

d

c

d

c

j

j

n

j

j

j

n

j

j

j

Î

=

=

å

å

=

=

u

w

u

v



[image: image181.wmf];
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Nechť 
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Dle věty 2.4. je lineární obal 
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 podprostor vektorového prostoru 
[image: image187.wmf]V
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Položme nyní: 
[image: image188.wmf];
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Postupně dostaneme: 
[image: image189.wmf]n
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Dostáváme tedy: 
[image: image191.wmf]V
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 je podprostor obsahující množinu 
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Nechť nyní 
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Z věty 2.4. plyne, že též 
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Tedy platí rovnost: 
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Věta 2.8.

Buď 
[image: image203.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
[image: image204.wmf]T
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[image: image205.wmf]V

M

Ì
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a) Množina 
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 je lineárně závislá právě tehdy, když existuje podmnožina 
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b) Množina 
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 je lineárně nezávislá právě tehdy, když pro každou podmnožinu platí: 
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Důkaz:

Věta 2.9.

Buďte 
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 je vektorový prostor nad tělesem 
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2) 
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Poznámka:

Tvrzení věty bod 2) by se dalo ještě zobecnit. Přičteme-li k libovolnému vektoru množiny libovolnou lineární kombinaci ostatních vektorů, lineární obal množiny se nezmění.
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Definice 2.7.
Buď 
[image: image217.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
[image: image218.wmf]T
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. Množina 
[image: image220.wmf]M

 je báze vektorového prostoru 
[image: image221.wmf]V

, jestliže platí následující podmínky:

1) Množina 
[image: image222.wmf]M

 je lineárně nezávislá.

2) Množina 
[image: image223.wmf]M

 generuje celý prostor 
[image: image224.wmf]V

, tj. 
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Věta 2.10.

Báze vektorového prostoru je:
1) maximální lineárně nezávislá množina.

2) minimální množina generátorů.

Důkaz:

Buď 
[image: image226.wmf]M

 báze vektorového prostoru 
[image: image227.wmf]V

 nad tělesem 
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. Důkaz provedeme sporem.
1) Nechť 
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 generuje celý prostor 
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 je tedy maximální lineárně nezávislá množina.
2) Nechť nyní 
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 je též množina generátorů, tj. 
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 dle předpokladu lineárně nezávislá, je dle věty 2.8. bod 2) též 
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[image: image241.wmf]M

 je tedy minimální množina generátorů.
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Ve vektorovém prostoru 
[image: image242.wmf]V

 položme: 
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, tj. systém lineárně nezávislých množin. Zřejmě je množina 
[image: image244.wmf]M

 částečně uspořádaná inkluzí.

Věta 2.11.

V každém vektorovém prostoru existuje báze.
Důkaz:

Předpokládejme, že vektorový prostor není triviální (obsahující jen nulový vektor). Zřejmě existuje lineárně nezávislá množina, stačí vzít množinu, která obsahuje jeden nenulový vektor. Protože systém lineárně nezávislých množin je částečně uspořádán inkluzí, můžeme utvořit řetězec lineárně nezávislých množin.
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Je-li řetězec shora omezený, existuje dle Zornova lemmatu maximální prvek, tj. 
[image: image246.wmf]n
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, což je báze vektorového prostoru (maximální lineárně nezávislá množina).
Pokud řetězec není shora omezený, můžeme utvořit nekonečný řetězec lineárně nezávislých množin.
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Stačí položit: 
[image: image248.wmf]U
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Důsledek:
Každou lineárně nezávislou množinu lze doplnit do báze.

Věta 2.12. (Steinitzova věta o výměně)

Buď 
[image: image249.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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 množina generátorů, tj. 
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Věta říká toto: Z množiny generátorů 
[image: image259.wmf]M

 můžeme jistých 
[image: image260.wmf]n

 vektorů „vyhodit“ a „nahradit“ je vektory z lineárně nezávislé množiny 
[image: image261.wmf]N
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Důkaz:

Provedeme indukcí dle 
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Báze vektorového prostoru není určena jednoznačně, ale v následující větě ukážeme, že všechny báze mají stejný počet prvků.

Věta 2.13.
Buďte 
[image: image265.wmf]N
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 dvě báze vektorového prostoru 
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. Pak mají stejný počet prvků, tj. 
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Definice 2.8.

Buď 
[image: image268.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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 se nazývá dimenze vektorového prostoru a značí se: 
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Z předchozí věty plyne, že definice je korektní.
Věta 2.14.

Buď 
[image: image273.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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 báze vektorového prostoru 
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Důkaz:
Protože báze 
[image: image281.wmf]M

 generuje prostor 
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Definice 2.9.
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Z předchozí věty plyne, že definice je korektní, neboť vyjádření je právě jedno.
Věta 2.15.
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Ukážeme, že 
[image: image316.wmf]M

 je báze vektorového prostoru 
[image: image317.wmf]n

T

V

=

.
Nechť 
[image: image318.wmf]0

e

=

å

=

n

j

j

j

c

1

, tj.

[image: image319.wmf]0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

1

2

1

2

1

=

=

=

=

Þ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

+

+

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

+

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

n

n

c

c

c

c

c

c

K

K

K

K

K

K


Rovnost může být splněna pouze tehdy, když jsou všechny koeficienty rovny nule, jsou vektory lineárně nezávislé. Buď nyní 
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Libovolný vektor 
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Protože báze 
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Uvažujme vektorový prostor 
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 nad tělesem 
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 Takto definovaná relace je kongruence na vektorovém prostoru, tj. je ekvivalence a navíc zachovává algebraické operace (sčítání, násobení skalárem), což dokážeme v následující větě.
Věta 2.x.
Buď 
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· tranzitivita: 
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Tedy relace 
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 je ekvivalence na vektorovém prostoru 
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Tedy relace 
[image: image347.wmf]r

 též zachovává algebraické operace, tudíž je kongruence na vektorovém prostoru 
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Věta 2.x.

Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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Existuje vzájemně jednoznačný vztah mezi podprostory a kongruencemi. Proto se někdy též hovoří o rozkladu vektorového prostoru podle podprostoru. Vznikne tak faktor-prostor, značí se 
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Věta 2.x.
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 Zbývá dokázat, že třídy (prvky faktor-prostoru) 
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Množině 
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 se též říká lineál, nebo-li „posunutý“ podprostor.
Použité zdroje:

1) Bečvář J.: Lineární algebra (staženo z internetu: http://www.mff.cuni.cz)

2) Bican L.: Lineární algebra a geometrie
3) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry

4) Kořínek V.: Základy algebry
_1409425554.unknown

_1783882326.unknown

_1783882979.unknown

_1783883396.unknown

_1783883778.unknown

_1783883972.unknown

_1783884240.unknown

_1783884321.unknown

_1794077303.unknown

_1794077319.unknown

_1783884348.unknown

_1783884302.unknown

_1783884050.unknown

_1783884188.unknown

_1783883999.unknown

_1783883888.unknown

_1783883930.unknown

_1783883941.unknown

_1783883889.unknown

_1783883886.unknown

_1783883887.unknown

_1783883885.unknown

_1783883874.unknown

_1783883575.unknown

_1783883699.unknown

_1783883769.unknown

_1783883676.unknown

_1783883502.unknown

_1783883539.unknown

_1783883501.unknown

_1783883212.unknown

_1783883287.unknown

_1783883337.unknown

_1783883232.unknown

_1783883097.unknown

_1783883178.unknown

_1783883073.unknown

_1783882696.unknown

_1783882810.unknown

_1783882876.unknown

_1783882907.unknown

_1783882841.unknown

_1783882737.unknown

_1783882780.unknown

_1783882714.unknown

_1783882587.unknown

_1783882625.unknown

_1783882666.unknown

_1783882623.unknown

_1783882507.unknown

_1783882556.unknown

_1783882402.unknown

_1409429581.unknown

_1409669919.unknown

_1434309328.unknown

_1492368202.unknown

_1645818895.unknown

_1783882175.unknown

_1783882255.unknown

_1645818896.unknown

_1492368337.unknown

_1492368567.unknown

_1493668042.unknown

_1492368430.unknown

_1492368326.unknown

_1434311959.unknown

_1434312653.unknown

_1486200155.unknown

_1486401647.unknown

_1486401840.unknown

_1486406182.unknown

_1486402008.unknown

_1486401655.unknown

_1486401813.unknown

_1486401616.unknown

_1434313070.unknown

_1434313577.unknown

_1434313053.unknown

_1434312414.unknown

_1434312488.unknown

_1434312330.unknown

_1434310827.unknown

_1434311410.unknown

_1434311801.unknown

_1434311027.unknown

_1434310405.unknown

_1434310614.unknown

_1434309545.unknown

_1409688922.unknown

_1410035511.unknown

_1434308935.unknown

_1434309124.unknown

_1410035790.unknown

_1434308456.unknown

_1434308506.unknown

_1434218318.unknown

_1434308370.unknown

_1410035632.unknown

_1409689693.unknown

_1410033987.unknown

_1410034830.unknown

_1410035146.unknown

_1410035106.unknown

_1410034144.unknown

_1410034219.unknown

_1409689286.unknown

_1409689344.unknown

_1409689569.unknown

_1409688955.unknown

_1409687806.unknown

_1409688337.unknown

_1409688633.unknown

_1409688779.unknown

_1409688519.unknown

_1409688380.unknown

_1409688464.unknown

_1409688165.unknown

_1409688216.unknown

_1409687905.unknown

_1409670486.unknown

_1409670671.unknown

_1409685280.unknown

_1409670528.unknown

_1409670174.unknown

_1409670459.unknown

_1409670095.unknown

_1409596323.unknown

_1409600580.unknown

_1409602716.unknown

_1409604211.unknown

_1409669843.unknown

_1409643057.unknown

_1409668833.unknown

_1409603937.unknown

_1409604025.unknown

_1409602749.unknown

_1409602433.unknown

_1409602582.unknown

_1409602611.unknown

_1409602434.unknown

_1409602468.unknown

_1409602128.unknown

_1409602132.unknown

_1409601814.unknown

_1409597611.unknown

_1409597793.unknown

_1409599895.unknown

_1409600146.unknown

_1409598597.unknown

_1409599833.unknown

_1409599245.unknown

_1409599244.unknown

_1409598345.unknown

_1409597792.unknown

_1409596710.unknown

_1409597119.unknown

_1409596534.unknown

_1409513806.unknown

_1409514429.unknown

_1409593379.unknown

_1409593192.unknown

_1409593326.unknown

_1409516191.unknown

_1409513844.unknown

_1409514293.unknown

_1409513928.unknown

_1409514266.unknown

_1409513817.unknown

_1409429804.unknown

_1409513331.unknown

_1409513631.unknown

_1409513655.unknown

_1409513468.unknown

_1409512719.unknown

_1409513284.unknown

_1409512482.unknown

_1409512547.unknown

_1409429643.unknown

_1409429673.unknown

_1409429620.unknown

_1409426318.unknown

_1409427586.unknown

_1409428258.unknown

_1409428887.unknown

_1409428963.unknown

_1409429441.unknown

_1409428620.unknown

_1409428080.unknown

_1409428130.unknown

_1409427737.unknown

_1409426596.unknown

_1409427240.unknown

_1409427356.unknown

_1409426666.unknown

_1409427184.unknown

_1409426463.unknown

_1409425934.unknown

_1409426115.unknown

_1409426288.unknown

_1409425998.unknown

_1409425675.unknown

_1409425847.unknown

_1409425605.unknown

_1409409477.unknown

_1409410710.unknown

_1409424687.unknown

_1409424868.unknown

_1409425460.unknown

_1409425055.unknown

_1409424774.unknown

_1409410908.unknown

_1409411114.unknown

_1409410838.unknown

_1409410162.unknown

_1409410428.unknown

_1409410690.unknown

_1409410163.unknown

_1409409848.unknown

_1409410010.unknown

_1409409523.unknown

_1409338784.unknown

_1409339297.unknown

_1409409089.unknown

_1409409328.unknown

_1409408800.unknown

_1409339045.unknown

_1409339255.unknown

_1409338895.unknown

_1409337085.unknown

_1409337426.unknown

_1409337663.unknown

_1409337197.unknown

_1409336883.unknown

_1402818254.unknown

_1402818818.unknown

_1402819766.unknown

_1409336773.unknown

_1402819610.unknown

_1402818896.unknown

_1402818695.unknown

_1402817402.unknown

_1402817615.unknown

_1402817365.unknown

