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III. Homomorfismy vektorových prostorů
Definice 3.1.
Buďte 
[image: image1.wmf]V
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 vektorové prostory nad týmž tělesem 
[image: image2.wmf]T

. Zobrazení 
[image: image3.wmf]V
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 je homomorfismus, jestliže splňuje následující podmínky:
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Zobrazení je homomorfismus, jestliže zachovává algebraické operace (viz též Alg.). Homomorfismus vektorových prostorů se též někdy nazývá lineární zobrazení, nebo též lineární operátor.
Definice 3.2.

Buď 
[image: image6.wmf]V
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 homomorfismus vektorových prostorů, pak definujeme:
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jádro homomorfismu
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obraz homomorfismu
Jádro homomorfismu 
[image: image9.wmf]f
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 je úplný vzor nulového vektoru. Označení je odvozeno od slova „kernel“ – jádro. Obraz homomorfismu 
[image: image10.wmf]f
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 je množina těch vektorů, které mají vzor. Označení je odvozeno od slova „image“ – obraz.

Následující věta říká, že 
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 je podprostor prostoru 
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Věta 3.1.
Buď 
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 homomorfismus. Pak platí:
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Definice 3.3.

Buď 
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 homomorfismus vektorových prostorů. Zobrazení 
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· izomorfismus, je-li navíc vzájemně jednoznačné (bijekce).

· endomorfismus, je-li 
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 (tj. homomorfismus vektorového prostoru do sebe)

· automorfismus, je-li vzájemně jednoznačný endomorfismus.

Označme symbolem 
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množinu všech homomorfismů vektorového prostoru 
[image: image36.wmf]U

 do vektorového prostoru 
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.

Věta 3.2.

Buďte 
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 vektorové prostory nad týmž tělesem. Pak množina všech homomorfismů 
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 tvoří též vektorový prostor.
Důkaz:
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Pak definujme homomorfismus: 
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dále definujeme homomorfismus: 
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Ostatní se již snadno ověří.
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Věta 3.3.
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 homomorfismus. Pak složené zobrazení 
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 je též homomorfismus.
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Tedy složené zobrazení 
[image: image50.wmf]f
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 je též homomorfismus.
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Věta 3.4.

Buď 
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[image: image52.wmf]U

V

f

®

-

:

1

 je též izomorfismus.
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[image: image56.wmf]);

(

)

(

))

(

(

))

(

)

(

(

)

(

*

1

*

1

1

1

*

*

1

v

u

v

u

v

u

v

u

v

u

-

-

-

-

-

+

=

+

=

+

=

+

=

+

f

f

f

f

f

f

f

f
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Tedy zobrazení 
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Poznámka:
Množina všech endomorfismů vektorového prostoru 
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 se značí: 
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. Snadno se ověří, že množina automorfismů vzhledem ke skládání tvoří grupu 
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Věta 3.5.

Buď 
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 homomorfismus vektorových prostorů. Pak platí:
1) Zobrazení 
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 je prostý homomorfismus
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 je prosté.
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 je zobrazení na.
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Homomorfismus je prostý právě tehdy, když jádro je triviální podprostor (obsahující pouze nulový vektor). Také zřejmě platí toto: Zobrazení 
[image: image80.wmf]f

 je izomorfismus právě tehdy, když 
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Věta 3.6.

Buď 
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3) Plyne bezprostředně z bodů 1) a 2). Báze 
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Věta 3.7.
Buďte 
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Tedy zobrazení 
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Dokázali jsme existenci, ještě dokážeme jednoznačnost.
Buďte tedy 2 homomorfismy: 
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□
Z předchozí věty vyplývá, že homomorfismus stačí zadat na vektorech báze. Věta říká, že zobrazení dané na vektorech báze lze jednoznačně rozšířit na homomorfismus celého prostoru.
Definice 3.4.
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Věta 3.8.

Buď 
[image: image156.wmf]V

U

f

®

:

 homomorfismus, pak platí: 
[image: image157.wmf]U

f

h

f

d

dim

)

(

)

(

=

+

.
Důkaz:

Buď 
[image: image158.wmf]n

U

=

dim

, dále buď 
[image: image159.wmf]{

}

U

M

k

Ì

=

u

u

;

;

1

0

K

 báze podprostoru 
[image: image160.wmf]f

Ker

, tj. 
[image: image161.wmf]f

M

Ker

0

=

ñ

á

 množina 
[image: image162.wmf]0

M

 je LN. Tedy 
[image: image163.wmf]n

k

f

f

d

£

=

=

Ker

dim

)

(

. Množinu 
[image: image164.wmf]0

M

 doplníme do báze celého prostoru 
[image: image165.wmf]U

, tj. 
[image: image166.wmf]{

}

n

k

k

M

u

u

u

u

,

,

,

,

,

1

1

K

K

+

=

 je báze prostoru 
[image: image167.wmf]U

. Platí: 
[image: image168.wmf];

)

(

)

(

1

0

u

u

=

=

=

k

f

f

K

 
[image: image169.wmf];

)

(

,

;

)

(

1

0

u

0

u

¹

¹

+

n

k

f

f

K

 Vektory 
[image: image170.wmf]f

n

k

Ker

,

,

1

Ï

+

u

u

K

.
Nyní ukážeme, že vektory 
[image: image171.wmf]);

(

,

);

(

1

n

k

f

f

u

u

K

+

 jsou lineárně nezávislé.
Nechť je tedy 
[image: image172.wmf];

Ker

)

(

)

(

1

1

1

f

c

c

f

f

c

n

k

j

j

j

n

k

j

j

j

n

k

j

j

j

Î

Þ

=

=

å

å

å

+

=

+

=

+

=

u

u

u

0

 (a nějaký koeficient je nenulový), tudíž 
[image: image173.wmf];

1

1

1

1

0

u

u

u

u

=

-

Þ

=

å

å

å

å

+

=

=

=

+

=

n

k

j

j

j

k

j

j

j

k

j

j

j

n

k

j

j

j

c

d

d

c

 To je ale spor s tím, že množina 
[image: image174.wmf]{

}

n

k

k

M

u

u

u

u

,

,

,

,

,

1

1

K

K

+

=

 je lineárně nezávislá. Tedy jsou vektory 
[image: image175.wmf]);

(

,

);

(

1

n

k

f

f

u

u

K

+

 lineárně nezávislé. Ukážeme ještě, že generují prostor 
[image: image176.wmf]f

Im

, tj. 
[image: image177.wmf]V

f

f

f

n

k

ÌÌ

=

ñ

á

+

Im

)

(

,

),

(

1

u

u

K

.
Buď 
[image: image178.wmf];

)

(

:

Im

*

*

v

v

v

v

=

Î

$

Þ

Î

f

U

f


Existují koeficienty 
[image: image179.wmf]T

c

c

n

Î

ˆ

,

,

ˆ

1

K

 tak, že platí: 
[image: image180.wmf]å

=

=

n

j

j

j

c

1

ˆ

u

v

, pak dostáváme: 
[image: image181.wmf];

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

ˆ

(

)

(

1

1

1

1

1

*

å

å

å

å

å

+

=

+

=

=

=

=

+

=

+

=

=

=

=

n

k

j

j

j

n

k

j

j

j

k

j

j

j

n

j

j

j

n

j

j

j

f

c

f

c

f

c

f

c

c

f

f

u

0

u

u

u

u

v

v

 tj. 
[image: image182.wmf]å

+

=

=

n

k

j

j

j

f

c

1

*

)

(

ˆ

u

v

, tedy vskutku je: 
[image: image183.wmf]f

f

f

n

k

Im

)

(

,

),

(

1

=

ñ

á

+

u

u

K

, tj. množina 
[image: image184.wmf]{

}

)

(

,

),

(

1

n

k

f

f

u

u

K

+

 je báze prostoru 
[image: image185.wmf]V

f

ÌÌ

Im

.
Tedy máme: 
[image: image186.wmf]);

(

dim

;

Im

dim

)

(

;

Ker

dim

)

(

k

n

k

n

U

k

n

f

f

h

k

f

f

d

-

+

=

=

-

=

=

=

=

 Tím je důkaz věty proveden.
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Věta 3.9.
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Věta 3.x.
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Máme-li daný vektor 
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Tedy zobrazení 
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Důsledek:
Buďte 
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Zobrazení, které každému vektoru přiřadí vektor souřadnic vzhledem k bázi, je izomorfismus.
Věta 3.x.
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Tedy relace 
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 je skutečně kongruence na prostoru 
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 a odpovídá ji podprostor 
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Tato věta má důležitý důsledek. Buď dán 
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Tedy libovolný vektor, jehož obraz při homomorfismu je 
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Najít úplný vzor vektoru 
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Věta 3.x.

Buď 
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 vektorový prostor, 
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 kongruence odpovídající podprostoru 
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 Pak takto definované zobrazení (přirozená projekce) je homomorfismus prostoru 
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Tedy přirozená projekce 
[image: image279.wmf]r

p
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 je prosté: 
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 je zobrazení na: 
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Zobrazení 
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 je homomorfismus: buďte 
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Tedy zobrazení 
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Použité zdroje:

1) Bečvář J.: Lineární algebra (staženo z internetu: http://www.mff.cuni.cz)

2) Bican L.: Lineární algebra a geometrie
3) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry

4) Kořínek V.: Základy algebry
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