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IV. Matice
Definice 4.1.
Buď 
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Matice je vlastně obdélníkové schéma prvků z tělesa (speciálně čísel) uspořádané do 
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 řádků a 
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Prvek matice 
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Řádky matice jsou 
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Dvě matice 
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 se rovnají, pokud jsou stejného typu a prvky na odpovídajících si pozicích se rovnají, tj. platí: 
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Definice 4.2.

Buďte 
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 matice nad tělesem 
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 typu 
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 Násobení matice skalárem (prvkem z tělesa) definujeme takto: 
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Z definice je zřejmé, že sečíst lze jen matice téhož typu. Sečtou se prvky na odpovídajících si pozicích. Matice se násobí skalárem tak, že se jím vynásobí každý prvek matice.
Věta 4.1.
Množina všech matic typu 
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Důkaz:
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Zřejmě množina 
[image: image53.wmf]{

}

n

j

m

i

ij

,

,

1

;

,

,

1

K

K

=

=

E

 obsahuje 
[image: image54.wmf]n

m

×

 prvků a tvoří bázi vektorového prostoru 
[image: image55.wmf])

(

,

T

M

n

m

. Nulová matice je matice ze samých nul. Ostatní je zřejmé.
□
Poznámka:

Také můžeme definovat matice nad okruhem (viz Algebra).

Nyní se zmíníme o některých důležitých druzích matic.
Definice 4.3.

Má-li matice stejně řádků jako sloupců, nazývá se čtvercová matice, je to matice typu 
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 diagonální matice. Diagonální matice má mimo hlavní diagonálu nuly. Někdy se též značí: 
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Pokud má diagonální matice na hlavní diagonále jedničky, nazývá se jednotková matice, značí se 
[image: image64.wmf]n
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. Pokud je zřejmý typ, číslo se vynechává. Prvky jednotkové matice jsou 
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 (tzv. Kroneckerovo delta).
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Pozor: Jednotková matice má na hlavní diagonále 1, mimo ni 0. Není to matice ze samých 1.
Definice 4.3a.

Buď 
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Horní trojúhelníková matice má „pod“ hlavní diagonálou nuly, dolní trojúhelníková matice má „nad“ hlavní diagonálou nuly.
Definice 4.x. (součin matic)
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Součin matic 
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Násobení matic je možné pouze v případě, že první matice má tolik sloupců, co druhá řádků. Navíc násobení matic není komutativní (závisí na pořadí), i když je násobení možné z obou stran.
Násobení matic se provádí tak, že se řádek první matice násobí sloupcem druhé matice jako kanonický skalární součin vektorů. Prvek na pozici 
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Na následujícím příkladu si ukážeme, že násobení matic není komutativní a že součin nenulových matic může dát nulovou matici.
Příklad 4.x.
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Věta 4.2.
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 matice. Pak platí následující:
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Důsledek:
Množina čtvercových matic 
[image: image117.wmf])
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 komutativní grupa, nulová matice představuje neutrální prvek. Násobení matic je vzhledem ke sčítání distributivní zprava i zleva. Jednotková matice představuje neutrální prvek vzhledem k násobení. Není to komutativní okruh, není to ani obor integrity, neboť součin nenulových matic může dát nulovou matici.
Definice 4.x.
Buď dána matice typu 
[image: image120.wmf]n
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 jako vektorový prostor generovaný řádkovými vektory matice, značíme: 
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 Podobně definujeme sloupcový prostor matice 
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 jako vektorový prostor generovaný sloupcovými vektory matice, značíme: 
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Zřejmě platí: 
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Věta 4.x.
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Důsledek:
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Vektory mohou být řádkové i sloupcové. Vektor 
[image: image150.wmf]x

 bude sloupcový vektor, vektor 
[image: image151.wmf]T
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 bude řádkový vektor.

Důsledek:

Buď dána matice 
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Definice 4.x.
Buď dána matice 
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Věta 4.x.
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Definice 4.x.
Buď 
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 čtvercová matice. Matice 
[image: image174.wmf]A
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[image: image175.wmf]A

A

=

T

 (
[image: image176.wmf];

,

,

1

,

n

j

i

a

a

ji

ij

K

=

"

=

), matice 
[image: image177.wmf]A

 je antisymetrická, jestliže platí: 
[image: image178.wmf]A

A

-

=

T

 (
[image: image179.wmf];

,

,

1

,

n

j

i

a

a

ji

ij

K

=

"

-

=

).
Množinu všech symetrických matic řádu 
[image: image180.wmf]n

 značíme: 
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 značíme: 
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Poznámka:
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Poznámka:

Čtvercová diagonální matice je zřejmě symetrická.

Zřejmě platí: 
[image: image186.wmf];
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Věta 4.x.
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Nechť je dále 
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□
Věta 4.x.

Buď dána matice 
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Tedy matice 
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Příklad 4.x.
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 součet všech prvků matice.

Součet všech sloupcových součtů je roven součtu všech prvků matice, součet všech řádových součtů je také roven součtu všech prvků matice. Zde se ukazuje známé pravidlo: Součty musí jít do kříže.
Definice 4.x.
Buď dána matice 
[image: image249.wmf])
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. Pak řádkovou hodností matice 
[image: image250.wmf]A

 rozumíme dimenzi prostoru generovaného řádky matice, sloupcovou hodností rozumíme dimenzi prostoru generovaného sloupci matice.
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Věta 4.x.
Buď dána matice 
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Protože se řádková hodnost matice rovná sloupcové hodnosti, můžeme říkat pouze hodnost matice a značit pouze: 
[image: image255.wmf])
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Věta 4.x.

Buďte 
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Platí toto: 
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□
Věta říká, že hodnost součinu matic je menší nebo rovna než hodnost libovolného činitele.
Definice 4.x.
Buď 
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Poznámka:
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Věta 4.x.
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Věta 4.x.
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□
Čtvercová matice je regulární právě tehdy, když je invertibilní.
Poznámka:
Je-li matice 
[image: image315.wmf])
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 regulární, značíme inverzní matici: 
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. Později si ukážeme, jak najít inverzní matici, tj. jak matici invertovat. Většina úloh z lineární algebry vede na invertování matic nebo na řešení soustav lineárních rovnic.
Věta 4.x.
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□

Vynásobíme-li matici regulární maticí, hodnost se nezmění. Z toho plyne také důležitý důsledek: Součin dvou čtvercových regulárních matic je opět regulární matice.

Věta 4.x.
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Důkaz:
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Důsledek:

Inverzní matice k regulární symetrické matici je též symetrická.

Označme symbolem 
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Věta 4.x.

Množina regulárních matic 
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 tvoří vzhledem k násobení grupu, tj. 
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Buďte 
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Položme si ještě otázku, jaké je centrum grupy 
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Množina všech diagonálních matic, které mají na hlavní diagonále všechny prvky nenulové, tvoří podgrupu grupy 
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Věta 4.x.
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Důkaz:
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, tj. matice má lineárně nezávislé sloupce, řádky má lineárně závislé.
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Tedy existují koeficienty: 
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Poznámka:

V případě 
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Ani levá, ani pravá inverzní matice není obecně určena jednoznačně.
Věta 4.x.
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Důkaz:

Platí toto: 
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Věta 4.x. (o skeletním rozkladu)
Nechť je dána matice 
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Důkaz:

Ukážeme si 2 způsoby, jednou vyjdeme od sloupců, podruhé od řádků.

· vyjdeme od sloupců
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Položme: 
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· vyjdeme od řádků
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Položme: 
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□
Poznámka:
Skeletní rozklad matice není určen jednoznačně. Z důkazu věty je patrné, že do matice 
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Elementární řádkové transformace jsou tyto:
· Vynásobení libovolného řádku nenulovým prvkem.

· Přičtení k libovolnému řádku libovolný násobek jiného řádku.

Elementárními transformacemi se nemění hodnost matice. Pomocí elementárních transformací se také hledá inverzní matice nebo řeší soustava lineárních rovnic (viz dále).
Příklad 4.x.

Buď dána matice 
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Již nyní víme, že 
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tedy 
[image: image437.wmf]2

)

(

=

A

h

.
Znamená to, že řádky matice jsou lineárně závislé vektory. Kdybychom měli najít vztah, který to demonstruje, postupovali bychom následovně:
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Vztah, který demonstruje lineární závislost řádků matice, je následující:
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 tj. netriviální lineární kombinace dává nulový vektor.
Příklad 4.x.
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Již nyní víme, že 
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Vztahy, které demonstrují lineární závislost řádků matice, jsou následující:
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 tj. netriviální lineární kombinace dává nulový vektor.

Příklad 4.x.

Buď dána matice 
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 určeme její hodnost, tj. 
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Již nyní víme, že 
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Hledání inverzní matice si ukážeme na příkladech. Platí toto: Tytéž transformace, které danou matici převádějí na jednotkovou, převádějí jednotkovou matici na inverzní.

Příklad 4.x.

Buď dána matice 
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, najdeme k ní matici inverzní.
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Dostali jsme: 
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Ještě to ověříme vynásobením matic.
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Tím jsme ověřili, že nalezená matice je vskutku inverzní maticí k původní matici. To také znamená, že matice je regulární, tj. má plnou hodnost 
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.
Kdyby původní matice nebyla regulární (byla singulární), vyšel by při úpravách nulový řádek a nemohli bychom ve výpočtu pokračovat.
Příklad 4.x.

Buď dána matice 
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, najdeme k ní matici inverzní.
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Dostali jsme: 
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Ještě to ověříme vynásobením matic.
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Příklad 4.x.

Invertujme matici typu 
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(Při úpravách jsme předpokládali, že 
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neboť platí: 
[image: image479.wmf];
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Čtvercová matice je invertibilní, právě tehdy, když je regulární, právě tehdy, když determinant je nenulový (determinant matice, viz kap. 7).
Ještě to vynásobením ověříme.
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Můžeme to vyjádřit také takto: 
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Je-li speciálně: 
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Pseudoinverzní matice

Již víme, že ne každou matici lze invertovat, tj. najít k ní inverzní matici. Inverzní matice existuje pouze k regulární čtvercové matici. Ke každé matici ale existuje matice, která se svými vlastnostmi aspoň inverzní matici podobá, nazývá se pseudoinverzní matice.

Definice 4.x.
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Věta 4.x.
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Platí toto: 
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Věta 4.x.
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Důkaz:

Platí toto: 
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Tedy matice 
[image: image521.wmf];

)

(

)

(

W

PA

I

AP

I

V

P

-

+

-

+

n

m

 je pseudoinverzní k matici 
[image: image522.wmf]A

 pro libovolné matice 
[image: image523.wmf])

(

,

,

T

M

m

n

Î

W

V

.

Nechť 
[image: image524.wmf])

(

~

,

T

M

m

n

Î

P

 je jiná pseudoinverzní matice, tj. 
[image: image525.wmf]A

P

A

A

A

P

A

=

=

~

. Položme: 
[image: image526.wmf];

~

;

~

P

P

W

P

A

P

V

-

=

=



[image: image527.wmf]=

-

-

+

-

+

=

-

+

-

+

)

~

)(

(

)

(

~

)

(

)

(

P

P

PA

I

AP

I

P

A

P

P

W

PA

I

AP

I

V

P

n

m

n

m



[image: image528.wmf];

~

~

~

~

~

~

P

P

A

P

P

P

A

P

P

A

P

P

A

P

P

P

P

A

P

A

P

P

A

P

P

=

+

+

-

=

+

-

-

+

-

+

=


□
Pseudoinverzních matic je vícero, ale jedna z nich je zvlášť významná. Nazývá se Moore-Penroseova pseudoinverzní matice. Má ještě další význačné vlastnosti, navíc je již určena jednoznačně.
Definice 4.x.
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Položme: 
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Ověříme, že takto definovaná matice splňuje podmínky z def. 4.x., tj. je skutečně Moore-Penroseova pseudoinverzní matice.
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Transponováním se snadno ověří, že matice 
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Dokázali jsme existenci, ještě dokážeme jednoznačnost.
Předpokládejme, že 
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Vynásobme rovnost 
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vzhledem k symetrii matic máme: 
[image: image559.wmf];
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Vynásobme rovnost 
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A

A

A

A

A

+

+

=

~

 zprava maticí 
[image: image561.wmf]+

A

, dostaneme:

[image: image562.wmf];

)

~

(

)

(

)

(

~

~

T

T

T

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

Þ

=

Þ

=

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A


vzhledem k symetrii matic máme: 
[image: image563.wmf];
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Tedy máme toto: 
[image: image564.wmf];
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čímž jsme dokázali i jednoznačnost Moore-Penroseovy pseudoinverzní matice.

□
Poznamenejme, že matice 
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 jsou symetrické a také idempotentní.
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Později ukážeme (kap. 10), že 
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 je projektivní matice do prostoru 
[image: image568.wmf])
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 je projektivní matice do prostoru 
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Poznámka:
Nechť 
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 je pravá inverzní matice k matici 
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 (viz V 4.x.).
Ačkoli skeletní rozklad matice není určen jednoznačně, Moore-Penroseova pseudoinverzní matice je určena jednoznačně. To je také zajímavé.

Věta 4.x.
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 tj. matice má víc (nebo stejně) řádků než sloupců a má plnou hodnost, tj. sloupce matice 
[image: image579.wmf]X

 jsou lineárně nezávislé. Pak pro libovolnou pseudoinverzní matici 
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Důkaz:

Skeletní rozklad matice 
[image: image582.wmf]X

 je tento: 
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)

(

)

(

)

(

1

1

1

T

T

T

T

T

r

r

T

r

X

X

X

X

X

X

I

I

I

X

-

-

-

+

=

=

 zřejmě je: 
[image: image585.wmf]r
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Dle věty 4.x. lze libovolnou pseudoinverzní matici vyjádřit ve tvaru: 
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□
Věta 4.x.

Buď 
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 tj. matice má víc (nebo stejně) sloupců než řádků a má plnou hodnost, tj. řádky matice 
[image: image589.wmf]X

 jsou lineárně nezávislé. Pak pro libovolnou pseudoinverzní matici 
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 (libovolná pseudoinverzní matice je pravá inverzní matice).

Důkaz:

Skeletní rozklad matice 
[image: image592.wmf]X

 je tento: 
[image: image593.wmf];
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Dle věty 4.x. lze libovolnou pseudoinverzní matici vyjádřit ve tvaru: 
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Důsledek:
Buď 
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 tj. matice je čtvercová a regulární. Pak inverzní matice 
[image: image599.wmf]1
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 je jediná pseudoinverzní matice k matici 
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Poznámka:

Z důkazu vět 4.x. a 4.x. vyplývá toto:
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Poznámka:

Pro každou matici platí toto: 
[image: image603.wmf]);
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Věta 4.x. (pravidlo 5X)
Buď dána matice 
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Důkaz:
Platí toto: 
[image: image607.wmf];
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 je symetrická. Transponováním vztahu dostaneme: 
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tedy 
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a podobně 
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□
Hledání pseudoinverzní matice si ukážeme na několika příkladech.

Příklad 4.x.
Buď dána matice 
[image: image617.wmf])
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 matice je tedy singulární, neexistuje k ní inverzní matice. Pokusíme se najít Moore-Penroseovu pseudoinverzní matici.

Skeletní rozklad je např. 
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Příklad 4.x.

Buď dána matice 
[image: image625.wmf])

(

2

R

A

M

Î

.
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 matice je tedy singulární, neexistuje k ní inverzní matice. Pokusíme se najít Moore-Penroseovu pseudoinverzní matici.

Skeletní rozklad je např. 
[image: image627.wmf](
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Příklad 4.x.

Buď dána matice 
[image: image632.wmf])
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 matice je tedy singulární, neexistuje k ní inverzní matice. Pokusíme se najít Moore-Penroseovu pseudoinverzní matici.

Skeletní rozklad je např. 
[image: image634.wmf](
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Příklad 4.x.
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Buď dána čtvercová diagonální matice 
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Příklad 4.x.

Předchozí příklad poněkud zobecníme.

Buď dána čtvercová diagonální matice 
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 je počet nulových prvků na hlavní diagonále.
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Pak Moore-Penroseova pseudoinverzní matice má tvar:
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Tedy je také diagonální. Tam, kde byl v původní matici nulový prvek, je také nulový prvek. Tam, kde byl v původní matici nenulový prvek, je prvek k němu inverzní.
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 jsou také diagonální, mají na hlavní diagonále prvky 
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. Tam, kde byl v původní matici nulový prvek, je také nulový prvek. Tam, kde byl v původní matici nenulový prvek, je jednotkový prvek
Příklad 4.x.
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Pokusíme se najít Moore-Penroseovu pseudoinverzní matici.
Najdeme skeletní rozklad matice.
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Určíme matice 
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Zkusme ještě jiný skeletní rozklad matice.
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Určíme matice 
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)

~

~

(

,

)

~

~

(

1

1

-

-

T

T

C

C

B

B



[image: image688.wmf];

;

;

;

1

;

0

;

;

;

;

1

~

;

1

;

;

;

0

;

0

;

;

;

1

~

;

1

;

0

;

2

;

1

;

0

;

1

;

1

;

2

3

2

3

1

3

1

3

2

2

1

2

3

2

1

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ



[image: image689.wmf];

;

2

;

1

;

1

;

2

3

1

;

;

;

;

)

~

~

(

3

2

3

1

3

1

3

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

B

B

T



[image: image690.wmf];

;

;

;

1

;

0

;

;

;

;

1

~

;

1

;

;

;

0

;

0

;

;

;

1

~

;

1

;

0

;

5

;

8

;

0

;

1

;

8

;

14

6

14

6

8

6

8

6

5

14

8

14

8

14

6

14

1

14

8

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ



[image: image691.wmf];

;

14

;

8

;

8

;

5

6

1

;

;

;

;

)

~

~

(

6

14

6

8

6

8

6

5

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

T

C

C



[image: image692.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

-

-

+

;

1

;

1

;

0

;

1

;

0

;

1

;

2

;

1

;

1

;

2

3

1

;

14

;

8

;

8

;

5

6

1

;

0

;

1

;

2

;

3

;

1

;

2

~

)

~

~

(

)

~

~

(

~

1

1

T

T

T

T

B

B

B

C

C

C

A



[image: image693.wmf];

;

1

;

7

;

6

;

1

;

3

;

2

;

0

;

2

;

2

6

1

3

;

21

;

18

;

3

;

9

;

6

;

0

;

6

;

6

18

1

;

1

;

2

;

1

;

1

;

1

;

2

;

8

;

5

;

4

;

1

;

2

;

2

18

1

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

A


Příklad 4.x.

Určeme Moore-Penroseovu pseudoinverzní matici k matici: 
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Matice 
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 je typu 
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  (viz Př. 4.x.)
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Příklad 4.x.

Uvažujme matici typu 
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Určíme k ní Moore-Penroseovu pseudoinverzní matici.
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 (skeletní rozklad)
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Později si ukážeme ještě jiný způsob výpočtu pseudoinverzní matice.
Uvažujme nyní čtvercové matice nad tělesem 
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, tj. těleso 
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 je podtěleso tělesa reálných čísel (případ 
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 není vyloučen). Budeme využívat jeho uspořádání.
Definice 4.x.

Buď 
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· negativně definitní, jestliže platí: 
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· positivně semidefinitní, jestliže platí: 
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· negativně semidefinitní, jestliže platí: 
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Věta 4.x.
Jeli za dané situace matice 
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Důkaz:

Provedeme sporem, nechť je matice 
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Tedy také 
[image: image726.wmf];
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Poznámka:

Důkaz lze provést také takto: Nechť je např. matice 
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 positivně definitní. 
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Věta 4.x.

Buď za dané situace 
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Zvolme 
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□
Věta 4.x.

Buď za dané situace 
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(

,

T

M

r

n

Î

B

, přičemž 
[image: image746.wmf]n

r

h

£

=

)

(

B

. Pak matice 
[image: image747.wmf]B
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Důkaz:

Matice 
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 má více řádků než sloupců, sloupce matice jsou lineárně nezávislé. Tedy případ 
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[image: image752.wmf];
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□
Důsledek:
Za dané situace je matice 
[image: image756.wmf])
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 regulární, tudíž invertibilní.

Dodatek

Někdy se matice zapisují ve tvaru bloků, tj. prvky matice jsou opět matice. Takové matice se nazývá blokové, užívají pro stručnost zápisu. Uvedeme si příklad blokové matice.


[image: image757.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

22

21

12

11

A

A

A

A


Předpokládáme, že matice 
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Bloková matice je typu 
[image: image764.wmf])
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. Je dobré, aby bloky „lícovaly“.
Sčítání blokových matice je zřejmé, musí být odpovídající bloky stejných typů. Násobení blokové matice číslem je zřejmé. Za jistých předpokladů lze násobit blokové matice.
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První bloková matice je typu 
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Za uvedených předpokladů jsou všechny dílčí součiny matic proveditelné, výsledný součet matic je též proveditelný (ověřte).
Dále se budeme zabývat inverzí blokové matice.
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Bloková matice je čtvercová typu 
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 je čtvercová matice řádu 
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[image: image779.wmf]n

. Bloky 
[image: image780.wmf]C

B

,

 jsou obdélníkové matice.
Předpokládejme, že matice 
[image: image781.wmf]A

 je regulární, položme: 
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Dostali jsme toto: 
[image: image786.wmf];
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což je vzorec pro inverzi blokové matice.
Předpokládejme, že matice 
[image: image787.wmf]D

 je regulární, položme: 
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Dostali jsme toto: 
[image: image792.wmf];
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což je vzorec pro inverzi blokové matice.

Bloky v inverzní matici jsou stejných typů jako odpovídající bloky v původní matici.
Inverzi blokové matice lze provést také takto:
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Po rozepsání dostaneme soustavu maticových rovnic.
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[image: image795.wmf];
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Vyloučíme-li vhodnými úpravami z první a druhé rovnice matici 
[image: image796.wmf]M

, dostaneme vztah: 
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Vyloučíme-li vhodnými úpravami z třetí a čtvrté rovnice matici 
[image: image799.wmf]L

, dostaneme vztah: 
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)

(

1

I

N

B

CA

D

=

-

-

 tudíž: 
[image: image801.wmf];

;

)

(

1

1

1

1

1

1

-

-

-

-

-

-

-

=

-

=

=

-

=

BP

A

BN

A

L

P

B

CA

D

N



[image: image802.wmf];
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Abychom mohli takto vyjádřit inverzní matici, musíme předpokládat regulárnost 4 matic, ty invertovat.
Dostali jsme několikeré vyjádření inverze blokové matice.
Inverzi matice lze provést také rozkladem na součin: 
[image: image803.wmf]U
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 je dolní trojúhelníková, matice 
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 je horní trojúhelníková, tj. platí: 
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 Tomuto rozkladu se říká Choleského rozklad. Předpokládáme, že matice 
[image: image807.wmf]A

 je regulární, jsou regulární též matice 
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Je-li speciálně matice 
[image: image812.wmf]A

 symetrická, lze ji vyjádřit takto: 
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Příklad:
Nechť máme nenulovou blokovou matici typu 
[image: image816.wmf]r
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přičemž 
[image: image818.wmf])
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 je čtvercová regulární typu 
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Matice 
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 jsou po řadě typu: 
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 Pro matici 
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 musí platit: 
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Pak pseudoinverzní matici sestrojíme takto:
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kde ostatní bloky jsou nulové matice patřičných rozměrů. Matice 
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[image: image830.wmf];
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[image: image831.wmf];
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Vidíme, že matice nejsou symetrické.
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[image: image833.wmf];

1

1

X

D

C

B

A

B

CA

C

B

A

0

0

B

A

I

D

C

B

A

X

X

X

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

-

-

r
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[image: image835.wmf];
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Použité zdroje:

1) Bečvář J.: Lineární algebra (staženo z internetu: http://www.mff.cuni.cz)

2) Bican L.: Lineární algebra a geometrie
3) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry

4) Kořínek V.: Základy algebry
5) Ralston A.: Základy numerické matematiky
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