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V. Matice homomorfismu
Z jisté věty (V 3.x.) vyplývá, že homomorfismus (lineární zobrazení) vektorových prostorů stačí zadat na prvcích báze. Tím je homomorfismus jednoznačně určen. Ukážeme si, jak lze homomorfismus vyjádřit maticí.
Máme tedy vektorové prostory 
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 je homomorfismus určen. Hodnoty homomorfismu na prvcích báze si vyjádříme pomocí souřadnic vzhledem k bázi 
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. Tyto vektory uspořádáme do matice (viz následující definice).
Také z jedné věty (V 3.x.) vyplývá, že platí: 
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Definice 5.1. (matice homomorfismu)
Buďte 
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tj. 
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Poznámka:
Máme-li danou matici 
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, můžeme výše uvedeným způsobem definovat homomorfismus, jehož matice vzhledem k bázím je právě daná matice 
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. Dle věty 3.x. lze zobrazení báze právě jedním způsobem rozšířit na homomorfismus.
Věta 5.1.
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Důkaz:
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 matice homomorfismu vzhledem k bázím 
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Tedy máme: 
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Ukažme si ještě jiný důkaz této věty.
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Vektor 
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 je sloupcový vektor, je to lineární kombinace sloupců matice 
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 s koeficienty vektoru 
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Využili jsme též toho, že zobrazení, které přiřadí vektoru jeho souřadnice vzhledem k bázi, je izomorfismus (V 3.x.).
□
Věta 5.2.
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Důkaz:

Buďte: 
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Platí toto: 
[image: image68.wmf];
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Tedy máme: 
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Tedy platí: 
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Pro každý vektor 
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(schéma)

Věta 5.2. ukazuje, že násobení matic je vlastně skládání homomorfismů vektorových prostorů. Tak jako skládání zobrazení nemusí týt komutativní, tak ani násobení matice není obecně komutativní.
Věta 5.3.
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Důkaz:

Zvolme pevně nějaké báze.
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Snadno se ověří, že takto definované zobrazení je izomorfismus.
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Důsledek:
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Definice 5.2.
Buď 
[image: image101.wmf]U

 vektorový prostor nad tělesem 
[image: image102.wmf]T

, 
[image: image103.wmf];

dim

n

U

=

 Označme symbolem 
[image: image104.wmf]Id

 identický automorfismus, tj. 
[image: image105.wmf]U

Id

Î

"

=

u

u

u

)

(

. Buďte dále 
[image: image106.wmf]N

M

,

 báze prostoru 
[image: image107.wmf]U

 (platí: 
[image: image108.wmf]n

N

M

=

=

). Pak matice identického automorfismu vzhledem k bázím 
[image: image109.wmf]N

M

,

 se nazývá matice přechodu od báze 
[image: image110.wmf]M

 k bázi 
[image: image111.wmf]N

 (značíme 
[image: image112.wmf][

]

N

M

Id

). Pokud není zřejmé, na jakém vektorovém prostrou je identický automorfismus, značíme: 
[image: image113.wmf]U

Id

.
Zřejmě platí: 
[image: image114.wmf][

]

[

]

[

]

U

Id

M

N

M

N

Î

"

×

=

u

u

u

 (V 5.1.). Známe-li souřadnice vektoru vzhledem k jedné bázi, můžeme pomocí matice přechodu snadno spočítat souřadnice vektoru vzhledem k jiné bázi.
Také platí: 
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Věta 5.4.

Matice přechodu od jedné báze ke druhé je regulární.
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Matice 
[image: image130.wmf]A

 má plnou hodnost, je tedy regulární.
□
Matice přechodu je také invertibilní, platí: 
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Věta 5.5.

Buď 
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Důkaz:

Tvrzení plyne snadno z věty 5.2., stačí položit: 
[image: image138.wmf];
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Věta 5.6.

Buď 
[image: image139.wmf]V

U

f

®

:

 homomorfismus vektorových prostorů, 
[image: image140.wmf]N

N

ˆ

,

 báze prostoru 
[image: image141.wmf]U

, 
[image: image142.wmf]M

M

ˆ

,

 báze prostoru 
[image: image143.wmf]V

, nechť 
[image: image144.wmf];

dim

;

dim

m

V

n

U

=

=

 Pak platí:

[image: image145.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

N

N

U

M

N

M

M

V

M

N

Id

f

Id

f

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

×

×

=


Důkaz:

Platí: 
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Tvrzení opět plyne z věty 5.2.
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□
(schéma)

Věta 5.7.

Buď 
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Vzhledem k tomu, že matice přechodu je regulární, platí též: 
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 (V 5.4., V 5.6., V 4.x.)
Tedy hodnost matice homomorfismu nezávisí na volbě bází.
□
Věta 5.8.
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