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VI. Soustavy lineárních rovnic
Definice 6.1.

Soustava lineárních algebraických rovnic (
[image: image1.wmf]m

 rovnic o 
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 neznámých nad tělesem 
[image: image3.wmf]T

) má tvar:
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 jsou známé koeficienty z tělesa 
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.
Soustavu rovnic lze též přepsat takto:
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nebo maticově takto:
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[image: image13.wmf]A

 - matice soustavy
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 - vektor pravých stran
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 - vektor řešení
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 - rozšířená matice soustavy
Mohou nastat 2 možnosti.
1) 
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Hodnost rozšířené matice soustavy je buď stejná nebo o 1 větší než hodnost matice soustavy. Přidáním sloupce se hodnost nezmění, pokud je lineární kombinací sloupců matice soustavy (soustava má řešení). Přidáním sloupce se hodnost zvětší o 1, pokud není lineární kombinací sloupců matice soustavy (soustava nemá řešení). To je obsahem následující věty.
Věta 6.1. (Frobeniova věta)
Soustava lineárních rovnic 
[image: image19.wmf]b
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 má řešení právě tehdy, když hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozšíření matice soustavy, tj. 
[image: image20.wmf])

|

(

)

(

b

A

A

h

h

=

.
Důkaz:

„(“ Soustava 
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 má řešení, tj. vektor pravých stran 
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 je lineární kombinací sloupců matice soustavy 
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, tj. existují koeficienty 
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tedy také: 
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tedy existují koeficienty 
[image: image31.wmf]n
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, což je ekvivalentní rovnosti: 
[image: image33.wmf]b
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. Soustava rovnic má tedy řešení.
□
Věta 6.x.

Nechť soustava rovnic 
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 má řešení. Pak řešení soustavy rovnic je 
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 je pseudoinverzní matice k matici 
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 (Def. 4.x.).

Důkaz:
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□
Poznámka:
Vyřešit soustavu lineárních rovnic znamená najít koeficienty lineární kombinace sloupců matice soustavy, která dává vektor pravých stran. Frobeniova věta lze též vyjádřit takto: 
[image: image39.wmf])
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Věta 6.x.

Nechť soustava rovnic 
[image: image40.wmf]b
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 má řešení, buď 
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 nějaká pseudoinverzní matice. Pak libovolné řešení soustavy rovnic lze vyjádřit ve tvaru:
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Důkaz:
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Tedy každý vektor výše uvedeného tvaru je řešením.
Nechť vektor 
[image: image45.wmf]x
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 je jiné řešení soustavy, tj. 
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□
Poznámka:
Množinu všech pseudoinverzních matic k dané matici 
[image: image48.wmf])
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[image: image50.wmf]P

 je jedna pseudoinverzní matice, (viz kap 4). položme 
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. Předpokládáme, že soustava má řešení, tj. platí: 
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[image: image54.wmf];
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Je-li 
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 vektory z 
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Je-li 
[image: image58.wmf]0

b

=

, je 
[image: image59.wmf]0

Ub

=

 při libovolné volbě matice.
Definice 6.x.

Buď dána soustava lineárních rovnic 
[image: image60.wmf]b
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. Pak soustava rovnic 
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 (s nulovou pravou stranou) se nazývá homogenní soustava lineárních rovnic příslušná dané soustavě rovnic.

Poznámka:

Homogenní soustava lineárních rovnic má vždy řešení, neboť vždy vyhovuje vektor 
[image: image62.wmf]0
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.

Podívejme se na soustavu lineárních rovnic z jiného úhlu pohledu.

Zobrazení 
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 je homomorfismus (lineární zobrazení). Zřejmě platí: 
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 tj. 
[image: image66.wmf]A

 je matice homomorfismu 
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 vzhledem ke kanonickým bázím. Vyřešit soustavu lineárních rovnic 
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 znamená najít takový vektor, pro který platí: 
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. Soustava má řešení právě tehdy, když 
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. Někdy také může mít soustava rovnic více řešení.
Vyřešit soustavu lineárních rovnic znamená najít úplný vzor vektoru 
[image: image71.wmf]m
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 při homomorfismu 
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Vyřešit homogenní soustavu lineárních rovnic znamená najít 
[image: image74.wmf]j
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, což je dle věty 3.x. podprostor, tj. 
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. Množina všech řešení homogenní soustavy lineárních rovnic je tedy podprostor vektorového prostoru 
[image: image76.wmf]n
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. Může to být také triviální podprostor obsahující pouze nulový vektor.
Nechť má např. soustava víc řešení, tj. 
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Tedy libovolné řešení soustavy rovnic se dá vyjádřit ve tvaru 
[image: image79.wmf];
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[image: image80.wmf]{

}

{

}

;

Ker

)

(

1

1

1

j

j

+

=

=

Î

+

=

=

Î

=

-

x

0

Au

u

x

b

Ax

x

b

n

n

T

T


Abychom našli všechna řešení nehomogenní soustavy lineárních rovnic, stačí vyřešit homogenní soustavu lineárních rovnic (najít 
[image: image81.wmf]j
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) a určit jedno řešení nehomogenní soustavy.
Je-li zobrazení reprezentované maticí 
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 prostý homomorfismus, je 
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 a nestane se, aby soustava měla více řešení.
Věta 6.x.
Je-li matice soustavy 
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 čtvercová a regulární, má soustava právě jedno řešení pro každý vektor 
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Důkaz:

Matice soustavy 
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. Tedy řešení soustavy lineárních rovnic je v tomto případě určeno jednoznačně.
□
Dále si ukážeme, jak řešit soustavu lineárních rovnic Gaussovou eliminační metodou. Matici soustavy upravíme na jednotkovou (pokud to lze) a na pravé straně dostaneme vektor řešení. Také můžeme matici soustavy upravit na honí trojúhelníkovou, řešení pak dopočítáme.
Příklad 6.x.
Řešme soustavu lineárních rovnic, 3 rovnice o 3 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:


[image: image97.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

5

1

1

1

;

2

;

4

5

;

1

;

3

1

;

3

;

2

3

2

1

x

x

x


Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.
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Řešení soustavy je: 
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Ověříme, že je to řešení: 
[image: image103.wmf];
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Také jsme mohli s úpravami skončit zde: 
[image: image104.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

1

;

1

;

0

;

0

1

;

13

;

7

;

0

1

;

1

;

3

;

2

, neboť matice soustavy je upravena na horní trojúhelníkovou a řešení postupně dopočítat.
Zřejmě: 
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Tak jsme opět dostali řešení: 
[image: image116.wmf];
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 (viz výše).
Příklad 6.x.

Řešme soustavu lineárních rovnic, 3 rovnice o 3 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.
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Řešení soustavy je: 
[image: image121.wmf];
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 což lze vyjádřit vektorově takto:
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Ověříme, že je to řešení: 
[image: image123.wmf];

5

1

11

3

8

6

3

8

6

3

8

6

3

8

6

;

1

;

1

;

1

;

1

;

1

;

1

;

1

;

1

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

+

-

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-


Příklad 6.x.

Řešme homogenní soustavu lineárních rovnic, 4 rovnice o 4 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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Množina řešení homogenní soustavy je podprostor vektorového prostru 
[image: image126.wmf]4
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.
Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.
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Nyní je zřejmé, že 
[image: image128.wmf]2
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, tudíž množina řešení je podprostor dimenze 
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. Podprostor vyjádříme jako lineární obal 2 lineárně nezávislých vektorů, které najdeme zkusmo.
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Obecné řešení soustavy rovnic je:
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Ověříme, že je to řešení:
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Příklad 6.x.

Řešme soustavu lineárních rovnic, 4 rovnice o 4 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.
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Elementárními transformacemi jsme matici soustavy upravili na horní trojúhelníkovou. Nyní řešení soustavy rovnic snadno dopočítáme.
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Řešení soustavy je: 
[image: image138.wmf];
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Také bychom mohli v eliminaci pokračovat a upravit matici soustavy na jednotkovou matici. Pak by na pravé straně vyšlo řešení a nic už by nebylo nutné dopočítávat.
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[image: image140.wmf];
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Zde nám na pravé straně vyšlo rovnou řešení 
[image: image141.wmf];
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 což lze vektorově vyjádřit takto:
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Ověříme, že je to řešení: 
[image: image143.wmf];
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Příklad 6.x.

Řešme soustavu lineárních rovnic, 3 rovnice o 3 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.
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Soustava rovnic má řešení, neboť platí: 
[image: image148.wmf](
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, ale řešení není určeno jednoznačně. Jedno z řešení soustavy je např. 
[image: image149.wmf];
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Vyřešíme ještě homogenní soustavu rovnic, množina řešení je podprostor dimenze 1. Řešení určíme zkusmo. Množina všech řešení nehomogenní rovnice je lineál (posunutý podprostor) dimenze 1.
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Obecné řešení soustavy rovnic je:
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Ověříme, že je to řešení: 
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Příklad 6.x.

Řešme soustavu lineárních rovnic, 4 rovnice o 4 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.
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Soustava rovnic má řešení, neboť platí: 
[image: image156.wmf](
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, ale řešení není určeno jednoznačně. Jedno z řešení soustavy je např. 
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Vyřešíme ještě homogenní soustavu rovnic, množina řešení je podprostor dimenze 1. Řešení určíme zkusmo. Množina všech řešení nehomogenní rovnice je lineál (posunutý podprostor) dimenze 1.
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Obecné řešení soustavy rovnic je:


[image: image159.wmf];
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Ověříme, že je to řešení:
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Příklad 6.x.

Řešme soustavu lineárních rovnic, 3 rovnice o 5 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.


[image: image163.wmf]~

6

3

;

6

;

3

;

0

;

0

1

;

2

;

3

;

5

;

1

;

0

2

;

2

;

6

;

3

;

3

;

1

~

5

;

1

;

9

;

8

;

1

;

0

1

;

2

;

3

;

5

;

1

;

0

2

;

2

;

6

;

3

;

3

;

1

~

9

;

3

;

3

;

2

;

5

;

2

1

;

4

;

3

;

2

;

2

;

1

2

;

2

;

6

;

3

;

3

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-



[image: image164.wmf];
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Soustava rovnic má řešení, neboť platí: 
[image: image165.wmf](
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, ale řešení není určeno jednoznačně. Jedno z řešení soustavy je např. 
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Vyřešíme ještě homogenní soustavu rovnic, množina řešení je podprostor dimenze 2. Řešení určíme zkusmo. Množina všech řešení nehomogenní rovnice je lineál (posunutý podprostor) dimenze 2.
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Našli jsme 2 lineárně nezávislá řešení.

Obecné řešení soustavy rovnic je:
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Ověříme, že je to řešení:

[image: image169.wmf]=
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Řešení lze vyjádřit také takto:
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Příklad 6.x.

Řešme soustavu lineárních rovnic, 3 rovnice o 3 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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Soustavu budeme řešit pomocí inverzní matice. Výpočet inverzní matice zde nebudeme provádět, použijeme výsledek příkladu 4.x.
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Máme tedy řešení: 
[image: image177.wmf];
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Ještě to ověříme.
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Příklad 6.x.

Řešme soustavu lineárních rovnic, 3 rovnice o 3 neznámých.
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Soustavu lze maticově přepsat takto:
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

2

6

2

;

4

;

1

;

0

;

1

;

4

;

1

;

0

;

1

;

4

z

y

x


Soustavu budeme řešit tzv. Gaussovou eliminační metodou.
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[image: image182.wmf];
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Řešení soustavy je: 
[image: image183.wmf];
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 což lze vyjádřit vektorově takto:
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Ověříme, že je to řešení: 
[image: image185.wmf];
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Také jsme mohli skončit u horní trojúhelníkové matice a řešení dopočítat.
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Zřejmě: 
[image: image187.wmf]1
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Tak jsme opět dostali řešení: 
[image: image196.wmf];
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Poznámka:

Pomocí Gaussovy eliminační metody můžeme řešit najednou více soustav lineárních rovnic, které mají společnou matici soustavy a liší se pouze pravou stranou.
Hledání inverzní matice je vlastně řešení 
[image: image197.wmf]n

 soustav lineárních rovnic se společnou maticí soustavy. Vektory pravých stran jsou postupně základní jednotkové vektory. Pokud má soustava řešení pro všechny základní jednotkové vektory, znamená to, že matice je regulární a tudíž invertibilní. Pokud soustava pro nějaký základní jednotkový vektor nemá řešení, je matice singulární, tudíž ji nelze invertovat.
Dodatek

Soustavu lineárních rovnic (
[image: image198.wmf]b

Ax

=

) je také možno řešit iterační metodou. Předpokládejme, že matice soustavy je čtvercová (řádu 
[image: image199.wmf]n

) a regulární, tj. soustava má právě jedno řešení. Obecná iterační metoda se provádí podle vzorce:
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kde matice 
[image: image201.wmf]i
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,

 jsou čtvercové (řádu 
[image: image202.wmf]n

) nějak odvozené z matice soustavy 
[image: image203.wmf]A

.

Pokud matice 
[image: image204.wmf]i
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 nezávisí na pořadí iterace (indexu 
[image: image205.wmf]i

), je iterační metoda stacionární, pak vzorec má tvar:
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Pro přesné řešení musí platit: 
[image: image207.wmf]x
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Pokud platí: 
[image: image208.wmf]CA

B
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, je metoda konzistentní se soustavou rovnic.
Někdy může malá změna v koeficientech způsobit velkou změnu v řešení soustavy. V tomto případě je soustava špatně podmíněná. Nastává to tehdy, když je determinant soustavy (viz dále) nenulový, ale „blízký“ nule.
Uvedeme nejznámější iterační metody.

Upravíme-li soustavu rovnic takto: 
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. To nám dává návod na metodu prosté iterace:
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Matici soustavy rozložíme takto:
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kde matice 
[image: image213.wmf]D

 je diagonální, matice 
[image: image214.wmf]L

 dolní trojúhelníková, matice 
[image: image215.wmf]U

 horní trojúhelníková.
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Soustavu rovnic můžeme vyjádřit takto:

[image: image217.wmf]b

x

U

L

D

Ax

=

+

+

=

)

(



[image: image218.wmf]b
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Předpokládáme, že matice 
[image: image219.wmf]D

 nemá na hlavní diagonále nulový prvek. Pokud se v matici soustavy vyskytuje na hlavní diagonále nulový prvek, rovnice přehodíme. Poslední tvar rovnice nám dává návod na iterační metodu.
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Označme symbolem 
[image: image221.wmf])
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[image: image222.wmf]-
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tou složku vektoru 
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 (
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té iterace).

Po rozepsání dostaneme:
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kde 
[image: image226.wmf];
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Také to lze vyjádřit takto:

[image: image227.wmf];

1

1

)

(

)

(

1

jj

j

n

j

p

p

p

i

jp

jj

j

i

a

b

x

a

a

x

+

-

=

å

¹

=

+


Toto je tzv. Jacobiho iterační metoda. Rozhodnout, kdy konverguje, není jednoduché. Někdy konverguje k přesnému řešení při libovolné volbě počátečního vektoru 
[image: image228.wmf]0

x

, jindy vůbec nekonverguje. Zhruba lze říci, že konverguje, pokud absolutní hodnota diagonálních prvků v matici soustavy „převládá“ nad absolutní hodnotou nediagonálních prvků.
Také se nabízí varianta, kde by se počítalo částečně již se složkami nové iterace, částečně se složkami předchozí iterace. Vzorec vypadá takto:
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což lze maticově vyjádřit následovně:
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po úpravě dostaneme:
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Toto je tzv. Gauss-Seidlova iterační metoda, je o něco lepší než Jacobiho metoda. Pokud konverguje Jacobiho metoda, konverguje i Gauss-Seidlova iterační metoda (dokonce o něco rychleji). Rozhodnout, kdy konverguje, také není jednoduché.
Jacobiho i Gauss-Seidlova iterační metoda jsou konzistentní se soustavou rovnic.

Poznámka:
Je-li matice soustavy 
[image: image232.wmf]A

 symetrická (
[image: image233.wmf]A
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), je také 
[image: image234.wmf]T
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 a matice soustavy lze vyjádřit ve tvaru: 
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Je-li matice soustavy symetrická a pozitivně definitní, konverguje Gauss-Seidlova iterační metoda při libovolné volbě vektoru 
[image: image236.wmf]0

x

. Důkaz tohoto tvrzení je obtížný.

Položme: 
[image: image237.wmf]i
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, je to tzv. vektor reziduí. Pro přesné řešení je vektor reziduí nulový. Pokud metoda konverguje, je 
[image: image238.wmf]0
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.
Nyní si uvedeme relaxační metodu.

Nechť máme iteraci 
[image: image239.wmf]i

x

, vypočteme vektor reziduí 
[image: image240.wmf]i
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. Nalezneme největší složku (v absolutní hodnotě) vektoru reziduí a největší prvek (v absolutní hodnotě) v příslušném řádku matice. Nechť je to prvek 
[image: image241.wmf])
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[image: image242.wmf]LJ
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.
Pak položíme: 
[image: image243.wmf];
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Všechny složky až na jednu necháme stejné.
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[image: image245.wmf];
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tedy: 
[image: image246.wmf];
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 tj. v další iteraci se ve vektoru reziduí na místě 
[image: image247.wmf]L

 objeví nula.
Tyto kroky můžeme libovolně opakovat (iterace).
Gauss-Seidlova metoda je speciální případ relaxační metody.
Protože lze provést jen konečný počet iterací, výpočet ukončíme, když bude platit: 
[image: image248.wmf]e

<

i

r

, kde 
[image: image249.wmf]0
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 je předem zvolené číslo. O normě vektoru je pojednáno v kap. 10.
Soustavu lineárních rovnic se čtvercovou regulární maticí soustavy lze řešit také následovně:
Matici soustavy rozložíme na součin 
[image: image250.wmf]LU

A
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, kde matice 
[image: image251.wmf]L

 je dolní trojúhelníková, matice 
[image: image252.wmf]U

 je horní trojúhelníková, tj. platí: 
[image: image253.wmf];
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 Tomuto rozkladu se říká Choleského rozklad. Položme: 
[image: image254.wmf]Ux
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Soustava rovnic pak přejde na tvar: 
[image: image255.wmf]b
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Napřed vyřešíme soustavu 
[image: image256.wmf]b
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, což je poměrně snadné (začneme od 
[image: image257.wmf]1

y

). Pak vyřešíme soustavu 
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, což je poměrně snadné (začneme od 
[image: image260.wmf]n
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).
Toto je tzv. Choleského metoda.
Příklad 6.x.

Na soustavě rovnic z příkladu 6.x. zkusíme relaxační metodu. Máme soustavu rovnic:
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zvolíme počáteční vektor: 
[image: image262.wmf]÷
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, od něho začneme iterační proces.
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 zvolíme: 
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 tj. jsme u cíle.
Zkusme začít od vektoru 
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 zvolíme: 
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 zvolíme: 
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Pozorujme, že relaxační metoda konverguje k řešení soustavy.
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4) Ralston A.: Základy numerické matematiky
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