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VII. Permutace a determinanty
Definice 7.x.
Buď 
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Sčítáme přes celou grupu permutací množiny 
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). Každá permutace vybere v každém řádku a v každém sloupci právě jeden prvek.
Determinant lze definovat též takto:
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Položíme-li 
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Tím jsme vlastně dokázali následující větu, která říká, že transponováním matice se determinant nezmění.
Věta 7.1.
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Důkaz:
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□
Příklad 7.x.
Determinant matice 1. řádu je to číslo samo.

Určeme determinant matice 2. řádu.
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Determinant 2. řádu se počítá takto: 
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Poznamenejme, že diagonála 
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Určeme determinant matice 3. řádu.
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Determinant 3. řádu se počítá takto:
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Kdybychom chtěli počítat determinant 4. řádu podle definice, museli bychom počítat 24 součinů, pak je sečíst. To by bylo již dost pracné. Je zřejmé, že počítat determinant vyššího řádu dle definice je téměř nemyslitelné, neboť faktoriál roste velmi rychle. Determinant lze také počítat pomocí úprav, což ukážeme později.
Věta 7.2.
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Je-li aspoň jeden sloupec matice nulový, je determinant nulový.
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Vynásobíme-li jistý sloupec nějakým prvkem z tělesa, celý determinant se vynásobí tím prvkem.
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Sloupec 
[image: image44.wmf]j

·

a

 je nahrazen součtem sloupců 
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5) Má-li determinant 2 sloupce stejné, je nulový, tj.
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Přičteme-li ke sloupci libovolný násobek jiného sloupce, hodnota determinantu se nezmění.

7) Prohodíme-li v determinantu 2 sloupce, determinant změní znaménko.

Důkaz:
1) Každá permutace vybere v každém sloupci právě jeden prvek. Pokud je jeden sloupec nulový, obsahuje každý součin nulový prvek, tudíž je nulový. Tedy je nulový i determinant.
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Grupa 
[image: image77.wmf]n

S

 obsahuje 
[image: image78.wmf]!
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 permutací, utvoříme 
[image: image79.wmf]2
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 takových dvojic, pokud 
[image: image80.wmf]2
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. Každá dvojice dává nulový součet, tudíž celý součet (tedy i determinant) je nulový.
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Poslední determinant je nulový, neboť má 2 stejné sloupce, sloupec 
[image: image82.wmf]l
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 se tam vyskytuje někde ještě jednou.
Tedy platí: 
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7) Budeme postupovat analogicky jako v bodě 5).
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Protože to platí pro každou dvojici permutací, máme:
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□
Poznámka:

Z bodu 7) v předchozí větě vyplývá toto:
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)

(

)

n

n

·

·

·

·

-

=

a

a

a

a

a

a

a

a

K

K

K

K

K

K

,

~

,

,

~

,

,

det

,

~

,

,

~

,

,

det

1

1

, tudíž 
[image: image89.wmf](

)

0

,

~

,

,

~

,

,

det

1

=

·

·

n

a

a

a

a

K

K

K

, pokud 
[image: image90.wmf]2

char

¹

T

.
Poznámka:

Bod 6) v předchozí větě lze ještě zobecnit takto: Přičteme-li ke sloupci libovolnou lineární kombinaci ostatních sloupců, hodnota determinantu se nezmění. Stačí tvrzení věty použít opakovaně.

Poznámka:

Bod 7) v předchozí větě lze ještě zobecnit takto: Provedeme-li na sloupce matice permutaci 
[image: image91.wmf]S

p

 (sloupce přerovnáme), bude determinant nově vzniklé matice roven determinantu původní matice vynásobenému znaménkem permutace.
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Stačí tvrzení věty použít opakovaně, neboť každá permutace lze vyjádřit jako součin transpozic.

Poznámka:
Protože transponováním matice se determinant nezmění (
[image: image93.wmf])
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), platí předchozí věta i pro řádky matice. Věta zůstane v platnosti, zaměníme-li slovo „sloupec“ slovem „řádek“. Také poznámky za ní zůstanou v platnosti.
Věta 7.3.
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Důkaz:

Protože matice je singulární, tj. 
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, jsou sloupce matice 
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 lineárně závislé. To znamená, že jeden sloupec je lineární kombinací ostatních, např. 
[image: image99.wmf];
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, tím dostaneme nulový sloupec. Dle věty 7.2. bod 6) se determinant nezmění, dle věty 7.2. bod 1) je nulový.

[image: image103.wmf](

)

(

)

;

0

,

,

,

,

det

,

,

,

,

det

,

,

,

,

det

1

1

1

1

0

0

=

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

·

·

·

¹

=

·

·

·

·

·

å

n

n

n

j

j

j

j

j

n

j

r

a

0

a

a

a

a

a

a

a

K

K

K

K

K

K



□
Determinant matice tedy určuje „míru“ lineární nezávislosti sloupců (řádků). Singulární matice má nulový determinant.

Věta 7.3.
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Pro součin matic platí: 
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tý sloupec součinu matic 
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 je lineární kombinace sloupců matice 
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 s koeficienty 
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tého sloupce matice 
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Důsledek:
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Tedy musí platit: 
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Důsledek:
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Definice 7.x.
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Poznámka:
Determinantu, který vznikne vynecháním jistého řádku a sloupce, se říká subdeterminant nebo také minor. Pokud vynecháme 1 řádek a 1 sloupec, vznikne minor o 1 řád nižší, tj. minor řádu 
[image: image124.wmf]1
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Definice 7.x.
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Věta 7.x. (o rozvoji determinantů)
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Důkaz:
Pokud permutace vybere jistý prvek v matici, nemůže v daném řádku a v daném sloupci už vybrat jiný prvek. Proto ve vzorcích vystupují algebraické doplňky.
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b) Zvolme pevně 
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Věta 7.x.

Buď 
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, pak pro algebraické doplňky platí:
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Důkaz:
Je-li 
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□
Příklad 7.x.

Je celkem snadné určit determinant diagonální a trojúhelníkové matice. Zřejmě platí:
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Determinant diagonální matice je roven součinu prvků na hlavní diagonále.
Buď nyní 
[image: image164.wmf])
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 čtvercová dolní trojúhelníková matice, tj. 
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Determinant matice rozvineme podle 1. řádku, kde je nejvýše 1 prvek nenulový. Vzniklá submatice je opět dolní trojúhelníková, tak pokračujeme v rozvoji dále, až dojdeme k výsledku.
Buď nyní 
[image: image167.wmf])
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 čtvercová horní trojúhelníková matice, tj. 
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Determinant matice rozvineme podle 1. sloupce, kde je nejvýše 1 prvek nenulový. Vzniklá submatice je opět horní trojúhelníková, tak pokračujeme v rozvoji dále, až dojdeme k výsledku.

Determinant trojúhelníkové matice je roven součinu prvků na hlavní diagonále.
Věta 7.x. (Cramerovo pravidlo)
Buď dána soustava lineárních rovnic 
[image: image170.wmf]b
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, nechť je matice soustavy čtvercová a regulární. Pak pro její řešení platí:
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Důkaz:
Je-li matice soustavy čtvercová a regulární, má soustava rovnic právě jedno řešení, dále dle důsledku je 
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 (V 7.x.)
Dostali jsme: 
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)

det(

)

det(

)

det(

)

det(

A

A

A

A

j

j

j

j

x

x

=

Þ

=


□
Při použití Cramerova pravidla je nutno počítat 
[image: image183.wmf]1

+

n

 determinantů 
[image: image184.wmf]-

n

tého řádu. Protože počítat determinanty vyšších řádů (
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) je pracné, je použití Cramerova pravidla pro větší soustavy problematické.
Poznámka:

Pokud je matice soustavy singulární, je dle věty 7.x. determinant nulový. Tudíž Cramerovo pravidlo nelze použít, neboť výrazy nemají smysl.
Věta 7.x. (o inverzní matici)
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Důkaz:
Protože matice 
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Máme tedy: 
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Poznámka:
Je-li matice soustavy 
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 čtvercová a regulární, má soustava právě jedno řešení, které lze též vyjádřit ve tvaru: 
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Pomocí determinantů můžeme řešit soustavy lineárních rovnic (Cramerovo pravidlo). Ukážeme si to na několika příkladech.
Příklad 7.x.

Vyřešíme soustavu lineárních rovnic z příkladu 6.x. Cramerovým pravidlem přes determinanty. Maticový zápis soustavy je:
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Determinant soustavy je:
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Soustava rovnic má jedno řešení, 
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Poznámka:

Později bude vypočtena inverzní matice k matici soustavy pomocí determinantů (Př. 7.x.).
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Příklad 7.x.

Řešme následující soustavu rovnic s parametry. Maticový zápis soustavy je:
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Determinant soustavy je:
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Zde nám vyšlo: 
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Soustava rovnic má jednoznačné řešení pro 
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Příklad 7.x.

Vypočteme determinant řádu 3.
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 (sudá permutace na sloupce)
Poslední determinant je tzv. Vandermondův determinant (viz dále).
Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Pro každý prvek matice platí: 
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Postupně jsme odečetli od 2. až 
[image: image230.wmf]-

n

tého řádku 1. řádek, pak rozvoj dle 1. sloupce.
Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Pro každý prvek matice platí: 
[image: image234.wmf]î

í

ì

¹

=

=

;

;

;

;

j

i

n

j

i

j

a

ij


Postupně jsme odečetli od 1. až 
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Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.


[image: image238.wmf]!

)

1

(

)!

1

(

)

1

(

;

1

;

0

;

0

;

0

;

0

;

3

;

0

;

0

;

0

;

0

;

2

;

0

;

0

;

0

;

0

;

1

)

1

(

;

0

;

0

;

0

;

0

;

;

1

;

0

;

0

;

0

;

0

;

0

;

3

;

0

;

0

;

0

;

0

;

0

;

2

;

0

;

0

;

0

;

0

;

0

;

1

;

0

1

1

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

+

+

+

-

=

-

-

=

-

-

=

-

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K


Determinant jsme rozvinuli podle 1. sloupce, vzniklý subdeterminant je již diagonální.
Pro každý prvek matice platí: 
[image: image239.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

+

=

=

;

jinak

;

0

;

1

,

;

;

1

;

j

n

i

n

i

j

i

a

ij


Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Pro každý prvek matice platí: 
[image: image241.wmf])

;

min(

j

i

a

ij

=

.
Postupně jsme odečetli od 2. až 
[image: image242.wmf]-

n

tého řádku 1. řádek, pak rozvoj dle 1. sloupce. Dostali jsme rovnost: 
[image: image243.wmf];

1

-

=

n

n

D

D

 Zřejmě platí: 
[image: image244.wmf];

1

;

1

2

1

=

=

D

D

 dostaneme indukcí dle 
[image: image245.wmf]n

, že 
[image: image246.wmf]1

=

n

D

.

[image: image247.wmf];

1

;

;

1

;

3

;

2

;

1

;

1

;

1

;

3

;

2

;

1

;

3

;

3

;

3

;

2

;

1

;

2

;

2

;

2

;

2

;

1

;

1

;

1

;

1

;

1

;

1

=

-

-

-

=

n

n

n

n

D

n

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K


Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Pro každý prvek matice platí: 
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Příklad 7.x.

Vypočteme inverzní matici k matici 
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Adjungovaná matice je: 
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 (viz též Př. 4.x.)
Příklad 7.x.

Vypočteme inverzní matici k matici 
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Nyní spočítáme algebraické doplňky ke všem prvkům.
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Adjungovaná matice je: 
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Determinant matice lze také počítat rozvojem např. podle 1. řádku.
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Determinant matice lze také počítat rozvojem např. podle 3. sloupce.
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Ostatní rozvoje zkuste sami, vždy musí vyjít stejná hodnota 
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Příklad 7.x.

Vypočteme inverzní matici k matici 
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Nyní spočítáme algebraické doplňky ke všem prvkům.
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Adjungovaná matice je: 
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Příklad 7.x.

Určeme hodnotu determinantu 4. řádu: 
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Počítat determinant klasicky dle definice by bylo pracné (24 součinů). Zkusíme rozvoj dle 3. řádku, neboť tam jsou 2 nuly.


[image: image274.wmf]+

×

×

-

+

×

×

-

+

×

×

-

=

+

+

+

;

1

;

7

;

1

;

9

;

2

;

5

;

8

;

1

;

2

1

)

1

(

;

1

;

6

;

1

;

9

;

9

;

5

;

8

;

2

;

2

0

)

1

(

;

1

;

6

;

7

;

9

;

9

;

2

;

8

;

2

;

1

1

)

1

(

;

1

;

6

;

7

;

1

;

0

;

1

;

0

;

1

;

9

;

9

;

2

;

5

;

8

;

2

;

1

;

2

3

3

2

3

1

3



[image: image275.wmf];

;

6

;

7

;

1

;

9

;

2

;

5

;

2

;

1

;

2

0

)

1

(

4

3

×

×

-

+

+


Rozvojem determinantu jsme dostali 4 determinanty 3. řádu. Vzhledem k tomu, že ve 3. řádku jsou 2 nuly, nemusíme 2 determinanty počítat.
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Determinant šlo také počítat pomocí elementárních úprav a rozvojů.
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Příklad 7.x.

Určeme hodnotu determinantu 4. řádu: 
[image: image281.wmf];
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Počítat determinant klasicky dle definice by bylo pracné (24 součinů). Provedeme napřed úpravy, ke 2. řádku přičteme 1. řádek, ke 4. řádku přičteme 2( 1. řádek. Hodnota determinantu se tím nezmění.

[image: image282.wmf]=

-

-

-

×

-

=

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

+

;

2

;

6

;

9

;

1

;

0

;

0

;

5

;

3

;

4

8

;

2

;

6

;

9

;

1

;

0

;

0

;

5

;

3

;

4

)

8

(

)

1

(

;

8

;

0

;

0

;

0

;

5

;

2

;

6

;

9

;

0

;

1

;

0

;

0

;

2

;

5

;

3

;

4

;

12

;

10

;

6

;

8

;

5

;

2

;

6

;

9

;

2

;

6

;

3

;

4

;

2

;

5

;

3

;

4

4

4



[image: image283.wmf];

24

)

3

(

)

8

(

)

0

24

0

27

0

0

(

8

=

-

×

-

=

-

+

-

-

+

×

-

=


Determinant 4. řádu jsme rozvinuli podle 4. řádku, neboť tam jsou po úpravách 3 nuly. Vzniklý determinant 3. řádu šlo také počítat rozvojem dle 2. řádku.
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Příklad 7.x.

Vypočteme determinant: 
[image: image285.wmf];

9

;

7

;

6

;

5

;

4

;

3

;

2

;

1

;

+

+

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Zde bude vhodnější výpočet pomocí elementárních úprav. Klasický výpočet by byl pracný.
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Hodnota determinantu nezávisí na 
[image: image287.wmf]x

.
Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Determinant má na hlavní diagonále prvek 
[image: image289.wmf]x

, mimo hlavní diagonálu prvek 
[image: image290.wmf]y

.

Ukážeme si 2 způsoby výpočtu.

Protože součet prvků v každém řádku (i sloupci) je: 
[image: image291.wmf]y
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, přičteme k prvnímu sloupci součet ostatních sloupců, determinant se tím nezmění. Protože první sloupec pak bude ze stejných prvků, můžeme ten prvek vytknout.
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Od každého řádku odečteme první řádek a pak determinant rozvinem dle 1. řádku.
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V obou případech nám vyšel stejný výsledek.
Speciálně pro 
[image: image299.wmf]2
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Speciálně pro 
[image: image301.wmf]3
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Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Zde si determinant 
[image: image304.wmf]-

n

tého řádu vyjádříme jako determinant 
[image: image305.wmf]-

+

1

n

tého řádu, pak provedeme jisté úpravy.
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Výsledek také můžeme vyjádřit pomocí symetrických polynomů (viz Alg.).
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Speciálně pro 
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Speciálně pro 
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Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Protože součet prvků v každém řádku je: 
[image: image319.wmf]å
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, přičteme k prvnímu sloupci součet ostatních sloupců, determinant se tím nezmění. Protože první sloupec pak bude ze stejných prvků, můžeme ten prvek vytknout.
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Speciálně pro 
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Speciálně pro 
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Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Nejprve každý sloupec vynásobíme prvkem 
[image: image331.wmf]j

a

, dostaneme:
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Vzniklý determinant je vlastně determinant z předchozího příkladu (
[image: image333.wmf]1

=

x

).
Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Determinant má na hlavní diagonále dvojky, na diagonálách „rovnoběžných“ s hlavní diagonálou jedničky, jinde nuly.
Výpočet provedeme rozvojem podle 1. sloupce.
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Druhý determinant opět rozvineme podle 1. řádku. Dostali jsme tak diferenční rovnici: 
[image: image336.wmf];
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 (viz MA, diferenční rovnice).
Platí: 
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 řešením soustavy je: 
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Řešení diferenční rovnice, které vyhovuje počátečním podmínkám, je: 
[image: image341.wmf];
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Máme tedy:
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Příklad 7.x.

Vypočteme determinant neurčitého řádu.
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Determinant má na hlavní diagonále prvky 
[image: image345.wmf]1

+

a

, na diagonále „rovnoběžné“ s hlavní diagonálou níže jedničky, na diagonále „rovnoběžné“ s hlavní diagonálou výše prvky 
[image: image346.wmf]a

, jinde nuly.

Výpočet provedeme rozvojem podle 1. sloupce.
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Druhý determinant opět rozvineme podle 1. řádku. Dostali jsme tak diferenční rovnici: 
[image: image349.wmf];
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 řešením soustavy je: 
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Řešení diferenční rovnice, které vyhovuje počátečním podmínkám, je: 
[image: image354.wmf];
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Máme tedy:
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Konečný výsledek platí i pro 
[image: image356.wmf]1

=

a

, viz předchozí příklad 7.x.
Příklad 7.x.

Vypočtěme determinanty:
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 (viz předchozí výsledek)
Zajímavý je tzv. Vandermondův determinant, značíme: 
[image: image360.wmf])
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Je to determinant 
[image: image362.wmf]-

n

tého řádu.
Poznamenejme, že platí: 
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  (úprava není hned zřejmá)
Lepší způsob výpočtu je následující:
Od 3. sloupce odečteme 
[image: image367.wmf]1

x

 násobek 2. sloupce, pak od 2. sloupce odečteme 
[image: image368.wmf]1

x

 násobek 1. sloupce. Hodnota determinantu se tím nezmění. V 1. řádku budeme mít jedničku a ostatní nuly, rozvineme determinant podle 1. řádku.
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jiný výpočet:
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Nyní tento postup zobecníme.
Upravme determinant 
[image: image373.wmf]-

n

tého řádu takto:

· od 
[image: image374.wmf]-

k

tého sloupce odečteme 
[image: image375.wmf]1

x

 násobek 
[image: image376.wmf]-
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1

k

tého sloupce, 
[image: image377.wmf];
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K

n

k

=

 začneme u 
[image: image378.wmf]-

n

tého sloupce. Hodnota determinantu se tím nezmění (V 7.x.).

· V 1. řádku budeme mít jedničku a ostatní nuly, rozvineme determinant podle 1. řádku.
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Tedy platí: 
[image: image382.wmf]);
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Dostali jsme součin jistých prvků a determinantu stejného tvaru řádu o 1 nižší. Podobným způsobem můžeme v úpravách pokračovat, dostaneme:
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Indukcí dle 
[image: image385.wmf]n

 dostaneme:
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Vandermondův determinant je součin všech možných rozdílů prvků 
[image: image387.wmf]n

x

x

,

,

1

K

.

[image: image388.wmf];

)

(

)

(

)

;

;

(

1

1

1

1

,

1

Õ

Õ

Õ

-

=

+

=

>

=

-

=

-

=

n

j

n

j

i

j

i

n

j

i

j

i

j

i

n

x

x

x

x

x

x

VD

K


Je zřejmé, že determinant je nenulový, pokud jsou všechny prvky navzájem různé. V součinu je celkem 
[image: image389.wmf]2
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 činitelů.
Ukážeme si ještě jiný způsob výpočtu Vandermondova determinantu. Připomeneme si vzorec: 
[image: image390.wmf];

)

(

)

)(

(

1

0

1

1

2

2

1

å

-

=

-

-

-

-

-

-

×

-

=

+

+

+

+

-

=

-

n

j

j

j

n

n

n

n

n

n

n

y

x

y

x

y

y

x

y

x

x

y

x

y

x

K


Upravme determinant takto: od 
[image: image391.wmf]-

k

tého řádku odečteme 1. řádek, 
[image: image392.wmf];
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 Hodnota determinantu se tím nezmění (V 7.x.). Pak provedeme rozvoj podle 1. sloupce.
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Dále postupujeme takto: Od 2. sloupce odečteme 
[image: image396.wmf]1

x

 násobek 1. sloupce. Od 
[image: image397.wmf]-

k

tého sloupce odečteme postupně: 
[image: image398.wmf]1
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x

 násobek 1. sloupce, 
[image: image399.wmf]2
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x

 násobek 2. sloupce, (, 
[image: image400.wmf]1
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 násobek 
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sloupce, 
[image: image402.wmf];
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 Hodnota determinantu se tím nezmění. Tím dostaneme konečný výsledek.
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Opět jsme dostali: 
[image: image404.wmf]);
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Nadále se budeme zabývat případem, kdy ve Vandermondově determinantu jistý prvek vynecháme. Budeme používat následující označení:
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Součiny, které neobsahují prvek 
[image: image408.wmf]k

x

, se navzájem vyruší. V čitateli je celkem 
[image: image409.wmf]2

)

1

(

2

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

n

n

n

 činitelů, ve jmenovateli je celkem 
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 činitelů. Po vykrácení zůstane v čitateli 
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Determinant v čitateli je 
[image: image412.wmf]-

n

tého řádu, determinant ve jmenovateli je 
[image: image413.wmf]-

-
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tého řádu. Dostali jsme důležitý vztah:

[image: image414.wmf];
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Zkoumejme nyní determinant tvaru:
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[image: image416.wmf]-
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té mocniny prvků jsou vynechány, 
[image: image417.wmf];
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Zřejmě platí: 
[image: image418.wmf]);
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Upravme determinant 
[image: image419.wmf]-
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tého řádu takto:

· od 
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tého sloupce odečteme 
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 násobek 
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[image: image424.wmf]-

n

tého sloupce. Hodnota determinantu se tím nezmění (V 7.x.).

· od 
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· od 
[image: image428.wmf]-

k

~

tého sloupce odečteme 
[image: image429.wmf]1

x

 násobek 
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[image: image432.wmf]-

k

tého sloupce.

· V 1. řádku budeme mít jedničku a ostatní nuly, rozvineme determinant podle 1. řádku.
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Vzniklý determinant upravíme následovně:
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Po úpravách jsme dostali tento vztah:
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Vidíme, že ve výrazu vystupují elementární symetrické polynomy (viz Alg, kap 7). Buď 
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tého stupně. Připomeneme si jejich definici:
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prvkové podmnožiny.
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Pro symetrické polynomy platí následující vztah:
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Na levé straně je počet členů: 
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, na pravé straně je 
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Předchozí vztah lze ještě zobecnit:
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Nyní zobecníme předchozí výsledky.


[image: image462.wmf];

)

;

;

(

)

;

;

(

)

(

)

;

;

(

0

1

1

1

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

=

å

Õ

Õ

=

+

-

-

=

+

=

m

l

n

m

l

k

m

l

m

m

l

n

l

i

l

i

n

k

x

x

VD

x

x

x

x

x

x

VD

K

K

K

j


Dodefinujme formálně: 
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Dostali jsme důležitý vztah:
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Dodatek
· Lagrangeův interpolační polynom.
Buď dáno 
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Sestavíme soustavu 
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což lze také vyjádřit takto:
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Determinant soustavy je: 
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což je Vandermondův determinant, tedy platí: 
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Vypočteme ostatní determinanty. Ty vzniknou nahrazením příslušného sloupce pravou stranou.
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Máme tedy vztah: 
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Položme ještě: 
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Předpoklad, že všechna čísla 
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Odvodili jsme Lagrangeův interpolační polynom:
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Ukážeme si ještě jiné vyjádření Lagrangeova polynomu.

Položme: 
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)

(

)

(

1

Õ

=

-

=

n

l

l

x

x

x

P

 pak máme: 
[image: image510.wmf];

)

(

)

(

)

(

1

1

1

å

Õ

Õ

=

¹

=

=

-

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

¢

n

i

n

i

l

l

l

n

l

l

x

x

x

x

x

P


neboť 
[image: image511.wmf]1

)

(

=

¢

-

l

x

x

.

[image: image512.wmf];

1

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

å

Õ

å

Õ

=

=

=

¹

=

-

=

-

-

=

¢

n

i

i

n

l

l

n

i

n

i

l

l

l

x

x

x

x

x

x

x

P

x

P


Platí: 
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Příklad:
Proložme body: 
[image: image516.wmf][
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Výraz ještě upravme takto:

[image: image519.wmf]=

-

-

+

-

+

-

=

-

-

+

-

=

-

-

×

+

-

-

×

1

2

1

2

1

1

2

1

1

2

1

2

2

1

1

2

1

2

2

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

x

x

x

x

y

x

x

x

x

y

x

x

x

x

y

x

x

y

x

x

x

x

y

x

x

x

x

y



[image: image520.wmf]);

(

1

1

2

1

2

1

x

x

x

x

y

y

y

-

-

-

+

=



[image: image521.wmf]);

(

1

1

2

1

2

1

x

x

x

x

y

y

y

y

-

-

-

+

=

 (rovnice přímky)

[image: image522.wmf]=

-

-

+

-

+

-

=

-

-

+

-

=

-

-

×

+

-

-

×

2

1

2

2

1

2

2

1

2

1

1

2

2

1

1

2

1

2

2

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

x

x

x

x

x

x

y

x

x

y

x

x

x

x

y

x

x

y

x

x

x

x

y

x

x

x

x

y



[image: image523.wmf]);

(

2

2

1

2

1

2

x

x

x

x

y

y

y

-

-

-

+

=



[image: image524.wmf]);

(

2

2

1

2

1

2

x

x

x

x

y

y

y

y

-

-

-

+

=

 (rovnice přímky)

Proložme body: 
[image: image525.wmf][
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Poznámka:
Lagrangeův polynom je jediný polynom s danými vlastnostmi. Kdyby existoval ještě jiný polynom s danými vlastnostmi (označme 
[image: image528.wmf])
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Někdy se stává, že čísla 
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V tomto případě se Lagrangeův interpolační polynom poněkud zjednoduší.
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Ještě více se to zjednoduší, je-li 
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Pomocí Lagrangeova interpolačního polynomu můžeme např. aproximovat spojitou funkci polynomickou funkcí. Někdy však chceme dosáhnout lepší aproximace, požadujeme v uzlových bodech rovnost nejen funkčních hodnot, ale i rovnost derivací. Máme tedy dvě 
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V tom případě aproximujme funkci součtem polynomů 
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tj. 
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 je opět Lagrangeův interpolační polynom, 
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Dodatek

Určíme determinant blokové matice.
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Předpokládejme, že matice 
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 je regulární.
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 je horní trojúhelníková s jedničkami na hlavní diagonále. Tudíž 
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Předpokládejme, že matice 
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 je regulární.
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Pro determinant blokové matice platí:
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Také platí: 
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Je-li jeden blok mimo hlavní diagonálu nulový, je determinant blokové matice roven součinu determinantů bloků na hlavní diagonále.
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Je-li speciálně 
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Buď nyní 
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 je tedy vektor), utvořme blokovou matici typu 
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
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Utvořme nyní blokovou matici typu 
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
[image: image593.wmf]);
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