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VIII. Lineární formy
Definice 8.1.
Buď 
[image: image1.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
[image: image2.wmf]T

. Homomorfismus 
[image: image3.wmf]T
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 (tj. homomorfismus vektorového prostoru do tělesa) se nazývá lineární forma na vektorovém prostoru 
[image: image4.wmf]V

.

Množina všech lineárních forem na vektorovém prostoru tvoří opět vektorový prostor (V 3.x.). Těleso je možné též chápat jako vektorový prostor samo nad sebou (
[image: image5.wmf]1
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Poznámka:
Lineární formě se též říká lineární funkcionál (viz funkcionální analýza).
Definice 8.2.

Prostor všech lineárních forem na vektorovém prostoru 
[image: image6.wmf]V

 se nazývá duální prostor k prostoru 
[image: image7.wmf]V

 a značí se 
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Příklad 8.1.

Buď 
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složkových reálných vektorů, 
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. Rozhodneme, zda zobrazení 
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 je či není lineární forma.
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 (aritmetický průměr složek)
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Zobrazení 
[image: image17.wmf]f

 je lineární forma.
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Zobrazení 
[image: image21.wmf]f

 je lineární forma.
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Zobrazení 
[image: image24.wmf]f

 není lineární forma.
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Zobrazení 
[image: image28.wmf]f

 je lineární forma (nulová lineární forma).

Poznámka:
Zobrazení 
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. Lineární forma, která je identicky rovna nule, se značí 
[image: image31.wmf]*

0

.
Poznámka:

Ve statistice se hojně využívá toho, že aritmetický průměr (střední hodnota) je lineární forma (viz PMS).
Věta 8.1.
Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]*

V

f

Î

 je lineární forma. Pak platí:

1) Jestliže 
[image: image36.wmf]*

0

=

f

, je 
[image: image37.wmf];

0

)

(

;

)

(

=

=

f

h

n

f

d


2) Jestliže 
[image: image38.wmf]*

0

¹

f

, je 
[image: image39.wmf];

1

)

(

;

1

)

(

=

-

=

f

h

n

f

d


Důkaz:
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 nulová lineární forma.
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Lineární formu stačí zadat na prvcích báze (V 3.x.). V tělese volíme bázi jednoprvkovou množinu obsahující jednotkový prvek. Do báze však může být zvolen libovolný nenulový prvek.
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kanonická báze tělesa

Definice 8.3.

Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]*
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Věta 8.2.

Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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Důkaz:
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Poznámka:
Bod 1) šlo též dokázat prostě takto: 
[image: image75.wmf][
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Příklad 8.x.
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[image: image80.wmf]K

 je kanonická báze.
Platí: 
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Určíme napřed matici přechodu 
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Máme tedy: 
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]

(

)

;

3

;

5

;

3

=

M

f

.
Zvolme např. vektor: 
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Ještě určíme 
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Zkusmo určíme, že rovnici vyhovují např. vektory: 
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Definice 8.x.
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V následující větě ukážeme, že definice je korektní, tj. za dané situace je množina 
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Věta 8.x.
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Ukážeme, že množina 
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Důsledek: 
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Ke každému vektorovému prostoru existuje duální prostor. Je možno sestrojit též duální prostor k duálnímu prostoru.
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Věta 8.x.

Pro vektorový prostor konečné dimenze platí: 
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Tedy máme: 
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tj. zobrazení 
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Položme nyní: 
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 je zobrazení na množinu.
Zobrazení 
[image: image167.wmf]j

 je skutečně izomorfismus.
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Poznámka:
Zobrazení 
[image: image168.wmf]j

 je prostý homomorfismus, v případě konečné dimenze dokonce izomorfismus. V prostorech nekonečné dimenze nemusí být zobrazení prosté, tím se zabývá funkcionální analýza (viz MA kap. 25).

Věta 8.x.
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Příklad 8.x.
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Definujme lineární formy na prostoru 
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Lineární forma 
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Příklad 8.x.
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Lineární formy mají tvar: 
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K určení koeficientů je nutno vyřešit dvě soustavy lineárních rovnic se společnou maticí soustavy. Jde vlastně o nalezení inverzní matice.
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Dostáváme: 
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Příklad 8.x.
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Lineární formy mají tvar: 
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K určení koeficientů je nutno vyřešit tři soustavy lineárních rovnic se společnou maticí soustavy. Jde vlastně o nalezení inverzní matice.
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To nám umožňuje popsat podprostor rovnicemi (viz dále). Je-li 
[image: image224.wmf];
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Definice 8.x.
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Anihilátor množiny 
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Anihilátor množiny 
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Věta 8.x.

Buď 
[image: image236.wmf]U

 vektorový prostor nad tělesem 
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Tedy dle V 2.x. je 
[image: image254.wmf];

)

(

*

*

U

M

ÌÌ

A


4) Nechť 
[image: image255.wmf];

),

(

,

*

T

c

M

Î

Î

A

v

u

 tedy: 
[image: image256.wmf]*

0

)

(

)

(

M

f

f

f

Î

"

=

=

v

u

.

[image: image257.wmf]);

(

tj.

;

0

0

0

)

(

)

(

)

(

;

*

*

M

f

f

f

M

f

A

Î

+

=

+

=

+

=

+

Î

v

u

v

u

v

u



[image: image258.wmf]);

(

tj.

;

0

0

)

(

)

(

*

M

c

c

f

c

c

f

A

Î

=

×

=

=

u

u

u


Tedy dle V 2.x. je 
[image: image259.wmf];

)

(

*

U

M

ÌÌ

A



□
Věta 8.x.
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Věta 8.x.
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Poznámka:
Z definice množiny 
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Věta 8.x.
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□
Předchozí věta nám dává návod, jak „popsat“ podprostor rovnicemi.
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Buď nyní dán lineál („posunutý podprostor“) tvaru 
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 Lineál popíšeme rovnicemi takto:
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Buď 
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 nějaká báze prostoru 
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Podprostor lze popsat homogenní soustavou lineárních rovnic, lineál lze popsat nehomogenní soustavou lineárních rovnic.
Příklad 8.x.

Buď 
[image: image336.wmf];

1

2

1

,

0

1

1

;

3

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ÌÌ

U

U

R

 Popíšeme podprostor rovnicemi. 
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Najdeme duální bázi, tj. určíme koeficienty, pro které platí:
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tj. řešíme 3 soustavy lineárních rovnic se společnou maticí soustavy.
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Duální báze k dané bázi je: 
[image: image345.wmf];
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Podprostor 
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 je tedy popsán rovnicí: 
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Příklad 8.x.
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 Popíšeme podprostor rovnicemi. 
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Najdeme duální bázi, tj. určíme koeficienty, pro které platí:
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tj. řešíme 2 soustavy lineárních rovnic se společnou maticí soustavy.
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Duální báze: 
[image: image357.wmf];
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Podprostor 
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 je tedy popsán rovnicí: 
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Je mnoho možností, jak doplnit lineárně nezávislou množinu do báze celého prostoru. Zkusme množinu doplnit do báze jiným způsobem. Báze prostoru 
[image: image362.wmf]2
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 je např.
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Najdeme duální bázi, tj. určíme koeficienty, pro které platí:

[image: image364.wmf];
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tj. řešíme 2 soustavy lineárních rovnic se společnou maticí soustavy.
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Duální báze: 
[image: image366.wmf];
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[image: image367.wmf];
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Podprostor 
[image: image368.wmf]U

 je tedy popsán rovnicí: 
[image: image369.wmf];
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Příklad 8.x.

Buď 
[image: image371.wmf];
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 Popíšeme podprostor rovnicemi. 
[image: image372.wmf];

2

1

3

;

1

dim

=

-

=

U

 tedy budou potřeba 2 rovnice. Doplníme bázi prostoru 
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 do báze prostoru 
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 a najdeme duální bázi. Báze prostoru 
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 je např.
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Najdeme duální bázi, tj. určíme koeficienty, pro které platí:

[image: image377.wmf];
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tj. řešíme 3 soustavy lineárních rovnic se společnou maticí soustavy.
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[image: image379.wmf];
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Duální báze k dané bázi je: 
[image: image380.wmf];
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[image: image381.wmf];

Ker

Ker

1

1

2

3

2

f

f

U

Ç

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=


Podprostor 
[image: image382.wmf]U

 je tedy popsán rovnicemi: 
[image: image383.wmf];
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 což lze ekvivalentně vyjádřit takto: 
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 vektorový prostor konečné dimenze nad tělesem 
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Zřejmě je zobrazení 
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 homomorfismus (ověřte). Nechť 
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Poznamenejme ještě, že platí: 
[image: image402.wmf];
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Definice 8.x.

Buď 
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 homomorfismus vektorových prostorů nad tělesem 
[image: image404.wmf]T

. Duální homomorfismus 
[image: image405.wmf]*

*

*

:

U

V

®

j

 se definuje předpisem: 
[image: image406.wmf];

)

(

,

*

*

j

j

o

f

f

V

f

=

Î

 tj. 
[image: image407.wmf];

,

))

(

(

)

)(

(

*

*

U

V

f

f

f

Î

"

Î

"

=

u

u

u

j

j


(
[image: image408.wmf];

tj.

,

))

(

(

,

)

(

,

*

U

f

T

f

V

U

Î

Î

Î

Î

j

j

j

o

u

u

u

)
Věta 8.x.
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 homomorfismus vektorových prostorů (konečné dimenze) nad tělesem 
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Důkaz:
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Porovnáním dostáváme: 
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Z předchozí věty vyplývá toto: 
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Poznámka:
V lineárním programování hledáme extrém lineární formy na množině dané soustavou lineárních rovnic nebo nerovnic.

Použité zdroje:

1) Bečvář J.: Lineární algebra (staženo z internetu: http://www.mff.cuni.cz)

2) Bican L.: Lineární algebra a geometrie
3) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry

4) Kořínek V.: Základy algebry
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