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X. Unitární prostory
V této kapitole se omezíme na vektorové prostory nad tělesem reálných čísel, tj. bude platit: 
[image: image1.wmf]R
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. Budeme též využívat některé speciální vlastnosti tělesa reálných čísel, např. úplné uspořádání, existence druhé odmocniny z kladného reálného čísla.
Definice 10.1.
Buď 
[image: image2.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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, buď dále 
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 je skalární součin a dvojice 
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Unitární prostor je tedy vektorový prostor se skalárním součinem.
Buďte 
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Příklad 10.1.
Buď 
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Definujme skalární součin takto: 
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Toto je tzv. kanonický skalární součin, jeho matice je jednotková matice. Dále platí: 
[image: image15.wmf];
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 přičemž rovnosti je dosaženo pouze pro 
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Definice 10.2.

Buď 
[image: image17.wmf](

)

g

V

,

 unitární prostor, 
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Norma (velikost) vektoru se počítá tak, že se provede skalární součin vektoru se sebou samým, výsledek se pak odmocní. Výraz má smysl, neboť 
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 (skalární součin je positivně definitní forma).
Také platí: 
[image: image21.wmf]0
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, tj. pouze nulový vektor má nulovou normu. Nenulový vektor má kladnou normu, tj. 
[image: image22.wmf]0
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Poznámka:

Vektorovému prostoru s normou se též říká Normovaný lineární prostor (NLP). Unitární prostor je též normovaný lineární prostor. S těmito prostory se často pracuje ve funkcionální analýze (viz MA, kap. 25).

Definice 10.3.

Buď 
[image: image23.wmf](
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 jsou kolmé, je-li jejich skalární součin roven 0, tj. 
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Relace 
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 je symetrická na vektorovém prostoru 
[image: image27.wmf]V

, neboť skalární součin je symetrická bilineární forma. Kolmým vektorům se též říká ortogonální vektory.
Věta 10.1.
V unitárním prostoru 
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Důkaz:
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3) Napřed předpokládejme, že 
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, tj. vektory jsou normované.
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[image: image38.wmf]);
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Tedy máme: 
[image: image43.wmf]1

1

1

£

×

Þ

£

×

£

-

v

u

v

u

.
Buďte nyní 
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 libovolné nenulové vektory.
Dle bodu 2) platí: 
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Případ, kdy je aspoň jeden z vektorů nulový, je zřejmý.
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tedy máme 
[image: image48.wmf]v
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 vzhledem k tomu, že norma je nezáporná.
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tedy máme 
[image: image50.wmf]v
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 vzhledem k tomu, že rozdíl norem může být záporný.

□
Poznámka:
Vektor, který má normu 1 (
[image: image51.wmf]1
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), se nazývá normovaný. Každý nenulový vektor lze normovat tak, že ho vynásobíme převrácenou hodnotou jeho normy. Také z V 10.1. bod 1) plyne, že: 
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Ukažme si ještě jiný důkaz Cauchyovy nerovnosti (V 10.1. bod 3).
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Budou-li vektory 
[image: image54.wmf]v
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 pevně dány, máme kvadratickou nerovnici pro neznámou 
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. Protože výraz je vždy nezáporný, je Diskriminant rovnice nekladný, tj. platí: 
[image: image56.wmf];
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Poznámka:
Pokud nerovnost ve V 10.1 bod 3) umocníme na druhou, dostaneme: 
[image: image57.wmf]2
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. Pokud uvažujeme kanonický skalární součin, přejde nerovnost na tvar:



[image: image58.wmf];
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Tato nerovnost je též známá jako Schwarzova nerovnost.
Z uvedené nerovnosti také vyplývá toto: 
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 pro každé 
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To nám umožňuje definovat tzv. úhel vektorů.
Definice 10.4.

Buďte 
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 nenulové vektory. Pak úhel vektorů definujeme tak, aby platilo:

[image: image62.wmf];

;

0

;

cos

ñ

á

Î

×

×

=

p

j

j

v

u

v

u



[image: image63.wmf]v

u

^

Þ

°

=

=

Þ

=

90

2

0

cos

p

j

j



[image: image64.wmf]v

u

v

u

||

180

1

cos

||

0

0

1

cos

Þ

°

=

=

Þ

-

=

Þ

°

=

=

Þ

=

p

j

j

j

j


Jsou-li vektory 
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 rovnoběžné, tj. 
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Poznámka:

Skalární součin lze též vyjádřit takto: 
[image: image71.wmf]j
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Věta 10.2.

Buď 
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Důkaz:
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□
Poznámka:

Definujme v unitárním prostoru zobrazení 
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Zobrazení 
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 splňuje následující podmínky:
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Poznamenejme, že poslední nerovnost plyne snadno z trojúhelníkové nerovnosti.
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Takto definované zobrazení je metrika na vektorovém prostoru 
[image: image90.wmf]V

 (viz též MA, Def. 11.2., též Př. 11.2.). Skalární součin indukuje metriku.
Definice 10.5.

Buď 
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Množina 
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 tj. skalární součin 2 různých vektorů z množiny je nulový.
Množina 
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 tj. množina je ortogonální a navíc má každý vektor jednotkovou normu.
Věta 10.3.

Buď 
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Důkaz:
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Nechť je 
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 proveďme skalární součin:

[image: image104.wmf];

)

(

)

(

0

2

1

1

l

l

l

l

l

m

j

l

j

j

l

m

j

j

j

l

c

c

c

c

u

u

u

u

u

u

u

u

0

×

=

×

=

×

=

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

×

=

å

å

=

=


Máme tedy: 
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Tedy vektory 
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Definice 10.6.

Buď 
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Množina 
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 je ortogonální (ortonormální) báze prostoru 
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, je-li báze a navíc je ortogonální (ortonormální).
Z věty 10.3. vyplývá důležitý důsledek. Je-li dimenze vektorového prostoru konečná (
[image: image115.wmf]N
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), pak ortogonální množina neobsahující nulový vektor nemůže obsahovat víc než 
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 prvků. Ortogonální množina neobsahující nulový vektor je lineárně nezávislá, tudíž počet jejích prvků nemůže být větší než je dimenze prostoru. Je-li nějaký vektor kolmý ke všem prvkům ortogonální báze, je už nutně nulový.

Příklad 10.2.
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Definujme skalární součin takto: 
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Kanonická báze 
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Ortonormální báze prostoru 
[image: image123.wmf]n
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 ale nemusí být kanonická.
Věta 10.4.
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Důkaz:
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□
Poznámka:
Parservalova rovnost je zobecnění Pythagorovy věty.

Pokud je 
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Máme-li bázi prostoru, můžeme z ní získat ortogonální bázi. Popíšeme si algoritmus.
Ortogonalizační proces Gramm-Schmidtův

Buď 
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 ortogonální báze prostoru, jejíž vektory neznáme, 
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Chceme, aby platilo: 
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Předpokládáme, že 
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Speciálně pro 
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Zřejmě platí: 
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Z ortogonální báze již snadno získáme ortonormální bázi. Stačí každý vektor vydělit jeho normou. Ortogonalizační proces si ukážeme na příkladech.
Příklad 10.x.
Uvažujme vektorový prostor 
[image: image160.wmf]4
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 s kanonickým skalárním součinem. Buď dán podprostor 
[image: image161.wmf]ñ

á

=

ñ

-

-

-

á

=

Ì

3

2

1

4

;

;

)

7

;

8

;

2

;

3

(

);

3

;

5

;

1

;

1

(

);

1

;

2

;

2

;

1

(

;

u

u

u

R

W

W

. Nalezneme ortogonální bázi podprostoru 
[image: image162.wmf]W

, použijeme Gramm-Schmidtův ortogonalizační proces.
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Dostali jsme tedy: 
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 což je ortogonální báze podprostoru 
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Ortonormální báze podprostoru 
[image: image176.wmf]W

 je tedy: 
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Poznámka:
Pokud vektor z ortogonální báze vynásobíme konstantou, ortogonalita se tím neporuší. Pokud nalezneme vektor 
[image: image178.wmf]j

v

, můžeme ho vynásobit konstantou a v dalším pak počítat s vektorem 
[image: image179.wmf]j
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×

. Toho můžeme např. použít, pokud nám vyjdou ve složkách vektoru zlomky. Ukážeme si to v následujícím příkladě.
Příklad 10.x.

Uvažujme vektorový prostor 
[image: image180.wmf]4

R

 s kanonickým skalárním součinem. Buď dán podprostor 
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. Nalezneme ortogonální bázi podprostoru 
[image: image182.wmf]W

, použijeme Gramm-Schmidtův ortogonalizační proces.
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[image: image184.wmf];
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Dostali jsme tedy: 
[image: image193.wmf]);

1

;

0

;

1

;

1

(

);

5

;

9

;

3

;

2

(

);

1

;

1

;

2

;

1

(

3

2

1

-

=

-

-

=

=

v

v

v

 což je ortogonální báze podprostoru 
[image: image194.wmf]W
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Ortonormální báze podprostoru 
[image: image196.wmf]W

 je tedy: 
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Věta 10.5.

Každou ortogonální množinu neobsahující nulový vektor lze doplnit do ortogonální báze.
Důkaz:

Ortogonální množina neobsahující nulový vektor je lineárně nezávislá (V 10.3.), lze ji doplnit do báze (V 2.x.). Pak na ni provedeme Gramm-Schmidtův ortogonalizační proces. Vektory z původní ortogonální množiny se nezmění.
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Definice 10.7.
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Tato množina se nazývá ortogonální doplněk množiny 
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Věta 10.6.
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Zřejmě je: 
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Důsledek:
Buď 
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Definice 10.8.

Za dané situace je vektor 
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 ortogonální projekce vektoru 
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Věta 10.7.

Za dané situace definujme zobrazení, které vektoru přiřadí jeho ortogonální projekci na podprostor, tj. 
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Tedy zobrazení 
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Poznámka:
Z důkazu V 10.6. bod 5) je:
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Ortogonální projekce „zapomene“ souřadnice 
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Věta 10.8.
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Poznámka:

Veličina 
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Příklad 10.x.
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 (doplňující vektor do báze jsme určili zkusmo)
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Dostali jsme tedy: 
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 což je ortogonální báze podprostoru 
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Nyní určíme souřadnice vektoru vzhledem k bázi, tj. určíme: 
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Máme tedy souřadnice vektoru vzhledem k bázi: 
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Tedy máme: 
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Poznamenejme ještě, že ortogonální doplněk lze též určit tak, že vyřešíme následující homogenní soustavu lineárních rovnic.
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Netriviální řešení homogenní soustavy je vektor: 
[image: image340.wmf])
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Nyní určíme souřadnice vektoru vzhledem k bázi, tj. určíme: 
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Máme tedy souřadnice vektoru vzhledem k bázi: 
[image: image346.wmf][
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Tedy opět máme: 
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Určeme ještě vzdálenost vektoru 
[image: image350.wmf]u

 od podprostoru 
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Příklad 10.x.
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Určeme projekci vektoru 
[image: image356.wmf]u

 na podprostor 
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 při kanonickém skalárním součinu.
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Máme tedy souřadnice vektoru vzhledem k bázi: 
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Tedy máme: 
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Tento příklad by šlo řešit také takto:
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 neznáme akorát koeficient 
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Je to stejné, jako bychom na vektory 
[image: image373.wmf]u
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 provedli ortogonalizační proces (náčrtek).
V našem případě je: 
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Určeme ještě vzdálenost vektoru 
[image: image375.wmf]u

 od podprostoru 
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Definice 10.x.

Buď 
[image: image378.wmf](
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Grammův determinant je definován jako: 
[image: image381.wmf]G
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Pokud není zřejmé, o jaké vektory jde, můžeme to vyznačit takto: 
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Věta 10.x.

1) Grammova matice je symetrická, pozitivně semidefinitní, Grammův determinant je nezáporný.
2) Jsou-li vektory 
[image: image384.wmf]m
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 lineárně nezávislé, je Grammova matice positivně definitní a Grammův determinant kladný.

3) Jsou-li vektory 
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 lineárně závislé, je Grammův determinant nulový.

4) Jsou-li vektory 
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Důkaz:

1) Buď 
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Máme tedy 
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, tudíž je Grammova matice 
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 positivně semidefinitní. Symetrie je zřejmá, neboť 
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2) Předpoklad, že Grammova matice je singulární, vede ke sporu. Lineárně nezávislá množina neobsahuje nulový vektor, skalární součin 2 nenulových vektorů nemůže být nulový (viz 3). Je-li matice positivně semidefinitní a regulární, je positivně definitní, determinant je kladný.
3) Vektory 
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Protože to platí pro každé 
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Poznámka:
Jsou-li vektory 
[image: image409.wmf]m
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 ortonormální, je Grammova matice jednotková, tj. 
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Následující úvaha nám ukáže význam Grammovy matice a Grammova determinantu.
Buď 
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přičemž koeficienty 
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Položme ještě: 
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 je vektor neznámých.
Protože 
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 je báze, jsou vektory lineárně nezávislé, tudíž je Grammova matice 
[image: image427.wmf])
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Také platí: 
[image: image431.wmf];
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 je determinant, který vznikne z Grammova determinantu nahrazením 
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tého sloupce vektorem 
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 (viz Cramerovo pravidlo).
Příklad 10.x.

Uvažujme vektorový prostor 
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 a kanonický skalární součin.
Vypočtěme Grammovu matici a determinant vektorů: 
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Vypočtěme Grammovu matici a determinant vektorů: 
[image: image439.wmf])
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V prvním případě jsou vektory lineárně nezávislé, proto vyšel Grammův determinant nenulový. Ve druhém případě jsou vektory lineárně závislé, proto vyšel Grammův determinant nula.
Věta 10.x. (Grammova věta)
Buď 
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Druhá mocnina vzdálenosti vektoru od podprostoru je podíl Grammových determinantů.
Důkaz:

Protože jsou vektory 
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neboť Grammova matice 
[image: image458.wmf]G

 je symetrická.
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Máme tedy rovnost: 
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Položme jako dříve 
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Matici 
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Použijeme-li známou poučku pro determinant blokové matice, máme:
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Odtud dostáváme: 
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Pokud je 
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Příklad 10.x.

Vypočtěme vzdálenost vektoru od podprostoru z příkladu 10.x. pomocí Grammovy věty.
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Vypočtěme vzdálenost vektoru od podprostoru z příkladu 10.x. pomocí Grammovy věty.
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Příklad 10.x.

Buď dán vektorový prostor 
[image: image492.wmf];
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 při kanonickém skalárním součinu.
Zřejmě 
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Zde stačí vyřešit homogenní soustavu rovnic.
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Homogenní soustavě rovnic vyhovují např. vektory: 
[image: image497.wmf])
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Zkusme nyní najít ortogonální bázi prostoru 
[image: image499.wmf]4

R

 tak, aby první 2 vektory tvořily bázi prostoru 
[image: image500.wmf]W

, druhé 2 vektory tvořily bázi prostoru 
[image: image501.wmf]^

W

. Použijeme Gramm-Schmidtův ortogonalizační proces.


[image: image502.wmf]);

2

;

1

;

2

;

1

(

1

1

=

=

u

v



[image: image503.wmf];

3

2

0

0

1

)

2

;

1

;

2

;

1

(

)

1

;

0

;

0

;

1

(

1

2

=

+

+

+

=

×

=

×

v

u
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Je zřejmé, že rovnosti je dosaženo pouze v případě, že 
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Nyní vypočteme: 
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Takto definované koeficienty 
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Zřejmě je 
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Zabývejme se nyní případem, kdy je za situace z Grammovy věty báze 
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Věta 10.x. (věta o reprezentaci)
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Tedy stačí položit: 
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Tím je dokázaná existence vektoru, ještě dokážeme jednoznačnost.
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□
Věta říká, že každou lineární formu (lineární funkcionál) lze reprezentovat jistým vektorem z vektorového prostoru.
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Pro vektor koeficientů 
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Věta 10.x.
Nechť je dána soustava lineárních rovnic 
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Důkaz:
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Pokud tedy najdeme Moore-Penroseovu pseudoinverzní matici a zjistíme, že 
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Věta 10.x.
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Tedy vektor 
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Zřejmě platí: 
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Poznamenejme ještě, že 
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Uvažujme ještě případ soustavy rovnic 
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Vektor 
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Vektor vypočtených hodnot 
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Ortogonální matice
Definice 10.x.
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Věta 10.x.
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Tedy máme: 
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Věta 10.x.

Buď 
[image: image731.wmf]n

V

R

=

 vektorový prostor s kanonickým skalárním součinem, 
[image: image732.wmf]V

N

M

Ì

,

 jeho ortonormální báze. Pak matice přechodu 
[image: image733.wmf][

]

N

M

Id

 je ortogonální. (Matice přechodu od ortonormální báze k jiné ortonormální bázi je ortogonální.)
Důkaz:

Příklad 4.x.
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Také je možno definovat unitární prostor nad tělesem komplexních čísel 
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Normu vektoru definujme stejně, tj. 
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Norma vektoru je tedy nezáporné reálné číslo.
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Buďte nyní 
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