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XIII. Podobnost matic a endomorfismů
Definice 13.1.

Buďte dány čtvercové matice 
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 nad tělesem 
[image: image2.wmf]T

. Pak matice 
[image: image3.wmf]B
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 jsou podobné, jestliže existuje regulární matice 
[image: image4.wmf])
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[image: image5.wmf]1
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[image: image6.wmf]B
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-

=

Û

»

XAX

B

B

A

.
Poznamenejme, že množina čtvercových regulárních matic řádu 
[image: image8.wmf]N
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 tvoří vzhledem k násobení grupu, značí se: 
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Věta 13.x.
Relace podobnosti matic je ekvivalence na množině 
[image: image12.wmf])
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Důkaz:
a) reflexivita: 
[image: image13.wmf];
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b) symetrie: 
[image: image14.wmf];
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c) tranzitivita: 
[image: image15.wmf]Þ
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[image: image16.wmf]Þ

=

=

=

Þ

=

Ù

=

-

-

-

-

-

-

-

1

1

1

1

1

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

YX

A

YX

Y

X

A

YX

Y

XAX

Y

C

YBY

C

XAX

B



[image: image17.wmf]);
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□
Poznámka:
Kdybychom podobnost definovali takto: 
[image: image18.wmf]AX
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Poznámka:
Matice tvaru 
[image: image19.wmf]T
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 je podobná pouze sama se sebou.

[image: image20.wmf];

)

(

);

(

1

1

1

I

XX

X

I

X

X

I

X

X

c

c

c

c

n

Gl

=

=

=

Î

-

-

-


Speciálně nulová a jednotková matice jsou podobné jen samy se sebou.

Definice 13.x.

Buď dána čtvercová matice 
[image: image21.wmf])
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 nad tělesem 
[image: image22.wmf]T

. Pak její charakteristická 
[image: image23.wmf])
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 matice je polynomiální matice 
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, dále charakteristický polynom je determinant charakteristické 
[image: image25.wmf])
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[image: image26.wmf])
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 (viz též def. 12.1.).
Věta 13.x.

Podobné matice mají stejný charakteristický polynom, stejná vlastní čísla (včetně násobností), stejný determinant.
Důkaz:

Buďte 
[image: image27.wmf])
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[image: image28.wmf]B

A

»

, tj. existuje regulární matice 
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[image: image32.wmf]=
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[image: image33.wmf]);
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Když podobné matice mají stejný charakteristický polynom, pak mají také stejná vlastní čísla (včetně násobností).
□
Podobné matice ovšem nemusí mít stejné vlastní vektory příslušné vlastním číslům. Nechť např. 
[image: image34.wmf]n
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Pak platí: 
[image: image41.wmf];
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[image: image42.wmf]Xv
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[image: image43.wmf]w
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[image: image44.wmf]B

 příslušný vlastnímu číslu 
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Poznámka:

Může se ovšem stát, že 2 matice mají stejná vlastní čísla (včetně násobností), ale přesto nejsou podobné (Př. 12.x.).

Věta 13.x. (kriterium podobnosti)
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[image: image48.wmf]B
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 jsou podobné právě tehdy, když jejich charakteristické 
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Důkaz:
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Matice 
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[image: image57.wmf][
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. Polynomiální matice je též možné chápat jako maticové polynomy. Existují maticové polynomy 
[image: image59.wmf][
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[image: image63.wmf]=
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[image: image65.wmf];
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Protože na pravé straně rovnosti musí být maticový polynom stupně 1, součet ostatních členů musí dát nulový polynom, jinak by byl na pravé straně polynom stupně aspoň 2, což je spor.
Tedy platí: 
[image: image66.wmf];
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Z toho plyne, že matice 
[image: image67.wmf]P
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 jsou navzájem inverzní, tudíž matice 
[image: image68.wmf]B
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 jsou podobné, tj. 
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□
Definice 13.x.

Buď dána čtvercová matice 
[image: image70.wmf])
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 nad tělesem 
[image: image71.wmf]T

. Matice 
[image: image72.wmf]A

 je diagonalizovatelná, jestliže je podobná diagonální matici.

Věta 13.x.
Nechť je čtvercová matice 
[image: image73.wmf])
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 diagonalizovatelná. Pak diagonální matice 
[image: image74.wmf]D
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 podobná (
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(vlastní čísla nemusí být nutně všechna různá)
Důkaz:

Podobné matice mají stejný charakteristický polynom (V12.x.).

Protože 
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 Tudíž čísla 
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[image: image82.wmf]A

 i matice 
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□
Poznámka:

Může se stát, že charakteristický polynom matice nemá v tělese 
[image: image84.wmf]T

 všechny své kořeny. Pak ale dle jedné věty z algebry má ve vhodném nadtělese 
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Také se může stát, že matice není nad tělesem 
[image: image86.wmf]T

 diagonalizovatelná, ale je diagonalizovatelná nad jistým nadtělesem 
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Věta 13.x.
Nechť čtvercová matice 
[image: image88.wmf])
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 lineárně nezávislých vlastních vektorů (tolik, kolik je její řád). Pak je matice 
[image: image90.wmf]A

 diagonalizovatelná.
Důkaz:

Utvořme matici 
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[image: image100.wmf](
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Zřejmě je matice 
[image: image101.wmf])
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 regulární, neboť dle předpokladu jsou její sloupce lineárně nezávislé. Tudíž existuje inverzní matice 
[image: image102.wmf];
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Tedy matice 
[image: image106.wmf]A

 je podobná diagonální matici, tudíž je diagonalizovatelná.


□
Důsledek:
Má-li matice všechna vlastní čísla jednoduchá, je diagonalizovatelná.

To plyne z věty 12.x., dle které jsou vlastní vektory příslušné různým vlastním číslům lineárně nezávislé.

To je ovšem pouze postačující podmínka pro to, aby matice byla diagonalizovatelná, nikoli nutná. Může se též stát, že matice má vícenásobné vlastní číslo a přesto je diagonalizovatelná.

Příklad 13.x.
Matice z příkladů 12.1., 12.2 jsou diagonalizovatelné.

Matice z příkladu 12.1.

[image: image107.wmf];
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[image: image108.wmf];
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Matice z příkladu 12.2.

[image: image109.wmf];
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[image: image110.wmf];
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Matice z příkladu 12.3. je diagonalizovatelná nad tělesem reálných čísel 
[image: image111.wmf]R

, ale není diagonalizovatelná nad tělesem racionálních čísel 
[image: image112.wmf]Q

, neboť její vlastní čísla nejsou racionální.
Matice z příkladu 12.3.:
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Matice z příkladu 12.x. je diagonalizovatelná.

Matice z příkladu 12.x.:
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Výpočet inverzní matice lze přenechat jako cvičení (viz kap. 4).
Matice z příkladu 12.x. není diagonalizovatelná nad tělesem reálných čísel 
[image: image119.wmf]R

, ale je diagonalizovatelná nad tělesem komplexních čísel 
[image: image120.wmf]C

, neboť má imaginární vlastní čísla.

Matice z příkladu 12.x.


[image: image121.wmf];

1

;

1

;

2

1

;

1

;

1

;

;

1

;

0

0

;

1

1

;

1

1

;

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

i

i

i

i

i

i

C

C

D

A



[image: image122.wmf];
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Příklad 13.x.

Matice z příkladu 12.x. je diagonalizovatelná, přestože má vícenásobné vlastní číslo. Je to tím, že dvojnásobnému vlastnímu číslu (-1) přísluší 2 lineárně nezávislé vlastní vektory.
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Někdy se také stane, že vlastní číslo matice je vícenásobné, ale přísluší mu méně lineárně nezávislých vlastních vektorů, než je jeho násobnost (Př. 12.x.). Taková matice není diagonalizovatelná.
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Věta 13.x.
Buď 
[image: image140.wmf])

(

T

M

n

Î

A

 čtvercová matice řádu 
[image: image141.wmf]N

Î

n

, nechť 
[image: image142.wmf]T

Î

1

l

 je vlastní číslo násobnosti 
[image: image143.wmf]n

k

k

£

£

Î

1

,

N

. Pak platí: 
[image: image144.wmf]k

W

£

£

)

(

dim

1

1

1

l

, kde 
[image: image145.wmf])

(

1

1

l

W

 je vlastní podprostor příslušný vlastnímu číslu 
[image: image146.wmf]T

Î

1

l

.

Důkaz:

Buď 
[image: image147.wmf]{

}

m

v

v

,

,

1

K

 báze vlastního podprostoru 
[image: image148.wmf])

(

1

1

l

W

, tj. 
[image: image149.wmf]ñ

á

=

m

W

v

v

,

,

)

(

1

1

1

K

l

, 
[image: image150.wmf]n

m

W

£

=

£

)

(

dim

1

1

1

l

. Bázi prostoru 
[image: image151.wmf])

(

1

1

l

W

 doplníme do báze celého prostoru 
[image: image152.wmf]n

T

, budeme mít bázi 
[image: image153.wmf]{

}

n

m

m

v

v

v

v

,

,

,

,

,

1

1

K

K

+

. Utvořme nyní matici 
[image: image154.wmf](

)

n

m

m

v

v

v

v

X

,

,

,

,

,

1

1

K

K

+

=

, jejíž sloupce jsou právě vektory 
[image: image155.wmf]n

v

v

,

,

1

K

. Zřejmě je matice 
[image: image156.wmf])

(

T

M

n

Î

X

 regulární, tj. existuje matice 
[image: image157.wmf]I

XX

X

X

X

=

=

-

-

-

1

1

1

:

. Matici 
[image: image158.wmf]X

 rozdělme na 2 bloky 
[image: image159.wmf](

)

2

1

V

V

X

=

, přičemž sloupce matice 
[image: image160.wmf]1

V

 jsou vektory 
[image: image161.wmf]m

v

v

,

,

1

K

, tj. matice 
[image: image162.wmf]1

V

 je typu 
[image: image163.wmf]m

n

×

. Sloupce matice 
[image: image164.wmf]2

V

 jsou vektory 
[image: image165.wmf]n

m

v

v

,

,

1

K

+

, tj. matice 
[image: image166.wmf]2

V

 je typu 
[image: image167.wmf])

(

m

n

n

-

×

. Podobně rozdělíme na 2 bloky matici 
[image: image168.wmf]1

-

X

, tj. 
[image: image169.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

2

1

1

W

W

X

. Matice 
[image: image170.wmf]1

W

 je typu 
[image: image171.wmf]n

m

×

, matice 
[image: image172.wmf]2

W

 je typu 
[image: image173.wmf]n

m

n

×

-

)

(

. Pak dostaneme: 
[image: image174.wmf](

)

;

;

;

;

2

2

1

2

2

1

1

1

2

1

2

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

-

-

m

n

m

I

0

0

I

V

W

V

W

V

W

V

W

V

V

W

W

X

X

I

 Odtud speciálně plyne, že 
[image: image175.wmf];

;

;

;

2

2

2

1

1

2

1

1

m

n

m

-

=

=

=

=

I

V

W

0

V

W

0

V

W

I

V

W

 Položme dále: 
[image: image176.wmf]AX

X

B

1

-

=

.

[image: image177.wmf](

)

(

)

n

m

m

n

m

m

Av

Av

v

v

v

v

v

v

A

AX

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

1

1

1

1

1

1

K

K

K

K

+

+

=

=

l

l

, neboť platí: 
[image: image178.wmf];

,

,

1

,

1

m

j

j

j

K

=

=

v

Av

l


Pak také platí: 
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Dále platí: 
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Platí: 
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Protože dle předpokladu je násobnost vlastního čísla 
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Dále platí: 
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, neboť podobné matice mají stejný charakteristický polynom (V 13.x.).
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Tedy prvek 
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Tak dostáváme řetězec čísel délky 
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V následující větě ukážeme, že matice je diagonalizovatelná právě tehdy, když každé vlastní číslo má řetězec délky 1.

Věta 13.x.
Buď dána čtvercová matice 
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Nemá-li matice vlastní čísla v tělese 
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Nechť je matice 
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Nechť ke každému vlastnímu číslu přísluší tolik lineárně nezávislých vlastních vektorů, kolik je jeho násobnost, tj. k vlastnímu číslu 
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Jestliže aspoň k jednomu vlastnímu číslu přísluší méně vlastních vektorů, než je jeho násobnost, není matice diagonalizovatelná.

Je-li matice diagonalizovatelná, je každý řetězec délky 1, tj. 
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Definice 13.x.

Buď dána matice 
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Věta 13.x.
Množina všech polynomů, které anulují danou matici 
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Důkaz:

Buď 
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Dostáváme tedy 
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Poznámka:
Minimální polynom matice (endomorfismu) nemusí být nutně ireducibilní, neboť 
[image: image347.wmf])
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Protože pro charakteristický polynom platí: 
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Definice 13.x.

Jordanova matice je čtvercová matice tvaru:
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1

,

,

1

;

1

;

,

,

1

;

,

;

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

)

(

1

,

,

-

=

=

=

=

Î

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

+

k

i

j

k

i

c

j

T

c

c

c

c

c

c

i

i

i

i

k

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

J


Nazývá se Jordanova matice prvku 
[image: image351.wmf]T
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Na hlavní diagonále jsou prvky 
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Ukážeme si speciálně Jordanovy matice řádu 1, 2, 3, 4
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Příklad 13.x.
Určeme charakteristický, minimální polynom, vlastní čísla a vektory matice 
[image: image357.wmf])

(

2

c

J

.


[image: image358.wmf];

)

(

;

0

1

;

det

)

(

2

c

c

c

ch

-

=

-

-

-

=

l

l

l

l

J

 Matice má dvojnásobné vlastní číslo 
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Určíme vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Dvojnásobnému vlastnímu číslu přísluší pouze jeden vlastní vektor, matice tudíž není diagonalizovatelná.
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Určeme charakteristický, minimální polynom, vlastní čísla a vektory matice 
[image: image366.wmf])
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 Matice má trojnásobné vlastní číslo 
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Určíme vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Trojnásobnému vlastnímu číslu přísluší pouze jeden vlastní vektor, matice tudíž není diagonalizovatelná.
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Určeme charakteristický, minimální polynom, vlastní čísla a vektory matice 
[image: image376.wmf])
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Matice má čtyřnásobné vlastní číslo 
[image: image378.wmf]T
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Určíme vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Trojnásobnému vlastnímu číslu přísluší pouze jeden vlastní vektor, matice tudíž není diagonalizovatelná.
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[image: image386.wmf];
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Pomocí Jordanova tvaru matice lze též snadno vypočítat libovolnou mocninu matice, což bude ukázáno později na příkladech. Jednoduchá je situace, kdy je matice diagonalizovatelná.

Platí: 
[image: image387.wmf];
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Pro mocniny Jordanových buněk platí toto:
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obecně platí: 
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 což se snadno dokáže indukcí dle 
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obecně platí: 
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 což se snadno dokáže indukcí.
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Tyto vztahy můžeme ještě zobecnit. Nechť je dána Jordanova buňka řádu 
[image: image394.wmf]N
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, určíme její 
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tou mocninu. Platí:
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Věta 13.x.
Buď dána čtvercová matice 
[image: image397.wmf])
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. Pak poslední člen na hlavní diagonále v kanonickém tvaru charakteristické 
[image: image398.wmf]-

l

matice 
[image: image399.wmf]A
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 je minimální polynom matice.

Důkaz:
viz huf
Důsledek:

Protože charakteristický polynom matice 
[image: image400.wmf]A

 je součin členů na hlavní diagonále v kanonickém tvaru charakteristické 
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matice 
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, platí: 
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Věta 13.x.

Buď dána čtvercová matice 
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. Pak matice je nad tělesem 
[image: image405.wmf]T

 diagonalizovatelná právě tehdy, když se minimální polynom 
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 nad tělesem 
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 rozkládá a má pouze jednoduché kořeny.

Důkaz:

Věta 13.x.

Čtvercová matice 
[image: image408.wmf])
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 je podobná Jordanově matici, jestliže se charakteristický polynom rozkládá na lineární faktory. Jordanova matice se skládá z Jordanových buněk, které mají na hlavní diagonále vlastní čísla matice. Jordanův tvar je až na pořadí buněk určen jednoznačně.
Pro každé vlastní číslo platí toto: Jestliže Jordanův tvar matice obsahuje buňky příslušné vlastnímu číslu 
[image: image409.wmf]T
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 je násobnost vlastního čísla 
[image: image413.wmf]T
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Důkaz:

Důsledek 1:
Matice je diagonalizovatelná právě tehdy, když jsou všechny její Jordanovy buňky řádu 1.

Důsledek 2:

Pokud se charakteristický polynom nerozkládá na lineární faktory, rozkládá se v jistém nadtělese, takže tam má matice již Jordanův tvar. Speciálně nad algebraicky uzavřeným tělesem (viz Alg.) má každá matice Jordanův tvar.
Věta 13.x.

Čtvercová matice 
[image: image414.wmf])
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 má tolik vlastních vektorů, kolik má její Jordanův tvar Jordanových buněk.
Důkaz:
Jordanova matice je „nejjednodušší“ matice, která je s danou maticí podobná. Slovo „nejjednodušší“ zde znamená nejblíže k diagonální matici.
Nechť vlastní číslo 
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 je 
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násobné, nechť máme posloupnost vlastních podprostorů a jejich dimenzí.
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Pak lze říci toto:
Jordanův tvar matice má celkem 
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 Jordanových buněk příslušných k vlastnímu číslu 
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Jordanových buněk řádu aspoň 
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Jordanových buněk řádu právě 
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Jordanových buněk řádu právě 
[image: image428.wmf]q

 je 
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Délka řetězce určuje, jaký je nejvyšší řád Jordanovy buňky příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image430.wmf]T
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Jordanových buněk příslušných k vlastnímu číslu 
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všech buněk je: 
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r


řádu právě 1: 
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řádu právě 
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Poznamenejme, že počty buněk jednotlivých řádů musí být nezáporná čísla (některé může být 0)
Věta 13.x.
Buď dána čtvercová matice 
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, nechť má vlastní číslo 
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 přísluší pouze jeden LN vlastní vektor. Pak matice 
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 je podobná Jordanově matici, která obsahuje Jordanovu buňku 
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), přičemž je to jediná buňka příslušná vlastnímu číslu 
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Důkaz:
Dokážeme, že daná matice 
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 je podobná Jordanově matici tvaru:
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Na hlavní diagonále je prvek 
[image: image452.wmf]T
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 právě 
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 jedniček. Jinde na hlavní diagonále již není prvek 
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V tomto případě máme řetězec: 
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 Takto utvoříme řetězec 
[image: image470.wmf]k

 lineárně nezávislých vektorů, jež splňuje následující podmínky:
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Matici podobnosti 
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Tím jsme dokázali rovnost: 
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Poněkud komplikovanější je situace, kdy 
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Příklad 13.x.:

Najděme Jordanův tvar, charakteristický a minimální polynom následující matice:
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Nejdříve najdeme kanonický tvar matice 
[image: image482.wmf]A
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. Z něho lze též určit charakteristický a minimální polynom matice. (viz příklad 12.x.)
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 Kanonický tvar
Jordanův tvar je tedy: 
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Jordanova matice obsahuje 1 buňku řádu 2. To také znamená, že daná matice není diagonalizovatelná.

Řetězec dimenzí je tento: 
[image: image486.wmf]2
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 (délka řetězce je 2).
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Dále platí:

[image: image488.wmf];
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Tím jsme ověřili, že platí: 
[image: image490.wmf];
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Minimální polynom má vícenásobný kořen, tudíž matice není diagonalizovatelná.

Zkusme ještě najít matici podobnosti s Jordanovým tvarem. Vlastní čísla a vektory již byly vypočteny v příkladu 12.x. Dvojnásobnému vlastnímu číslu přísluší 1 lineárně nezávislý vlastní vektor.
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 Položíme: 
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Výpočet inverzní matice lze přenechat jako cvičení (viz kap. 4).
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Příklad 13.x.:
Najděme Jordanův tvar, charakteristický a minimální polynom následující matice:
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Nejdříve najdeme kanonický tvar matice 
[image: image498.wmf]A
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. Z něho lze též určit charakteristický a minimální polynom matice. (viz příklad 12.x.)
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 Kanonický tvar
Jordanův tvar je tedy: 
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Jordanova matice obsahuje 2 buňky, jedna je řádu 1, druhá je řádu 2. To také znamená, že daná matice není diagonalizovatelná.
Řetězec dimenzí je tento: 
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Dále platí:
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Tím jsme ověřili, že platí: 
[image: image511.wmf];
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Minimální polynom má vícenásobný kořen, tudíž matice není diagonalizovatelná.
Zkusme ještě najít matici podobnosti s Jordanovým tvarem. Vlastní čísla a vektory již byly vypočteny v příkladu 12.x. Trojnásobnému vlastnímu číslu přísluší 2 lineárně nezávislé vlastní vektory.
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Vyřešíme ještě soustavu rovnic: 
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, která je ekvivalentní s rovnicí: 
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 je nutno volit tak, aby kýžená soustava měla řešení, koeficienty lineární kombinace jsou zatím neznámé.
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Aby soustava měla řešení, musí platit: 
[image: image519.wmf]b
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Soustavě vyhovuje např. vektor: 
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Abychom mohli sestrojit matici podobnosti, musíme přejít k jiné bázi prostoru 
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Platí: 
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Výpočet inverzní matice lze přenechat jako cvičení (viz kap. 4).
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Příklad 13.x.:

Najděme Jordanův tvar, charakteristický a minimální polynom následující matice:


[image: image529.wmf];

4

;

1

;

1

2

;

1

;

1

3

;

2

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

A


Nejdříve najdeme kanonický tvar matice 
[image: image530.wmf]A
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l

. Z něho lze též určit charakteristický a minimální polynom matice.
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 Kanonický tvar

Jordanův tvar je tedy: 
[image: image534.wmf];
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Jordanova matice obsahuje 1 buňku řádu 3. To také znamená, že daná matice není diagonalizovatelná.

Řetězec dimenzí je tento: 
[image: image535.wmf]3
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 (délka řetězce je 3).
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Dále platí:
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Tím jsme ověřili, že platí: 
[image: image545.wmf];
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Minimální polynom má vícenásobný kořen, tudíž matice není diagonalizovatelná.

Příklad 13.x.:

Najděme Jordanův tvar, charakteristický a minimální polynom následující matice:
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Nejdříve najdeme kanonický tvar matice 
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. Z něho lze též určit charakteristický a minimální polynom matice.
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 Kanonický tvar
Jordanův tvar je tedy: 
[image: image552.wmf];
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Jordanova matice obsahuje 3 buňky řádu 1. To také znamená, že daná matice je diagonalizovatelná.

Řetězec dimenzí je tento: 
[image: image553.wmf]3
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Dále platí:
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Minimální polynom matice je v tomto případě roven charakteristickému.
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Tím jsme ověřili, že platí: 
[image: image560.wmf];
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Minimální polynom nemá vícenásobný kořen, tudíž matice je diagonalizovatelná.

Příklad 13.x.:

Najděme Jordanův tvar následující matice (Př. 12.x.) a matici podobnosti.
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V příkladu 12.x. již bylo vypočteno, že 
[image: image562.wmf]);
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jedno vlastní číslo je dvojnásobné.

Dále byly vypočteny vlastní vektory, platí:
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Dvojnásobnému vlastnímu číslu přísluší pouze jeden vlastní vektor. To znamená, že daná matice není diagonalizovatelná. Jordanův tvar obsahuje 2 buňky, vypadá takto:
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Vyřešíme ještě soustavu rovnic: 
[image: image567.wmf]1
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, která je ekvivalentní s rovnicí: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
[image: image570.wmf])
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Platí: 
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Výpočet inverzní matice lze přenechat jako cvičení (viz kap. 4).
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Dále platí:
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Minimální polynom matice je v tomto případě roven charakteristickému.
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Příklad 13.x.:

Najděme Jordanův tvar následující matice (Př. 12.x.) a matici podobnosti.
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V příkladu 12.x. již bylo vypočteno, že 
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[image: image579.wmf]{
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jedno vlastní číslo je čtyřnásobné.

Dále byly vypočteny vlastní vektory, platí:
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Čtyřnásobnému vlastnímu číslu přísluší pouze dva lineárně nezávislé vlastní vektory. To znamená, že daná matice není diagonalizovatelná. 
[image: image582.wmf];
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Vyřešíme ještě soustavu rovnic: 
[image: image583.wmf]2
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, která je ekvivalentní s rovnicí: 
[image: image584.wmf]v
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 je nutno volit tak, aby kýžená soustava měla řešení, koeficienty lineární kombinace jsou zatím neznámé.
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Koeficienty lineární kombinace 
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 lze volit libovolně, můžeme tedy zvolit 
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, čímž dostaneme první řetězec, pak můžeme zvolit 
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, čímž dostaneme druhý řetězec.
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Soustavě vyhovuje např. vektor: 
[image: image592.wmf])
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Soustavě vyhovuje např. vektor: 
[image: image594.wmf])
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Máme tedy tento řetězec: 
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Máme 2 řetězce vektorů: 
[image: image596.wmf];
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Protože je to řetězec délky 2, obsahuje Jordanův tvar matice 2 Jordanovy buňky řádu 2. Jordanův tvar vypadá takto:
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Platí: 
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Výpočet inverzní matice lze přenechat jako cvičení (viz kap. 4).
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Dále platí:
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Příklad 13.x.:

Najděme Jordanův tvar následující matice (Př. 12.x.) a matici podobnosti.
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V příkladu 12.x. již bylo vypočteno, že 
[image: image605.wmf];
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[image: image606.wmf]{
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jedno vlastní číslo je čtyřnásobné.

Dále byly vypočteny vlastní vektory, platí:
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[image: image608.wmf];
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Čtyřnásobnému vlastnímu číslu přísluší pouze dva lineárně nezávislé vlastní vektory. To znamená, že daná matice není diagonalizovatelná. 
[image: image609.wmf];
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Vyřešíme ještě soustavu rovnic: 
[image: image610.wmf]2
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, která je ekvivalentní s rovnicí: 
[image: image611.wmf]v
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 je nutno volit tak, aby kýžená soustava měla řešení, koeficienty lineární kombinace jsou zatím neznámé.
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Aby soustava měla řešení, musí pro koeficienty lineární kombinace 
[image: image615.wmf]b
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Soustavě vyhovuje např. vektor: 
[image: image620.wmf])
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Vyřešíme ještě soustavu rovnic: 
[image: image621.wmf]w
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Soustavě vyhovuje např. vektor: 
[image: image624.wmf])
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Máme tedy tento řetězec: 
[image: image625.wmf];
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Máme řetězec vektorů: 
[image: image626.wmf];
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Protože je to řetězec délky 3, obsahuje Jordanův tvar matice 1 Jordanovu buňku řádu 3 a 1 Jordanovu buňku řádu 1. Jordanův tvar vypadá takto:
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Platí: 
[image: image628.wmf](
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Výpočet inverzní matice lze přenechat jako cvičení (viz kap. 4).
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Dále platí:
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Nechť platí: 
[image: image633.wmf]J
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Je-li matice 
[image: image637.wmf]A

 diagonalizovatelná, stačí vzít do sloupců matice 
[image: image638.wmf]C

 vlastní vektory příslušné jednotlivým vlastním číslům. Pak platí:
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Známe-li Jordanův tvar matice, jsme schopni určit její libovolnou mocninu, což si ukážeme na příkladech.
Příklad:
Buď dána matice 
[image: image640.wmf]÷
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, určeme její libovolnou mocninu: 
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Zkusme vypočítat:
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Z příkladu 12.x. víme, že vlastní čísla matice jsou: 
[image: image644.wmf];
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 k nim příslušné vlastní vektory jsou po řadě: 
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 Daná matice je diagonalizovatelná, Jordanův tvar je: 
[image: image646.wmf];
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Tento vztah ovšem platí i tehdy, když 
[image: image651.wmf]n

 není přirozené číslo. Pomocí tohoto vztahu můžeme určit třeba i inverzní matici, položíme-li 
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Také můžeme určit tzv. „odmocninovou matici“, tj. matici 
[image: image654.wmf]B

, pro kterou platí: 
[image: image655.wmf]A

B

BB

=

=

2

. Tyto matice jsou celkem 4, neboť platí: 
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Snadno se přesvědčíme, že skutečně platí: 
[image: image661.wmf];
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Příklad:

Buď dána matice 
[image: image662.wmf];
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, určeme její libovolnou mocninu: 
[image: image663.wmf];
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Zkusme vypočítat:

[image: image664.wmf];

0

;

4

4

;

8

1

;

1

1

;

3

1

;

1

1

;

3

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

A

  
[image: image665.wmf];
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Z příkladu 12.x. víme, že vlastní čísla matice jsou: 
[image: image666.wmf];

2

2

1

=

=

l

l

 (dvojnásobné vlastní číslo) k němu přísluší 1 vlastní vektor 
[image: image667.wmf]);
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 Daná matice tedy není diagonalizovatelná, Jordanův tvar je: 
[image: image668.wmf];
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;

1

;

1

;

1

;

3

;

1

;

1

;

1

;

0

;

2

;

0

;

1

;

2

;

0

;

1

;

1

;

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

-

CJC

A
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Určíme ještě: 
[image: image673.wmf]1
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Dodatek

Ukážeme si, jakým způsobem lze definovat exponenciála čtvercové matice, tj. funkce: 
[image: image675.wmf]A
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, kde 
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Vyjdeme z Taylorova rozvoje funkce 
[image: image677.wmf]x
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 (viz MA, kap. X), kde jsme odvodili, že platí: 
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Podobným rozvojem se definuje exponenciála matice: 
[image: image679.wmf];
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zde jde o součet nekonečné řady matic. Exponenciála matice 
[image: image680.wmf]A

e

 je opět matice stejného typu, jejíž prvky jsou součty řad (viz MA, kap. 9).
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[image: image682.wmf];
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kde 
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.
Nechť 
[image: image684.wmf]A

 je diagonální matice,
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Poznámka:
Platí: 
[image: image689.wmf]I
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Vztah: 
[image: image690.wmf];

A

B

B

A

B

A

e

e

e

e

e

=

=

+

 platí pouze tehdy, když matice 
[image: image691.wmf]B
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 komutují, tj. 
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Tvrzení:
Buďte 
[image: image694.wmf])
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Jsou-li matice podobné, jsou podobné i jejich exponenciály.
Důkaz:
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, tj. existuje regulární matice 
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 tak, že platí: 
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□
Určit exponenciálu matice 
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 je v obecném případě obtížné. Pokud se nám podaří najít Jordanův tvar matice, situace se poněkud zjednoduší. Jednoduchý je případ, kdy je matice diagonalizovatelná.
Nechť 
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 je Jordanův tvar matice. Platí: 
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 (viz předchozí tvrzení). Je-li matice diagonalizovatelná, je 
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 jsou vlastní čísla matice. Pak je: 
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Příklad 13.x.
Určeme exponenciálu matice 
[image: image711.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

;

3

;

1

;

2

;

2

A

.

Již z předchozích příkladů víme, že vlastní čísla jsou: 
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 Jordanův tvar matice je: 
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Kanonické vyjádření matice 
[image: image715.wmf]A

 je toto (viz př. 13.x.)
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Příklad 13.x.

Určeme exponenciálu matice 
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Již z předchozích příkladů víme, že vlastní čísla jsou: 
[image: image720.wmf];
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 Jordanův tvar matice je: 
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matice není diagonalizovatelná.

Kanonické vyjádření matice 
[image: image723.wmf]A

 je toto (viz př. 13.x.)
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V dřívějším příkladě jsme odvodili toto: 
[image: image725.wmf];
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