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I. Množiny
Množina je základní matematický pojem. Množinou se rozumí „souhrn“ nějakých prvků, přičemž lze jednoznačně prohlásit, zda do množiny patří, či nikoliv. Symbolem 

 značíme, že prvek patří do množiny, symbolem 

 značíme, že prvek nepatří do množiny. Množina je určena buď výčtem prvků, nebo vlastností prvků. Některé množiny jsou konečné (obsahují konečný počet prvků), některé množiny jsou nekonečné (obsahují nekonečný počet prvků).
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Výše uvedené množiny jsou nekonečné.
Výrok je tvrzení, o kterém lze rozhodnout, je-li pravdivé či nepravdivé. Dále jsou uvedena nejčastější spojení výroků. Množiny a výroky spolu úzce souvisí.




konjunkce (a zároveň)




disjunkce (nebo nevylučuje)




implikace (jestliže ..., pak ...)




ekvivalence (právě když)




negace

Příklad 1.1.
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Definice 1.1.
Průnik množin 
[image: image9.wmf]N
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 je množina těch prvků, které patří do množiny 
[image: image10.wmf]M

 a zároveň do množiny 
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. Značíme to symbolem (.
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Sjednocení množin 
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 je množina těch prvků, které patří do množiny 
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 nebo do množiny 
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 (nebo nevylučuje). Značíme to symbolem (. Prvky, které patří do obou množin současně, se započítají jenom jednou.
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Pro množiny 
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 z příkladu 1.1. platí:
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Množina, která neobsahuje žádné prvky, se nazývá prázdná množina. Značí se symbolem 

.

Definice 1.2.

Buďte 
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 množiny. Množina 
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 je podmnožina množiny 
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Tomuto vztahu se také říká inkluze.

Definice 1.3.

Buďte 
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Poznámka:
Rovnost množin se většinou dokazuje tak, že se dokážou 2 inkluze.

Příklad 1.2.
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Věta 1.1.

Buďte 
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Důkaz:
zřejmé, snadné cvičení
Definice 1.4.

Množiny 
[image: image44.wmf]N
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 jsou disjunktní, je-li jejich průnik prázdná množina, tj. 
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Poznámka:
Množiny z příkladu 1.1. nejsou disjunktní.

Příklad 1.3.
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 množiny 
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 nejsou disjunktní.
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 množiny 
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 jsou disjunktní.
Poznámka:
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Definice 1.x.
Také můžeme definovat průnik a sjednocení několika množin. Buď dán systém množin 
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 je nějaká indexová množina (může být i nekonečná).
· průnik: 
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 (prvky, které jsou ve všech množinách)
· sjednocení: 
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Poznámka:
Označme symbolem 
[image: image58.wmf]M

 počet prvků (mohutnost) množiny 
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. Zřejmě platí 
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Pro množiny z příkladu 1.1. platí: 
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Definice 1.5.

Buďte 
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 množiny. Rozdíl množin 
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 (v tomto pořadí) je množina těch prvků, které patří do množiny 
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 a nepatří do množiny 
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Pro množiny 
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 z příkladu 1.1 platí:
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Věta 1.2.

Buďte 
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Důkaz:

zřejmé

Definice 1.6.

Buď 
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 základní množina, 
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 je množina těch prvků, které jsou z množiny 
[image: image87.wmf]K

 a nejsou z množiny 
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Věta 1.3.
Buďte 
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 množiny, 
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 základní množina, 
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Důkaz:

zřejmé

Poznámka:

Vzorec 1) je znám pod názvem zákon sporu a vyloučeného třetího.
Vzorce 2) a 3) jsou známy pod názvem De-Morganovy vzorce. Komplement průniku je sjednocení komplementů. Komplement sjednocení je průnik komplementů.
Příklad 1.4.
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Definice 1.x.

Buďte 
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Symetrická diference množin je množina těch prvků, které patří právě do jedné z množin.
Pro množiny 
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 z příkladu 1.1 platí:
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Sjednocení je zřejmě disjunktní.

Věta 1.3.
Buďte 
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Důkaz:
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Definice 1.7.

Buďte 
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Poznámka:

Pro uspořádané dvojice prvků platí: 
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Dále platí: 
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Věta 1.4.
Buďte 
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Důkaz:

zřejmé, ověří se snadno,

např. bod 2)
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např. bod 7)
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□
Příklad 1.5.
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Definice 1.8.

Buď 
[image: image144.wmf]X

 množina. Kartézská mocnina 
[image: image145.wmf]n
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Příklad 1.6.

Buďte 
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 množiny z příkladu 1.5.
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Zřejmě platí: 
[image: image155.wmf];
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Poznámka:
Platí: 
[image: image156.wmf];
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Definice 1.9.

Relace 
[image: image157.wmf]R

 mezi množinami 
[image: image158.wmf]N
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[image: image159.wmf]N
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Poznámka:
Místo 
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Definice 1.x.

Diagonální relace 
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Definice 1.x.

Buď 
[image: image168.wmf]M
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[image: image169.wmf]M
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3) tranzitivní, platí-li: 
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4) antisymetrická, platí-li: 
[image: image174.wmf];

,

M

y

x

y

x

x

R

y

y

R

x

Î

"

=

Þ

Ù


Definice 1.x. (skládání relací)
Buďte 
[image: image175.wmf]S
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(Stručněji lze zapsat takto: 
[image: image180.wmf];
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Definice 1.x.

Buď 
[image: image181.wmf]R

 relace na množině 
[image: image182.wmf]M

, tj. 
[image: image183.wmf]M
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. Inverzní relaci 
[image: image184.wmf]1
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 definujeme takto: 
[image: image186.wmf][
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 Stručněji to lze zapsat takto: 
[image: image187.wmf]x
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Poznámka:
Skládání relací není obecně komutativní, nemusí platit: 
[image: image188.wmf]R
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. Zde záleží na pořadí. Symbol 
[image: image189.wmf]1
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 zde neznamená převrácenou hodnotu, ale inverzní relaci.
Věta 1.x.
Buď 
[image: image190.wmf]R

 je relace na množině 
[image: image191.wmf]M

, tj. 
[image: image192.wmf]M
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1) Relace 
[image: image193.wmf]R

 je reflexívní, právě když 
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2) Relace 
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 je symetrická, právě když 
[image: image196.wmf]R

R

=

-

1

.
3) Relace 
[image: image197.wmf]R

 je tranzitivní, právě když 
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4) Relace 
[image: image199.wmf]R

 je antisymetrická, právě když 
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5) Relace 
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Důkaz:

1) „(“ 
[image: image202.wmf]R

 reflexivní, tj. 
[image: image203.wmf];
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 je reflexivní;
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 je antisymetrická;
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Věta 1.x.
Buďte 
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□
Příklad 1.x.

V bodě 2) nemusí obecně nastat rovnost, ukážeme si to na příkladě.
Nechť 
[image: image248.wmf]M
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, nechť 
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Definice 1.x.

Buď 
[image: image253.wmf]R

 relace na množině 
[image: image254.wmf]M

. Pak relaci 
[image: image255.wmf]n
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 definujeme takto:
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Věta 1.x.
Buď 
[image: image257.wmf]R

 relace na množině 
[image: image258.wmf]M

, pak platí:

1) 
[image: image259.wmf]R

 je reflexivní, pak 
[image: image260.wmf]n
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 je též reflexivní 
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2) 
[image: image262.wmf]R

 je symetrická, pak 
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 je též symetrická 
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3) 
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 je tranzitivní, pak 
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4) 
[image: image267.wmf]R
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Důkaz:

Vztahy 1), 2), 3) se dokážou indukcí dle 
[image: image270.wmf]N
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3) 
[image: image273.wmf];

tj.

;

:

;

1

2

R

R

y

R

x

y

R

z

z

R

x

y

R

z

z

R

x

z

y

R

x

R

R

n

n

n

Ì

Þ

Ù

Þ

Ù

$

Þ

Ì

-


4) platí: 
[image: image274.wmf];
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Tedy 
[image: image276.wmf]R
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 je tranzitivní relace a 
[image: image277.wmf]R
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[image: image279.wmf];
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tj. 
[image: image280.wmf]I
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□
Poznámka:

Relace 
[image: image281.wmf]R

ˆ

 (z bodu 4) je nejmenší tranzitivní relace (ve smyslu inkluze) obsahující relaci 
[image: image282.wmf]R

. Je to tzv. tranzitivní uzávěr relace 
[image: image283.wmf]R

.

Definice 1.x.

Buď 
[image: image284.wmf]R

 relace na množině 
[image: image285.wmf]M

 (
[image: image286.wmf]M
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Věta 1.x.
Buď 
[image: image291.wmf]R

 relace na množině 
[image: image292.wmf]M

, pak platí:

1) 
[image: image293.wmf]R

 je reflexivní, pak 
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2) 
[image: image295.wmf]R

 je symetrická, pak 
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Důkaz:

1) Buď 
[image: image297.wmf]M
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, relace 
[image: image298.wmf]R

 je reflexivní, tj. 
[image: image299.wmf][
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2) Buď 
[image: image300.wmf]M
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, nechť 
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neboť relace 
[image: image303.wmf]R

 je symetrická. Tedy 
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□
Důsledek:

Je-li 
[image: image305.wmf]R

 symetrická relace, můžeme vynechat označení L či P a prostě psát: 
[image: image306.wmf][
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Definice 1.x.

Je-li relace 
[image: image307.wmf]R

 na množině 
[image: image308.wmf]M

 (
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) reflexivní, symetrická, tranzitivní, nazývá se ekvivalence na množině 
[image: image310.wmf]M

.

Věta 1.x.
Buď 
[image: image311.wmf]M

 množina.

1) 
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 je ekvivalence na 
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2) 
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[image: image315.wmf]M
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3) Je-li relace 
[image: image316.wmf]R

 je ekvivalence na 
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, pak 
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Důkaz:

1) zřejmé
2) zřejmé

3) Relace 
[image: image319.wmf]R

 je reflexivní, tudíž 
[image: image320.wmf]R
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 (V 1.x.), zřejmě 
[image: image321.wmf]M
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Důsledek:

Diagonální relace 
[image: image322.wmf]I

 je nejmenší ekvivalence na množině 
[image: image323.wmf]M

, kartézský součin 
[image: image324.wmf]M
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 je největší ekvivalence na množině 
[image: image325.wmf]M

.

Věta 1.x.

Buď 
[image: image326.wmf]R

 ekvivalence na množině 
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, 
[image: image328.wmf]M

b

a

Î

,

. Pak platí:
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Důkaz:

1) Nechť 
[image: image332.wmf];

;

,

b

R

a

M

b

a

Î

 dále buď 
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 je symetrická relace, platí také 
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Buď nyní 
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2) Provedeme sporem, nechť 
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□
Věta 1.x.

Buď 
[image: image353.wmf]R

 ekvivalence na množině 
[image: image354.wmf]M

. Pak systém množin 
[image: image355.wmf][
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Důkaz:

Buď 
[image: image358.wmf]M
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, pak platí 
[image: image359.wmf]x
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, neboť relace 
[image: image360.wmf]R

 je reflexivní. Tedy platí: 
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Poznámka:
V disjunktním rozkladu množiny 
[image: image364.wmf][
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 se mohou některé množiny opakovat vícekrát, tj. máme více označení pro jednu množinu (třídu). To je však jen nepatrný rozdíl.

Množina „ekvivalentních“ prvků se též nazývá třída.

Definice 1.x.
Buď 
[image: image365.wmf]R

 ekvivalence na množině 
[image: image366.wmf]M

, 
[image: image367.wmf]M
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. Prvek 
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 se nazývá reprezentant třídy ekvivalence 
[image: image369.wmf][
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Ekvivalence „rozloží“ množinu na disjunktní třídy „ekvivalentních“ prvků. Relace 
[image: image370.wmf]M
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, což je největší ekvivalence na množině 
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[image: image373.wmf]I

, což je nejmenší ekvivalence na množině 
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, tj. každý prvek je „ekvivalentní“ pouze „sám se sebou“.
Věta 1.x.

Buď dán disjunktní rozklad množiny 
[image: image376.wmf]M

 na třídy, tj. platí: 
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 je indexová množina, přičemž 
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 relaci 
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. Pak takto definovaná relace je ekvivalence na množině 
[image: image383.wmf]M

.
Dva prvky jsou v relaci právě tehdy, když se nacházejí v jedné třídě.
Důkaz:

· reflexivní: 
[image: image384.wmf];
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[image: image389.wmf];
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Relace 
[image: image391.wmf]R

 je tedy ekvivalence na množině 
[image: image392.wmf]M

.
□
Poznámka:
Při disjunktním rozkladu ve větě 1.x. se žádná množina neopakuje vícekrát. Každé pojetí má své výhody i nevýhody.

Existuje vzájemně jednoznačný vztah mezi ekvivalencemi na množině a disjunktními rozklady. Rozklad množiny 
[image: image393.wmf]M

 podle ekvivalence 
[image: image394.wmf]R

 se též značí: 
[image: image395.wmf]R
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.
Ekvivalenci lze vyjádřit také takto: 
[image: image396.wmf];
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[image: image397.wmf];
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 Předpokládáme disjunktní sjednocení.

Definice 1.x.

Buď 
[image: image398.wmf]R

 ekvivalence na množině 
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. Množina tříd 
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 se nazývá faktor množina podle ekvivalence 
[image: image401.wmf]R

. Třídu bereme jako jeden prvek.
Definice 1.x.

Buďte 
[image: image402.wmf]S
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,

 ekvivalence na množině 
[image: image403.wmf]M

, nechť 
[image: image404.wmf]R
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[image: image405.wmf]S

 zjemněním ekvivalence 
[image: image406.wmf]R

.
Poznámka:

Průnik ekvivalencí je opět ekvivalence (ověřte), ale sjednocení ekvivalencí nemusí být ekvivalence.

Zřejmě pro každou ekvivalenci platí: 
[image: image407.wmf]M
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Věta 1.x.

Buďte 
[image: image408.wmf]S
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 ekvivalence na množině 
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, nechť 
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 má více prvků než faktor množina 
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M

, tj. ekvivalence 
[image: image415.wmf]S

 má více tříd než ekvivalence 
[image: image416.wmf]R

.
Důkaz:
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Přiřaďme každé třídě 
[image: image418.wmf][
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[image: image420.wmf]R

M
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:

 Zobrazení je na množinu, ale není obecně prosté (viz dále), neboť se může stát, že: 
[image: image421.wmf]b
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, tj. 
[image: image422.wmf][
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□
Poznámka:

Je-li ekvivalence 
[image: image424.wmf]S

 zjemněním ekvivalence 
[image: image425.wmf]R

 (
[image: image426.wmf]R

S

Ì

), pak se každá třída ekvivalence 
[image: image427.wmf]R

 dále rozloží na „menší“ třídy podle ekvivalence 
[image: image428.wmf]S

.
Ekvivalence 
[image: image429.wmf]S

 má více tříd než ekvivalence 
[image: image430.wmf]R

, ale jsou „menší“.
Pokud platí: 
[image: image431.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

;

R

R

S

S

b

a

b

a

=

Ù

Æ

=

Ç

 pak také platí: 
[image: image432.wmf][
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[image: image433.wmf][
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 což plyne ze symetrie relace.

Se zjemněním ekvivalence se ještě několikrát setkáme.

Podobně můžeme definovat zjemnění rozkladu množiny.

Definice 1.x.

Buďte dány 2 disjunktní rozklady množiny 
[image: image434.wmf]M

, tj. 
[image: image435.wmf];
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 Rozklad 
[image: image436.wmf]U
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 je zjemněním rozkladu 
[image: image437.wmf]U
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Î
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M

, jestliže pro každé 
[image: image438.wmf]B

Î

b

 existuje 
[image: image439.wmf]L
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a

 tak, že 
[image: image440.wmf]a
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.
Definice 1.x.

Je-li relace 
[image: image441.wmf]R

 na množině 
[image: image442.wmf]M

 (
[image: image443.wmf]M

M

R

´

Ì

) reflexivní, antisymetrická, tranzitivní, nazývá se uspořádání na množině 
[image: image444.wmf]M

.

Věta 1.x.

Buď 
[image: image445.wmf]R

 uspořádání na množině 
[image: image446.wmf]M

. Pak inverzní relace 
[image: image447.wmf]1

-

R

 je též uspořádání na 
[image: image448.wmf]M

.
Důkaz:

· reflexivní: 
[image: image449.wmf];
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· antisymetrická: 
[image: image450.wmf];
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· tranzitivní: 
[image: image451.wmf];
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Tedy relace 
[image: image452.wmf]1

-

R

 je též uspořádání na množině 
[image: image453.wmf]M

.
□
Poznamenejme, že vztah 
[image: image454.wmf]y

R

x

 lze též chápat tak, že prvek 
[image: image455.wmf]x

 je „pod“ prvkem 
[image: image456.wmf]y

, nebo že prvek 
[image: image457.wmf]y

 je „nad“ prvkem 
[image: image458.wmf]x

. Uspořádání 
[image: image459.wmf]1

,
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R

R

 jsou navzájem opačná (inverzní).
Někdy se místo tvrzení „relace 
[image: image460.wmf]R

 je uspořádání na množině 
[image: image461.wmf]M

“ říká, že „množina 
[image: image462.wmf]M

 je uspořádaná relací 
[image: image463.wmf]R

“.
Při uspořádání nemusí být každé 2 prvky „srovnatelné“, tj. nemusí platit ani jeden ze vztahů 
[image: image464.wmf]x
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.
Definice 1.x.

Buď 
[image: image465.wmf]M

 množina uspořádaná relací 
[image: image466.wmf]R

. Pak definujeme:
1) 
[image: image467.wmf]M

a

Î

 je nejmenší prvek, je-li 
[image: image468.wmf];
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2) 
[image: image469.wmf]M

a
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 je největší prvek, je-li 
[image: image470.wmf];
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3) 
[image: image471.wmf]M
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 je minimální prvek, je-li 
[image: image472.wmf];
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4) 
[image: image473.wmf]M
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 je maximální prvek, je-li 
[image: image474.wmf];
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Uspořádaná množina může mít maximálních i minimálních prvků obecně více (také žádný), nejmenší a největší prvek může mít nejvýše jeden.
Věta 1.x.
Buď 
[image: image475.wmf]M

 množina uspořádaná relací 
[image: image476.wmf]R

. Pak platí:

1) Je-li 
[image: image477.wmf]M

a

Î

 nejmenší prvek, je také minimální prvek.
2) Je-li 
[image: image478.wmf]M

a
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 největší prvek, je také maximální prvek.

3) Nejmenší (též největší) prvek je určen jednoznačně, pokud existuje.

4) Je-li 
[image: image479.wmf]M
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 nejmenší (minimální) prvek, pak je největší (maximální) prvek při inverzní relaci 
[image: image480.wmf]1
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5) Je-li 
[image: image481.wmf]M
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 největší (maximální) prvek, pak je nejmenší (minimální) prvek při inverzní relaci 
[image: image482.wmf]1
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Důkaz:

1) Nechť 
[image: image483.wmf]M
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 je nejmenší prvek, tj. 
[image: image484.wmf];
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 Nechť dále 
[image: image485.wmf]a
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[image: image486.wmf]x
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, plyne z antisymetrie uspořádání. Tedy 
[image: image487.wmf]a

 je též minimální prvek.
2) Nechť 
[image: image488.wmf]M
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 je největší prvek, tj. 
[image: image489.wmf];

M

y

a

R

y

Î

"

 Nechť dále 
[image: image490.wmf]x
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[image: image491.wmf]x
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, plyne z antisymetrie uspořádání. Tedy 
[image: image492.wmf]a

 je též maximální prvek.

3) Buďte 
[image: image493.wmf]M
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 dva nejmenší prvky. Pak platí: 
[image: image494.wmf]b
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Buďte 
[image: image495.wmf]M
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 dva největší prvky. Pak platí: 
[image: image496.wmf]b
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4) Nechť 
[image: image497.wmf]M
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 je nejmenší prvek při relaci 
[image: image498.wmf]R

, tj. 
[image: image499.wmf];
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 také platí: 
[image: image500.wmf];
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 tedy 
[image: image501.wmf]M

a
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 největší prvek při relaci 
[image: image502.wmf]1
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.
Nechť 
[image: image503.wmf]M

a
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 je minimální prvek při relaci 
[image: image504.wmf]R

, tj. 
[image: image505.wmf];
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 pak také platí: 
[image: image506.wmf]M
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.Tedy 
[image: image507.wmf]a

 je maximální prvek při relaci 
[image: image508.wmf]1
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.
5) Nechť 
[image: image509.wmf]M

a

Î

 je největší prvek při relaci 
[image: image510.wmf]R

, tj. 
[image: image511.wmf];
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 také platí: 
[image: image512.wmf];
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 tedy 
[image: image513.wmf]M
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 nejmenší prvek při relaci 
[image: image514.wmf]1
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.
Nechť 
[image: image515.wmf]M

a

Î

 je maximální prvek při relaci 
[image: image516.wmf]R

, tj. 
[image: image517.wmf];
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 pak také platí: 
[image: image518.wmf]M
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.Tedy 
[image: image519.wmf]a

 je minimální prvek při relaci 
[image: image520.wmf]1
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□
Poznámka:
Je-li prvek největší, znamená to, že jsou všechny ostatní prvky „pod ním“. Je-li prvek maximální, znamená to, že „nad ním“ již není žádný prvek.

Je-li prvek nejmenší, znamená to, že jsou všechny ostatní prvky „nad ním“. Je-li prvek minimální, znamená to, že „pod ním“ již není žádný prvek.

Definice 1.x.

Uspořádání 
[image: image521.wmf]R

 na množině 
[image: image522.wmf]M

 je dobré (
[image: image523.wmf]M

 je dobře uspořádaná množina), jestliže každá neprázdná podmnožina má nejmenší prvek (
[image: image524.wmf];
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Definice 1.x.

Uspořádání 
[image: image525.wmf]R

 na množině 
[image: image526.wmf]M

 je lineární, jsou-li každé 2 prvky „srovnatelné“ relací, tj. 
[image: image527.wmf]x
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Věta 1.x.

Dobré uspořádání je také lineární uspořádání (každé 2 prvky jsou „srovnatelné“).
Důkaz:

Buďte 
[image: image528.wmf]M
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, položme: 
[image: image529.wmf]{
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 zřejmě 
[image: image530.wmf]M
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. Protože relace 
[image: image531.wmf]R

 je dobré uspořádání, existuje v množině 
[image: image532.wmf]N

 nejmenší prvek.

Je-li to prvek 
[image: image533.wmf]M
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, pak platí: 
[image: image534.wmf]y
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Je-li to prvek 
[image: image535.wmf]M
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, pak platí: 
[image: image536.wmf]x
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Tedy platí: 
[image: image537.wmf]x
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, prvky 
[image: image538.wmf]M
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 jsou „srovnatelné“ a uspořádání je též lineární.


□

Definice 1.x.

Je-li relace 
[image: image539.wmf]R

 na množině 
[image: image540.wmf]M

 (
[image: image541.wmf]M
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) reflexivní a tranzitivní, nazývá se kvazi uspořádání na množině 
[image: image542.wmf]M

.

Poznámka:

Relace kvazi uspořádání se liší od relace uspořádání tím, že není antisymetrická.
Věta 1.x.

Buď 
[image: image543.wmf]M

 množina kvazi uspořádaná relací 
[image: image544.wmf]R

. Definujme na množině 
[image: image545.wmf]M

 relaci 
[image: image546.wmf]S

 předpisem: 
[image: image547.wmf]a
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. Pak takto definovaná relace 
[image: image548.wmf]S

 je ekvivalence na množině 
[image: image549.wmf]M

, navíc platí: 
[image: image550.wmf]R
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. Dále definujme na faktor množině 
[image: image551.wmf]S

M

 relaci 
[image: image552.wmf]R

~

 předpisem: 
[image: image553.wmf][
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. Pak relace 
[image: image554.wmf]R

~

 je uspořádání na faktor množině 
[image: image555.wmf]S

M

.
Důkaz:

Buď 
[image: image556.wmf]M
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, pak 
[image: image557.wmf]a
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, tj. relace 
[image: image558.wmf]S

 je reflexivní.
Buď 
[image: image559.wmf]M
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, nechť 
[image: image560.wmf]a
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, tj. relace 
[image: image561.wmf]S

 je symetrická.

Buď 
[image: image562.wmf]M

c

b

a

Î

,

,

, nechť

[image: image563.wmf]c
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, tj. relace 
[image: image564.wmf]S

 je tranzitivní. Použili jsme toho, že relace 
[image: image565.wmf]R

 je tranzitivní.
Tedy relace 
[image: image566.wmf]S

 je vskutku ekvivalence na množině 
[image: image567.wmf]M

, můžeme definovat faktor množinu podle ekvivalence 
[image: image568.wmf]S

M

. Inkluze relací 
[image: image569.wmf]R

S
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 je zřejmá.
Dále ukážeme, že definice relace 
[image: image570.wmf]R
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 na 
[image: image571.wmf]S
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 je korektní. Buďte 
[image: image572.wmf]v
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, pak platí: 
[image: image573.wmf]v
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. Tedy definice relace 
[image: image574.wmf]R
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 je korektní, neboť nezávisí na výběru reprezentantů. Z definice je zřejmé, že relace 
[image: image575.wmf]R

~

 na faktor množině 
[image: image576.wmf]S

M

 je reflexivní a tranzitivní. Nechť tedy např. 
[image: image577.wmf][
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, to znamená, že také 
[image: image578.wmf][
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. Tedy relace 
[image: image579.wmf]R

~

 je též antisymetrická, tudíž je uspořádání na faktor množině 
[image: image580.wmf]S

M

.
□
Zornovo lemma
Neprázdná, částečně uspořádaná množina, kde je každý řetězec shora omezený, má maximální prvek.

Definice 1.x.

Buďte 
[image: image581.wmf]N

M

,

 množiny a 
[image: image582.wmf]N

M
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 relace mezi množinami. Relace 
[image: image583.wmf]f

 je zobrazení množiny 
[image: image584.wmf]M

 do množiny 
[image: image585.wmf]N

, jestliže platí: Pro každý prvek 
[image: image586.wmf]M
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 existuje právě jeden prvek 
[image: image587.wmf]N
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 tak, že 
[image: image588.wmf][
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Prvek 
[image: image589.wmf]M
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 je vzor, prvek 
[image: image590.wmf]N

y

Î

 je obraz.

Symbolicky zapsáno: 
[image: image591.wmf][
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Zobrazení je „předpis“, který každému prvku množiny 
[image: image592.wmf]M

 přiřadí právě jeden prvek množiny 
[image: image593.wmf]N

. Místo 
[image: image594.wmf][
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 píšeme stručně: 
[image: image595.wmf])
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. Někdy je výhodnější to psát obráceně než je obvyklé: 
[image: image596.wmf]f
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.
Zobrazení je speciální případ relace mezi množinami (nebo na množině).

Poznámka:
Z definice zobrazení plyne, že každý prvek 
[image: image597.wmf]M

x

Î

 má právě jeden obraz. Jistý prvek 
[image: image598.wmf]N

y
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 ovšem může mít více vzorů, ale také nemusí mít žádný.

Množina všech zobrazení množiny 
[image: image599.wmf]M

 do množiny 
[image: image600.wmf]N

 se značí: 
[image: image601.wmf]{
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. Jsou-li 
[image: image602.wmf]N
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 konečné množiny, 
[image: image603.wmf]n

N

m

M

=

=

,

, pak počet všech zobrazení množiny 
[image: image604.wmf]M

 do množiny 
[image: image605.wmf]N

 je 
[image: image606.wmf]m

n

 (viz kombinatorika, variace s opakováním).
Poznámka:

Na kartézskou mocninu 
[image: image607.wmf]n

X

 můžeme také pohlížet jako na zobrazení množiny 
[image: image608.wmf]{
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 do množiny 
[image: image609.wmf]X
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Poznámka:

Někdy užíváme zápis podobný relacím, tj. 
[image: image610.wmf][
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Definice 1.x.

Buď dáno zobrazení 
[image: image613.wmf]N
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obraz množiny 
[image: image616.wmf]A

 při zobrazení 
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vzor množiny 
[image: image619.wmf]B

 při zobrazení 
[image: image620.wmf]f

.
Věta 1.x.

Buď dáno zobrazení 
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□
V následujícím příkladu si ukážeme, že v jistých bodech předchozí věty nemusí platit rovnosti.
Příklad 1.x.
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Definujme zobrazení 
[image: image643.wmf]N
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(viz náčrtek)
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Položme: 
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(neplatí rovnost)
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Položme: 
[image: image651.wmf]{
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tedy: 
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V tomto případě relace 
[image: image655.wmf]1
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f

 již zobrazení není.
Definice 1.x.

Buď dáno zobrazení 
[image: image656.wmf]N
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· Zobrazení 
[image: image657.wmf]f

 je prosté (injekce), jestliže platí: 
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(což lez ekvivalentně vyjádřit takto: 
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· Zobrazení 
[image: image660.wmf]f

 je na (množinu) (surjekce), jestliže platí: 
[image: image661.wmf];

)

(

:

y

x

f

M

x

N

y

=

Î

$

Î

"


· Zobrazení 
[image: image662.wmf]f

 je vzájemně jednoznačné (bijekce), jestliže je prosté i na, tj. platí: 
[image: image663.wmf];
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Poznámka:

Je-li zobrazení prosté, má každý prvek 
[image: image664.wmf]N
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 je pak vzájemně jednoznačné. Prostým zobrazením jakoby „vnořím“ jednu množinu do druhé (injekce).
Je-li zobrazení na množinu, má každý prvek 
[image: image667.wmf]N
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Je-li zobrazení vzájemně jednoznačné (bijekce), má každý prvek 
[image: image669.wmf]N

y

Î
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[image: image670.wmf]M

x

Î

. Vzájemně jednoznačné zobrazení jakoby „ztotožní“ každý prvek množiny 
[image: image671.wmf]M

 s právě jedním prvkem množiny 
[image: image672.wmf]N

.
Zobrazení z předchozího příkladu není prosté ani na množinu.
Věta 1.x.

Buď zobrazení 
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Důkaz:

1) „(“ (viz V 1.x. bod 2)
“(“

[image: image679.wmf]y

x

f

B

x

y

x

f

A

x

B

f

y

A

f

y

B

f

A

f

y

=

Î

$

Ù

=

Î

$

Þ

Î

Ù

Î

Þ

Ç

Î

)

(

:

)

(

:

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

1

1


protože zobrazení 
[image: image680.wmf]f

 je prosté, platí: 
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2) „(“ (viz V 1.x. bod 6)
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protože zobrazení 
[image: image683.wmf]f

 je prosté, platí: 
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3) „(“ (viz V 1.x. bod 5)
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 je zobrazení na množinu
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Poznámka:

Je-li zobrazení 
[image: image688.wmf]N
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 vzájemně jednoznačné, platí ve větě 1.x. všude rovnosti.
Definice 1.x.

Buď 
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 vzájemně jednoznačné zobrazení (bijekce). Pak definujeme inverzní zobrazení 
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Definice je korektní, neboť každý prvek množiny 
[image: image692.wmf]N

 má právě jeden vzor v množině 
[image: image693.wmf]M

. Inverzní relace je v tomto případě též zobrazení.
Poznámka:

Buď 
[image: image694.wmf];
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[image: image695.wmf]N
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 bijekce.
Zřejmě platí: 
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Definice 1.x.

Buď 
[image: image697.wmf]M

 množina. Zobrazení 
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 definované předpisem: 
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 je identické zobrazení (identita) na množině 
[image: image700.wmf]M

.
Poznámka:

Zřejmě je identita na množině vzájemně jednoznačné zobrazení (bijekce).
Definice 1.x. (složené zobrazení)
Nechť jsou dána zobrazení: 
[image: image701.wmf];
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 Pak složené zobrazení 
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[image: image950.wmf]g
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(viz schéma)
Složené zobrazení lze zapsat takto:
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Zřejmě: 
[image: image705.wmf];
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[image: image706.wmf][
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Zde je skládání zobrazení zapsáno v opačném pořadí než skládání relací (def. 1.x.). Nejprve zobrazení 
[image: image707.wmf]f

 přiřadí prvku 
[image: image708.wmf]M

x

Î

 prvek 
[image: image709.wmf]N
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. Pak zobrazení 
[image: image710.wmf]g

 přiřadí prvku 
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 prvek 
[image: image712.wmf]P
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. Zápis zleva, který je obvyklý, tedy obrací pořadí skládání zobrazení.
Zápis zprava, který není obvyklý, neobrací pořadí skládání zobrazení.
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[image: image714.wmf][
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Tedy máme: 
[image: image715.wmf]g
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.
Většinou budeme užívat obvyklý zápis zleva, ale někdy je výhodnější zápis zprava, který neobrací pořadí.

Věta 1.x.

Buďte 
[image: image716.wmf];
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 zobrazení, sestrojme složené zobrazení dle předchozí definice, tj. 
[image: image717.wmf])
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. Pak platí:
1) Jsou-li zobrazení 
[image: image718.wmf]g

f
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 prostá, je složené zobrazení 
[image: image719.wmf]f
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o

 také prosté.
2) Jsou-li zobrazení 
[image: image720.wmf]g

f

,

 na množinu, je složené zobrazení 
[image: image721.wmf]f
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o

 také na množinu.

3) Jsou-li zobrazení 
[image: image722.wmf]g

f

,

 vzájemně jednoznačná, je složené zobrazení 
[image: image723.wmf]f
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o

 také vzájemně jednoznačné.

4) Jsou-li zobrazení 
[image: image724.wmf]g
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,

 vzájemně jednoznačná, platí pro inverzní zobrazení vztah: 
[image: image725.wmf];

)

(

1

1

1

-

-

-

=

g

f

f

g

o

o

 (obrácené pořadí).

Důkaz:

1) Zvolme prvky 
[image: image726.wmf]M
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, pak položme: 
[image: image727.wmf])
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[image: image729.wmf];
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neboť 
[image: image730.wmf]f
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 jsou prostá zobrazení.
2) Zvolme prvek 
[image: image731.wmf]P
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. Pak máme: 
[image: image732.wmf]);
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tedy: 
[image: image733.wmf]))
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, neboť 
[image: image734.wmf]f
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 jsou zobrazení na množinu.
3) Zobrazení 
[image: image735.wmf]f
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 jsou vzájemně jednoznačná, tj. prostá i na množinu, tedy z bodů 1) a 2) vyplývá, že složené zobrazení 
[image: image736.wmf]f
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 je také prosté i na množinu, tedy vzájemně jednoznačné.

4) Zvolme prvek 
[image: image737.wmf]P
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. Pak platí: 
[image: image738.wmf]);
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[image: image739.wmf])
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[image: image740.wmf]);
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Máme tedy: 
[image: image741.wmf];
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□
Poznámka:
Ještě k bodu 4)
Při zápisu zleva máme: 
[image: image742.wmf];
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 (obrácené pořadí)
Při zápisu zprava máme: 
[image: image743.wmf];
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Věta 1.x.

Buď dáno vzájemně jednoznačné zobrazení: 
[image: image744.wmf];
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Pak platí: 
[image: image745.wmf];
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 (Jednou dostaneme identické zobrazení na množině 
[image: image746.wmf]M

, podruhé dostaneme identické zobrazení na množině 
[image: image747.wmf]N
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Důkaz:

Zvolme prvky: 
[image: image748.wmf]N
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, platí: 
[image: image749.wmf]y
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Zřejmě platí: 
[image: image750.wmf];
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[image: image751.wmf];
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[image: image752.wmf];
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□
Poznámka:

Při zápisu zleva máme: 
[image: image753.wmf];
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Při zápisu zprava máme: 
[image: image754.wmf];

;

1

1

M

N

I

f

f

I

f

f

=

×

=

×

-

-


Poznámka:

V předchozí větě není vyloučen případ 
[image: image755.wmf]N
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, pak máme: 
[image: image756.wmf];
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 V tom případě platí: 
[image: image757.wmf];
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Vzájemně jednoznačné zobrazení množiny na sebe je permutace na množině (viz dále).
Později bude ukázáno, že množina všech permutací na množině tvoří vzhledem ke skládání grupu (viz kap. 4).
Věta 1.x.

Buďte 
[image: image758.wmf]N
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,

 množiny, 
[image: image759.wmf]N
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 zobrazení množiny 
[image: image760.wmf]M

 do množiny 
[image: image761.wmf]N

. Definujme na množině 
[image: image762.wmf]M

 relaci 
[image: image763.wmf]S

 předpisem: 
[image: image764.wmf])
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. Pak takto definovaná relace je ekvivalence na množině 
[image: image765.wmf]M

. Navíc platí: 
[image: image766.wmf]1
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 (bereme jako relace).
Důkaz:

reflexivní: 
[image: image767.wmf]a
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symetrická: 
[image: image768.wmf]a
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[image: image770.wmf]c
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Tedy relace 
[image: image771.wmf]S

 je ekvivalence na množině 
[image: image772.wmf]M

.
Nechť 
[image: image773.wmf];
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 Položme: 
[image: image774.wmf];
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dále: 
[image: image776.wmf][
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Nechť 
[image: image778.wmf][
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[image: image779.wmf][
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[image: image780.wmf]S
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Každému zobrazení 
[image: image782.wmf]N
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:

 lze přiřadit ekvivalenci na množině 
[image: image783.wmf]M

. Je-li speciálně 
[image: image784.wmf]f

 prosté zobrazení, je 
[image: image785.wmf]I

S
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, (diagonální relace).
Příklad 1.x.

Vraťme se k příkladu 1.x. 
[image: image786.wmf];
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[image: image788.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

{

}

;

3

;

4

,

4

;

3

,

4

;

4

,

3

;

3

,

2

;

2

,

1

;

1

1

S

f

f

=

=

×

-


Definice 1.x.

Buď relace 
[image: image789.wmf]S

 ekvivalence na množině 
[image: image790.wmf]M

. Pak zobrazení 
[image: image791.wmf]S
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 definované předpisem: 
[image: image792.wmf][
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 je přirozená projekce.
Přirozená projekce přiřadí každému prvku třídu, v níž je obsažen.

Věta 1.x.

Přirozená projekce 
[image: image793.wmf]S
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 je zobrazení na množinu, navíc platí: 
[image: image794.wmf]M
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Důkaz:

Nechť 
[image: image795.wmf][
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[image: image796.wmf][
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Buď 
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Poznámka:

Pokud je 
[image: image799.wmf]S

 diagonální relace (
[image: image800.wmf]I

S

=

), je přirozená projekce 
[image: image801.wmf]S

p

 vzájemně jednoznačné zobrazení.

Věta 1.x.

Buď 
[image: image802.wmf]N
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 zobrazení množiny 
[image: image803.wmf]M

 na množinu 
[image: image804.wmf]N

. Buď 
[image: image805.wmf]S

 ekvivalence na množině 
[image: image806.wmf]M

 definovaná předpisem 
[image: image807.wmf])
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. Pak existuje vzájemně jednoznačné zobrazení (bijekce) 
[image: image808.wmf]N
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 a navíc platí: 
[image: image809.wmf]S

f

p

j

o

=

.
Důkaz:

Buď 
[image: image810.wmf][
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. Definujme zobrazení 
[image: image811.wmf]N
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[image: image812.wmf][
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Ukážeme, že 
[image: image813.wmf]j

 je zobrazení: 
[image: image814.wmf][
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[image: image816.wmf]j

 je prosté.
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, neboť zobrazení 
[image: image818.wmf]f

 je dle předpokladu na množinu. Pak je: 
[image: image819.wmf][
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, tj. 
[image: image820.wmf]j

 je též zobrazení na.
Tedy zobrazení 
[image: image821.wmf]N
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 je vzájemně jednoznačné (bijekce).
Buď 
[image: image822.wmf]M
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[image: image823.wmf][
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[image: image951.wmf]g


Poznámka:
Je-li zobrazení 
[image: image824.wmf]f

 vzájemně jednoznačné, je relace 
[image: image825.wmf]S

 diagonální relace (nejmenší ekvivalence) na 
[image: image826.wmf]M

. Pak platí: 
[image: image827.wmf][

]
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, zobrazení 
[image: image828.wmf]S

p

 je vzájemně jednoznačné.
Pokud zobrazení 
[image: image829.wmf]N
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:

 není na množinu, uděláme zobrazení 
[image: image830.wmf])
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, které již je na množinu (
[image: image831.wmf]N
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Definice 1.x.

Nechť 
[image: image832.wmf]N

M

,

 jsou množiny. Množiny jsou ekvivalentní (mají stejnou mohutnost), jestliže existuje vzájemně jednoznačné zobrazení 
[image: image833.wmf]N
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, značíme 
[image: image834.wmf]N
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Množina 
[image: image835.wmf]M

 je subvalentní množině 
[image: image836.wmf]N

, existuje-li prosté zobrazení 
[image: image837.wmf]N
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, značíme 
[image: image838.wmf]N
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.
Pro konečné množiny je mohutnost počet prvků. Přirozená čísla vyjadřují počty prvků konečných množin. Mohutnost prázdné množiny je 0, tj. 
[image: image839.wmf]0
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.
Definice 1.x.

Nechť 
[image: image840.wmf]M

 je množina, potence množiny (značíme 
[image: image841.wmf])
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) je množina všech jejich podmnožin, tj. 
[image: image842.wmf]{
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Příklad 1.x.


[image: image843.wmf]{
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Má-li množina 
[image: image844.wmf]m

 prvků, její potence má 
[image: image845.wmf]m
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 prvků, tj. 
[image: image846.wmf]m
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(viz též následující věta).
Poznámka:
Potence množiny je částečně uspořádaná inkluzí, tvoří distributivní a komplementární svaz (viz dále, kap. 3).
Věta 1.x.

Potence množiny 
[image: image847.wmf]M

 je ekvivalentní množině všech zobrazení množiny 
[image: image848.wmf]M

 do dvouprvkové množiny, tj. 
[image: image849.wmf]{
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Důkaz:

Definujme zobrazení 
[image: image850.wmf]{
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Buďte 
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nechť 
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[image: image855.wmf];
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Tedy: 
[image: image856.wmf];
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 zobrazení 
[image: image857.wmf]F

 je prosté.
Buď 
[image: image858.wmf]{
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zřejmě 
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[image: image861.wmf];
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[image: image862.wmf];
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Tedy zobrazení 
[image: image863.wmf]F

 je na množinu.
Dostáváme tedy, že zobrazení 
[image: image864.wmf]F

 je vzájemně jednoznačné, tedy 
[image: image865.wmf]{
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□
Pro potenci množiny platí: 
[image: image866.wmf]M
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, proto se potence množiny také někdy značí 
[image: image867.wmf]M
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Věta 1.x. (Cantorova věta)
Množina je ostře subvalentní své potenci, tj. 
[image: image868.wmf])
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. Jinými slovy: Potence množiny má více prvků než množina sama.
Důkaz:

Definujme zobrazení: 
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Tedy 
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, zbývá dokázat, že množina nemůže být ekvivalentní své potenci. Provedeme to sporem.
Předpokládejme, že existuje vzájemně jednoznačné zobrazení 
[image: image875.wmf])
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Neexistuje vzájemně jednoznačné zobrazení množiny na svoji potenci, tj. 
[image: image881.wmf])
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□
Věta 1.x. (Cantor Bernsteinova věta)
Nechť 
[image: image882.wmf]N
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Důkaz:

obtížnější, viz …

Věta 1.x. (věta o reprezentaci)
Buď 
[image: image885.wmf]R

 uspořádání na množině 
[image: image886.wmf]M
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Důkaz:

Buď 
[image: image889.wmf]M
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. Každému prvku přiřadíme podmnožinu prvků, které jsou „pod ním“. Ukážeme, že takto definované zobrazení je vnoření.
Nechť 
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 je tedy prosté.
Nechť nyní 
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Dostali jsme tedy: 
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Zobrazení 
[image: image906.wmf])
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□
Definice 1.x.
Buď 
[image: image907.wmf]X

 množina, jejíž prvky jsou opět množiny. Pak definujeme množinu suma X (značíme 
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Věta 1.x.
Buďte 
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Důkaz:

zřejmé
□
Definice 1.x.

Množina 
[image: image915.wmf]N

 je ordinální číslo, je-li dobře uspořádaná a každý prvek je též její podmnožinou.
Věta 1.x.
Buď množina 
[image: image916.wmf]N

 ordinální číslo. Pak platí:
1) 
[image: image917.wmf];
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Důkaz:

1) 
[image: image919.wmf];
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□
Věta 1.x.
Množina ordinálních čísel je dobře uspořádaná.
Důkaz:

viz …
Definice 1.x.

Kardinální číslo je ordinální číslo, které není ekvivalentní se žádným svým prvkem.
Příklad 1.x.
Množiny přirozených a celých čísel jsou ekvivalentní, ačkoli množina přirozených čísel je vlastní podmnožina množiny celých čísel, tj. 
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Definujme zobrazení 
[image: image922.wmf]Z
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Takto definované zobrazení je vzájemně jednoznačné (ověřte).

Příklad 1.x.

Uvažujme množinu celých čísel 
[image: image924.wmf]Z

 a množinu všech násobků čísla 
[image: image925.wmf]N
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Takto definované zobrazení je vzájemně jednoznačné (ověřte), tudíž 
[image: image929.wmf]k
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 je vlastní podmnožina.
Poznámka:

Paradoxy uvedené v předchozích příkladech (a jiné další) nemohou nastat u konečných množin, pouze u nekonečných množin.

Přirozená čísla vyjadřují počet prvků konečné množiny, neboť každá množina je ekvivalentní s nějakým ordinálním číslem. Číslo 
[image: image931.wmf]{
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 je následovník přirozeného čísla 
[image: image932.wmf]n
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Ukážeme si konstrukci množiny přirozených čísel z „ničeho“.
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Platí: 
[image: image935.wmf]{
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Takto lze zkonstruovat každé přirozené číslo.
Dodatek
Máme množinu o 
[image: image936.wmf]n

 prvcích. Budeme se zabývat otázkou, kolik je disjunktních rozkladů množiny. Počet rozkladů 
[image: image937.wmf]-
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prvkové množiny značíme 
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Nechť máme množinu o 
[image: image941.wmf]n

 prvcích, počet rozkladů je 
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. Nyní „přidáme“ další prvek. Máme tyto možnosti: Přidáme do třídy k novému prvku 
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 prvků z původní množiny, kde 
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[image: image947.wmf];
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[image: image948.wmf];
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Je zřejmé, že čísla 
[image: image949.wmf])
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Použité zdroje:

1) Matematika

2) Bican L.: Algebra I
3) Bican L.: Algebra pro učitelské studium
4) Dlab V, Bečvář J.: Od aritmetiky k abstraktní algebře
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