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II. Algebraické struktury
Připomeňme si toto: Buď 
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Definice 2.1.
Buď 
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 právě jeden prvek z množiny 
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. Též se říká, že množina je vzhledem k operaci uzavřená.
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Nejčastěji se setkáváme s binární operací. Připomeňme si, že 4 základní aritmetické operace (úkony) jsou sčítání, odčítání, násobení, dělení (
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Definice 2.2.

Buď 
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 se nazývá algebra (algebraická struktura).
Algebraická struktura je tedy množina se systémem operací. Někdy se místo algebraická struktura říká prostě algebra.
Příklad 2.1.
Uvažujme 
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Definice 2.3.
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2) asociativní, platí-li: 
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Buď dále 
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U binární operace je označení 
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Příklad 2.2.
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násobení
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 algebraická struktura, značí se též 
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Operace sčítání a násobení jsou komutativní a asociativní. Operace násobení je distributivní vzhledem ke sčítání. Množina celých čísel tvoří vzhledem ke sčítání a násobení okruh (viz dále).
Definice 2.4.
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Věta 2.1.
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Věta říká, že průnik podalgeber je podalgebra.

Důkaz:
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Definice 2.5.
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2) Relace 
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 zachovává algebraické operace,
tj. pro každou operaci 
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Kongruence je relace, která je ekvivalence a navíc zachovává algebraické operace.
Poznámka:

Někdy se též říká, že kongruence je stabilní k algebraickým operacím. Také se někdy říká, že kongruence je kompatibilní s algebraickými operacemi.
Definice 2.6.

Buď relace 
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V následující větě ukážeme, že definice 2.6. je korektní, tj. výsledek operace nezávisí na výběru reprezentantů.
Věta 2.2.
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Důkaz:
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Příklad 2.3.

Příkladem algebry je množina celých čísel vzhledem ke sčítání a násobení, 
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Bude ukázáno později.
Definice 2.x.
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Definice 2.7.

Buďte 
[image: image141.wmf](

)

(

)

)

(

,

,

)

(

,

*

*

L

Î

L

Î

l

w

l

w

l

l

M

M

 algebry stejného typu. Buď dále definováno zobrazení 
[image: image142.wmf]*

:

M

M

f

®

. Zobrazení 
[image: image143.wmf]f

 je homomorfismus algeber, jestliže pro každou operaci 
[image: image144.wmf]),

,

(

*

L

Î

l

w

w

l

l

 platí: 
[image: image145.wmf][

]

(

)

[

]

(

)

)

(

,

,

)

(

)

,

,

(

1

*

1

l

l

l

l

w

w

n

n

a

f

a

f

a

a

f

K

K

=

 (zobrazení zachovává operace)
Je-li zobrazení 
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 homomorfismus a navíc vzájemně jednoznačné, jde o izomorfismus.
Homomorfismus je zobrazení, které zachovává algebraické operace.
Věta 2.3.

Buď dán homomorfismus algeber 
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Věta 2.4.
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Věta 2.5. (o izomorfismu algeber)
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Tedy zobrazení 
[image: image193.wmf]j

 je skutečně homomorfismus.
□
Věta 2.6.
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Tedy složené zobrazení je též homomorfismus.
□
Věta 2.7.
Buď 
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)

(

)

)

(

,

)

(

,

:

*

*

L

Î

®

L

Î

l

w

l

w

l

l

M

M

f

 izomorfismus algeber (zobrazení 
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 je vzájemně jednoznačný homomorfismus). Pak inverzní zobrazení 
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Důkaz:
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Tedy inverzní zobrazení je též homomorfismus.
□
Příklad:
Uvažujme množinu 
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Buď dále 
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M

 množina s jednou binární operací, 
[image: image220.wmf][

]

;

;

,

,

*

*

*

*

*

*

*

*

b

a

b

a

M

b

a

o

=

Î

w

 tj. máme další algebru 
[image: image221.wmf](

)

o

,

*

M

. Zobrazení 
[image: image222.wmf](

)

(

)

o

,

,*

:

*

M

M

®

j

 je homomorfismus algeber, jestliže platí: 
[image: image223.wmf];

,

)

(

)

(

)

*

(

M

b

a

b

a

b

a

Î

"

=

j

j

j

o


V tomto případě lze definice zapsat jednoduše.
Definice 2.x.
Grupoid je množina s jednou binární operací, značíme 
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Definice 2.x.

Buď 
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Prvkem 
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Věta 2.x.
Buď 
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Definice 2.x.

Buď 
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Věta 2.x.
Buď 
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□
Jednotkový prvek tedy může být jenom jeden.

Zřejmě 
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Věta 2.x.
Buď 
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Důkaz:

Nechť 
[image: image272.wmf];
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□
Poznamenejme, že v pologrupě výraz 
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 nezávisí na „uzávorkování“ (
[image: image276.wmf]N

Î

n

).
Na pořadí obecně záviset může. Pokud je pologrupa komutativní, nezávisí výraz na „pořadí“. V komutativní pologrupě platí pro libovolnou permutaci 
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prvkové množiny toto: 
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Při libovolné záměně pořadí prvků bude výsledek operace stejný.
Příklad:
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 množina přirozených čísel vzhledem ke sčítání tvoří pologrupu, která je asociativní a komutativní.
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 množina přirozených čísel vzhledem k násobení tvoří pologrupu, která je asociativní a komutativní. Navíc číslo 1 je jednotkový prvek.
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 množina reálných čísel tvoří vzhledem ke sčítání komutativní pologrupu Navíc je číslo 0 neutrální prvek.
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 množina reálných čísel tvoří vzhledem k násobení komutativní pologrupu Navíc je číslo 1 jednotkový prvek.
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