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III. Svazy
Definice 3.1.
Buď 
[image: image459.wmf]2
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 množina s jednou binární operací (, nechť platí:
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Pak algebraická struktura 
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 se nazývá polosvaz.
Polosvaz je idempotentní, komutativní pologrupa (Def. 2.x.)
Definice 3.2.

Definujme na polosvazu 
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Věta 3.1.

Relace 
[image: image8.wmf]£

 takto definovaná na polosvazu 
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Důkaz:

1) reflexivita
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2) antisymetrie
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3) tranzitivita
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Tedy relace 
[image: image15.wmf]£

 je uspořádání na 
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. (def. 1.x.)
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Poznámka:
Toto uspořádání ovšem může být jenom částečné, nemusí být nutně každé 2 prvky srovnatelné.

Definice 3.3.

Buďte 
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 dva polosvazy a nechť platí tzv. absorpční zákony:
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Pak algebraická struktura 
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 se nazývá svaz.
Operaci 
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 se říká průsek, operaci 
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 se říká spojení.
Věta 3.2.

Ve svazu 
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Dále platí: 
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Důkaz:

„(“ nechť 
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„(“ nechť 
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Použili jsme absorpční zákony.
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□

Ve svazu je možno definovat relaci uspořádání ekvivalentně dvěma způsoby: 
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Též je možno definovat relaci uspořádání takto: 
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Zřejmě jsou relace 
[image: image34.wmf]³
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 navzájem inverzní uspořádání svazu.
Poznámka:

Všimněme si, že operace 
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 připomínají množinové operace průnik a sjednocení, tj. 
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, relace 
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 pak množinovou inkluzi, tj. 
[image: image38.wmf]Ì

. Stejnými symboly se též značí výroková konjunkce (a zároveň) a výroková disjunkce (nebo nevylučovací).
Věta 3.x.

Ve svazu 
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Důkaz:
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□
Definice 3.x.

Buď 
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 množina uspořádaná relací 
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 (relace 
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Infimum je největší dolní odhad množiny 
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Prvek 
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Supremum je nejmenší horní odhad množiny 
[image: image57.wmf]N

.

Poznámka:
Porovnejme s definicí suprema a infima z matematické analýzy (viz MA, kap. 1).
Věta 3.x.

Buď 
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[image: image59.wmf]£

, buď relace 
[image: image60.wmf]³

 inverzní k relaci 
[image: image61.wmf]£

. Buď dále 
[image: image62.wmf]M

N

Ì

 a prvek 
[image: image63.wmf]M

x

Î

0

 infimum množiny 
[image: image64.wmf]N

 při relaci 
[image: image65.wmf]£

. Pak prvek 
[image: image66.wmf]M

x

Î

0

 je supremum množiny 
[image: image67.wmf]N

 při relaci 
[image: image68.wmf]³

.
Důkaz:
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Prvek 
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Věta 3.x.
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Tedy skutečně: 
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Poznámka:
Zřejmě platí: 
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Věta 3.x.
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Důkaz:
Provede se indukcí dle 
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Položme dále 
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Tedy 
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1

,

,

1

;

,

,

1

,

1

1

1

+

=

"

£

Þ

£

=

"

£

Þ

£

£

+

+

n

j

S

x

S

x

n

j

S

x

S

x

S

S

j

n

j

n

K

K



[image: image119.wmf];

,

1

,

,

1

1

1

1

1

y

x

S

S

y

x

y

S

n

j

y

x

n

n

j

£

Ú

=

Þ

£

£

Þ

+

=

"

£

+

+

K


Tedy 
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□
Ve svazu existuje ke každým 2 prvkům supremum a infimum, ba dokonce každá neprázdná konečná podmnožina má supremum a infimum.
Každý konečný svaz obsahuje největší prvek (supremum všech prvků) a nejmenší prvek (infimum všech prvků).

Definice 3.5.
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Definice říká, že spojení 2 prvků v ideálu je opět prvek v ideálu, průsek libovolného prvku ve svazu a prvku v ideálu je opět prvek v ideálu.

Věta 3.x.

Buď 
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Důkaz:
Zřejmě platí: 
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□
Věta 3.x.

Buďte 
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Důkaz:
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□
Věta 3.x.

Buď 
[image: image141.wmf]L
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 ideál ve svazu 
[image: image142.wmf](
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Důkaz:

Nechť 
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□
Definice 3.6.

Svaz 
[image: image148.wmf](
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 je úplný, jestliže každá neprázdná podmnožina množiny 
[image: image149.wmf]L

 má supremum a infimum.
Poznámka:

Z věty 3.x. plyne, že každý konečný svaz je úplný.
Věta 3.x.

Každý svaz lze vnořit do úplného svazu.
Důkaz:
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 je spojení ideálů, tj. nejmenší ideál obsahující oba ideály 
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Definujme zobrazení 
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 prosté zobrazení: 
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 zachovává operace
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Toto zobrazení tedy homomorfně vnoří svaz 
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. Svaz ideálů je úplný, neboť průnik libovolného systému ideálů je ideál, spojení libovolného systému ideálu je ideál.

□

Definice 3.x

Buď 
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Řetězec 
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 je maximální, jestliže pro každý prvek svazu, který není v množině 
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Poznámka:

Případ, kdy celý svaz tvoří jeden řetězec, není vyloučen (viz následující příklady).

Příklad 3.x.
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)

£

min,

max,

,

N

 není úplný svaz. Zvolme 
[image: image176.wmf]N

Î

m

,
množina 
[image: image177.wmf]{

}

{

}

K

;

1

;

+

=

³

Î

m

m

m

n

n

N

 nemá supremum v 
[image: image178.wmf]N

.
Svaz 
[image: image179.wmf]{

}

(

)

£

¥

+

È

min,

max,

,

N

 již úplný je.
Svaz 
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Svaz 
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Příklad 3.x.

Svaz 
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 je množina racionálních čísel.
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Množina 
[image: image191.wmf]1
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 je ideál ve svazu 
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Množina reálných čísel doplněná o nevlastní: 
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 (viz MA, Dedekindova teorie řezů).
Definice 3.x

Svaz 
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Poznámka:
Definici modulárního svazu lze ekvivalentně vyjádřit takto:
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Stačí ve vztahu prohodit proměnné 
[image: image198.wmf]z
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 a upravit.
Definice 3.x

Svaz 
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Svazové operace 
[image: image202.wmf]Ú
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,

 jsou vůči sobě navzájem distributivní, podobně jako je násobení čísel distributivní vzhledem ke sčítání (zákon o roznásobení).
Věta 3.x.

Je-li svaz 
[image: image203.wmf](
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 distributivní, je také modulární.
Důkaz:

Nechť 
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Tedy svaz je také modulární.
□
Distributivní svaz je modulární, ale modulární svaz nemusí být distributivní. Implikace v předchozí větě se nedá obrátit.

Věta 3.x.

V distributivním svazu 
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Důkaz:
Dokáže se snadno indukcí dle 
[image: image211.wmf]N
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.
□
V obecném svazu nemusí distributivní rovnosti platit, ale platí aspoň nerovnosti (viz následující věta).
Věta 3.x.

Ve svazu 
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Důkaz:

[image: image215.wmf];
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□
Poznámka:

Bude-li v předchozích nerovnostech 
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tedy: 
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Definice 3.x.
Svaz 
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 je komplementární, jestliže existuje nejmenší prvek 0 a největší prvek 1 a je navíc na něm jednoznačně definovaná funkce komplement s vlastnostmi:
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Z definice bodu 1) také vyplývá, že: 
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Prvek 
[image: image228.wmf]a
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 je komplement (doplněk) prvku 
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. Zřejmě také platí: 
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Příklad 3.x.
[image: image1.wmf]L
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Ukážeme si příklady svazů, které nejsou distributivní.

Pro svaz nalevo platí: 
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Není to distributivní svaz.
Platí: 
[image: image233.wmf];
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 (viz V 3.x.)
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0

)

(

)

(

;

1

)

(

;

1

)

(

)

(

;

0

)

(

b

b

c

b

a

b

b

b

c

a

b

c

c

b

c

a

c

c

c

b

a

c

=

Ú

=

Ù

Ú

Ù

=

Ù

=

Ú

Ù

=

Ù

=

Ú

Ù

Ú

=

Ú

=

Ù

Ú


Dále platí: 
[image: image235.wmf];
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 tudíž to není komplementární svaz.
Také platí: 
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Tedy to není ani modulární svaz.
Pro svaz napravo platí: 
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Platí: 
[image: image240.wmf];
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 (viz V 3.x.)

Není to distributivní svaz.

Dále platí: 
[image: image241.wmf];
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 tudíž to není komplementární svaz.

Modulární svaz to ale je.
Poznámka:
Svazu nalevo se říká „pentagonální“ svaz. Svazu napravo se též říká „diamant“, neboť ho připomíná svým tvarem.

Dá se ukázat, že svaz je modulární, jestliže neobsahuje podsvaz izomorfní se svazem nalevo. Svaz je distributivní, jestliže neobsahuje podsvaz izomorfní se svazem nalevo ani napravo.

Příklad 3.x.

V pentagonálním svazu (svaz nalevo) máme tyto maximální řetězce: 
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Podmnožina 
[image: image243.wmf]{

}

c

b

a

;

;

 řetězec není, neboť nelze porovnat prvky 
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, též nelze porovnat prvky 
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. Podmnožina 
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 je řetězec (
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), ale není maximální.
Ve svazu „diamant“ (svaz napravo) máme tyto maximální řetězce: 
[image: image248.wmf];
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[image: image249.wmf];

1

0

£

£

c

 Podmnožina 
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 řetězec není, neboť nelze porovnat prvky 
[image: image251.wmf]b
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, též nelze porovnat prvky 
[image: image252.wmf]c
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, též nelze porovnat prvky 
[image: image253.wmf]c
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Poznámka:
Pentagonální svaz není ani komplementární.
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 Komplement není jednoznačně určen.

Svaz „diamant“ není ani komplementární.


[image: image255.wmf];

1

;

0

=

Ú

=

Ú

=

Ú

=

Ù

=

Ù

=

Ù

c

b

c

a

b

a

c

b

b

a

c

a

 Komplement není jednoznačně určen.

Věta 3.x.
Buď 
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Důkaz:
a) 
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c) 
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Definice 3.x.

Booleova algebra je distributivní, komplementární svaz.
Věta 3.x. (De Morganovy vzorce)
V Booleově algebře 
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Důkaz:

1) 
[image: image266.wmf]0

0

0

)

0

(

)

0

(

)

(

)

(

)

(

)

(

=

Ú

=

Ù

Ú

Ù

=

¢

Ù

Ù

Ú

¢

Ù

Ù

=

¢

Ú

¢

Ù

Ù

a

b

b

b

a

a

b

a

b

a

b

a



[image: image267.wmf]1

1

1

)

1

(

)

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

=

Ù

=

¢

Ú

Ù

¢

Ú

=

¢

Ú

¢

Ú

Ù

¢

Ú

¢

Ú

=

¢

Ú

¢

Ú

Ù

a

b

b

a

b

b

a

a

b

a

b

a


2) 
[image: image268.wmf]0

0

0

)

0

(

)

0

(

)

(

)

(

)

(

)

(

=

Ú

=

¢

Ù

Ú

¢

Ù

=

¢

Ù

¢

Ù

Ú

¢

Ù

¢

Ù

=

¢

Ù

¢

Ù

Ú

a

b

b

a

b

b

a

a

b

a

b

a



[image: image269.wmf]1

1

1

)

1

(

)

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

=

Ù

=

Ú

Ù

Ú

=

¢

Ú

Ú

Ù

¢

Ú

Ú

=

¢

Ù

¢

Ú

Ú

a

b

b

b

a

a

b

a

b

a

b

a


Protože prvky splňují podmínky z definice (zvláště 3) a 4), platí tedy: 
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□
Všimněme si, že vzorce připomínají tzv. De Morganovy vzorce z množin. Pamatují se pod hesly: „Komplement průniku je sjednocení komplementů. Komplement sjednocení je průnik komplementů.“ Analogické vztahy platí ve výrokové logice.
V Booleově algebře platí také následující (dokáže se snadno indukcí dle 
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Věta 3.x.
V Booleově algebře 
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Důkaz:
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Tudíž: 
[image: image277.wmf]a
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□
Komplement tedy obrací uspořádání.
Příklad 3.x.
Buď 
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 konečná množina. Pak 
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 je potence množiny, tj. množina všech podmnožin dané množiny (Def. 1.x.). „Průsek“ zde představuje průnik množin, „spojení“ zde představuje sjednocení množin. Nejmenší prvek je prázdná množina 
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, největší prvek je celá množina 
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.
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Ukážeme si, jak je částečně uspořádaná potence jedno, dvoj, tříprvkové množiny.
V jednoprvkové množině máme tento maximální řetězec: 
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Ve dvouprvkové množině máme tyto maximální řetězce: 
[image: image284.wmf]{
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Ve tříprvkové množině máme tyto maximální řetězce:
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Definice 3.x.

Buď 
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 Booleova algebra. Prvek je atom svazu, je-li minimální prvek množiny 
[image: image289.wmf]{
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Věta 3.x.
Každá konečná Booleova algebra je izomorfní Booleově algebře tvaru 
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Důkaz:

Nechť 
[image: image293.wmf]M

 je množina všech atomů svazu 
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[image: image297.wmf];

U

y

N

x

x

y

Î

=

 tj. spojení všech atomů svazu, které jsou „pod ním“. 
[image: image298.wmf]y

x

N

x

y

x

y

N

x

y

£

Þ

Î

"

£

Î

U

.
Nechť je 
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Definujme zobrazení: 
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zřejmě platí: 
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dále platí: 
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tj. 
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Tedy zobrazení 
[image: image309.wmf]F

 je izomorfismus svazů 
[image: image310.wmf](

)

1

,

0

,

,

,

,

¢

Ú

Ù

L

 a 
[image: image311.wmf](

)

Æ

È

Ç

,

,

,

),

(

c

M

P

.
□
Z důkazu předchozí věty je zřejmé, že každému prvku svazu přiřadíme množinu atomů, které jsou „pod ním“.
Poznámka:
Pro nekonečnou Booleovu algebru nemusí předchozí věta platit. Nechť 
[image: image312.wmf]M

 je nekonečná množina (
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), definujme Booleovu algebru následovně: Vezmeme systém podmnožin množiny 
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, které jsou konečné nebo jejich komplement je konečný,
tj. 
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Věta 3.x.
Buď 
[image: image316.wmf](
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Důkaz:

Použijeme absorpční zákony: 
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□
Poznámka:
Ve svazu, který není distributivní, nemusí tvrzení věty platit.

V pentagonálním svazu platí: 
[image: image324.wmf];
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Ve svazu „diamant“ platí: 
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Věta 3.x.
Buď 
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 Booleova algebra, 
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Důkaz:
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)

(

)

(

)

(

)

(

¢

Ù

Ù

Ú

=

¢

Ú

¢

Ù

Ú

=

b

a

b

a

b

a

b

a



□
Tento vztah je vlastně symetrická diference množin.
Definice 3.x.

Buďte 
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V tom případě homomorfismus zachovává uspořádání.
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Definice 3.x.

Buďte 
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V tom případě anti homomorfismus obrací uspořádání.
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Je-li zobrazení vzájemně jednoznačné, nazývá se zobrazení izomorfismus svazů, nebo anti izomorfismus svazů.
Příklad 3.x.
Buď dána Booleova algebra 
[image: image341.wmf](

)

Æ

È

Ç

,

,

,

),

(

c

M

P

, definujme anti izomorfismus svazů 
[image: image342.wmf])

(

)

(

:

M

M

P

P

®

j

 následovně: 
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Poznámka:
S případem anti izomorfismu svazů se ještě několikrát setkáme.
Příklad 3.x.

Buď dána konečná Booleova algebra 
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Zřejmě platí následující:
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Takto definovaná zobrazení jsou homomorfismy svazů.
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Příklad 3.x.
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Ukážeme si svaz dělitelů čísla 36. Více o dělitelnosti viz kapitola 6.

Dělitelé čísel 12, 18, atd. představují ideály ve svazu.
Máme zde několik maximálních řetězců vlastních dělitelů.
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Průsek zde představuje největší společný dělitel, spojení zde představuje nejmenší společný násobek. 
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 (viz též kap. 6, dělitelnost).
Např. 
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Tento svaz ale není komplementární. Např. neexistují prvky, pro který by platilo: 
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Platí ovšem toto: 
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Příklad 3.x.
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V tomto případě je svaz dělitelů izomorfní svazu podmnožin dvouprvkové množiny.
Tento příklad lze zobecnit.
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 je jednoduše složené (čtverců prosté), neboť není dělitelné druhou mocninou žádného prvočísla. V tom případě je svaz dělitelů izomorfní svazu podmnožin 
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Každý dělitel lze vyjádřit ve tvaru: 
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Svaz dělitelů je izomorfní se svazem 
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Atomy svazu jsou právě všechna prvočísla, kterými je dané číslo dělitelné.
Neplatí to pro čísla, která jsou dělitelná druhou mocninou nějakého prvočísla.
Příklad 3.x.
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Diagram vlevo představuje svaz dělitelů čísla 
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Tyto svazy nejsou komplementární.
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Použité zdroje:

1) Bican L.: Algebra pro učitelské studium

2) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry
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