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IV. Grupy
Definice 4.1.
Grupa 
[image: image1728.wmf]3

 je množina s jednou binární operací, která splňuje následující podmínky:
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existuje jednotkový prvek.
3) 
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existuje inverzní prvek.

Je-li operace 
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Někdy se grupová operace značí 
[image: image9.wmf]+

, tj. aditivní zápis, neboť připomíná sčítání. Někdy se grupová operace značí 
[image: image10.wmf]×

, tj. multiplikativní zápis, neboť připomíná násobení. Většinou budeme dávat přednost multiplikativnímu zápisu.
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 inverzní prvek.

Na grupu je možné též pohlížet jako na algebru s jednou binární operací, s jednou unární operací (inverzní prvek) a s jednou nulární operací (jednotkový prvek).
Při aditivním zápisu platí: 
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Věta 4.1a.
Buď 
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). Pak 
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Důkaz:
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tj. 
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Věta 4.1b.

Buď 
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)

×

,

G

 pologrupa, kde existuje pravý jednotkový prvek (
[image: image25.wmf]G

a

a

a

Î

"

=

×

1

), ke každému prvku existuje pravý inverzní prvek (
[image: image26.wmf]1

:

1

1

=

×

Î

$

Î

"

-

-

a

a

G

a

G

a

). Pak 
[image: image27.wmf](

)

×

,

G

 je grupa.

Důkaz:
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tj. 
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Věta 4.2.

Nechť 
[image: image32.wmf](
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Tvrzení říká, že pro každé prvky 
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Důkaz:
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1

1

)

)(

(

1

1

1

1

1

1

=

×

=

×

×

=

×

×

×

=

×

×

-

-

-

-

-

-

b

b

b

b

b

a

a

b

b

a

a

b


3) Rovnici 
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Ukážeme, že je jediné. Nechť:
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Rovnici 
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Ukážeme, že je jediné. Nechť:
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Prvkem 
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 lze krátit zleva i zprava.

4) viz bod 3)
5) viz bod 3)
6) Nechť 
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Zobrazení 
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Zobrazení 
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Nechť 
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Zobrazení 
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Zobrazení 
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□
Poznámka:
Bod 2) ve větě 4.2. by se dal ještě zobecnit. Platí totiž:
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Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
[image: image65.wmf]N
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Příklad 4.x.
Zde si ukážeme příklady grup.
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Definice 4.x.

Buď 
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Věta 4.x
Buď 
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Důkaz:

Body 1), 2), 3) jsou zřejmé, bod 4) se dokáže indukcí dle 
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□
Poznámka:

V grupě obecně neplatí: 
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, protože prvky spolu nemusí komutovat. V komutativní grupě to ovšem platí.

Definice 4.x.

Buď 
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(Množina 
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 je uzavřená ke grupové operaci, obsahuje jednotkový prvek a ke každému prvku z množiny 
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 je v ní též inverzní prvek.)
Věta 4.x. (kriterium podgrupy)
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Důkaz:
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Tedy 
[image: image102.wmf]G
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□
Poznámka:

Každá grupa obsahuje tzv. nevlastní podgrupy, a to celá grupa a množina obsahující pouze jednotkový prvek, tj. 
[image: image103.wmf]{
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Věta 4.x.
Buď 
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Důkaz:
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Poznámka:

Průnik podgrup je podgrupa, ale sjednocení podgrup nemusí být podgrupa. Později bude ukázáno, jak se definuje spojení podgrup.

Definice 4.x.

Buď 
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Definice 4.x.
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a

Î

 takto: 
[image: image125.wmf]{
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, pravou třídu podle podgrupy 
[image: image126.wmf]H

 určenou prvkem 
[image: image127.wmf]G

a

Î

 takto: 
[image: image128.wmf]{
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Dále definujeme rozklad grupy na třídy podle podgrupy takto:
· levé třídy: 
[image: image129.wmf]{

}

G

a

H
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Î

;

· pravé třídy: 
[image: image130.wmf]{

}

G
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Zřejmě platí: Je-li 
[image: image131.wmf]H

h

Î

, je 
[image: image132.wmf]H
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.

Věta 4.x.
Buď 
[image: image133.wmf](

)

×

,

G

 grupa, 
[image: image134.wmf]G

H

ÌÌ

 podgrupa. Pak platí:
1) Systém levých tříd i systém pravých tříd podle podgrupy 
[image: image135.wmf]H

 tvoří disjunktní rozklad grupy.

2) Buďte 
[image: image136.wmf]G

d

b

Î

,

. Pak prvky 
[image: image137.wmf]d

b

,

 jsou v téže levé třídě, právě když platí: 
[image: image138.wmf]H

d

b
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1

. Prvky 
[image: image139.wmf]d

b

,

 jsou v téže pravé třídě, právě když platí: 
[image: image140.wmf]H

d

b
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3) Relace na množině 
[image: image141.wmf]G

 definovaná předpisem: 
[image: image142.wmf]H

d
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,

 je ekvivalence na množině 
[image: image143.wmf]G

.
Relace na množině 
[image: image144.wmf]G

 definovaná předpisem: 
[image: image145.wmf]H
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 je ekvivalence na množině 
[image: image146.wmf]G

.
4) Buďte 
[image: image147.wmf]G
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. Platí: 
[image: image148.wmf]H
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Důkaz:

1) Levé třídy:
Buď 
[image: image149.wmf]G

a

Î

, zřejmě 
[image: image150.wmf]H

a

a

Î

, neboť 
[image: image151.wmf]H

a
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1

. Každý prvek je v nějaké třídě, tedy platí: 
[image: image152.wmf]U
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. Buďte 
[image: image153.wmf]G
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, nechť 
[image: image154.wmf]Æ
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, tj. existuje 
[image: image155.wmf]H
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. To znamená, že existují prvky 
[image: image156.wmf]H
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 takové že platí: 
[image: image157.wmf]2
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. Odtud dostáváme: 
[image: image158.wmf];
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[image: image159.wmf],
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[image: image160.wmf]H
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. Nyní již snadno dokážeme rovnost těchto tříd.
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[image: image162.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image163.wmf]H
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.
Pravé třídy:
Buď 
[image: image164.wmf]G

a

Î

, zřejmě 
[image: image165.wmf]a
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, neboť 
[image: image166.wmf]H
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. Každý prvek je v nějaké třídě, tedy platí: 
[image: image167.wmf]U
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. Buďte 
[image: image168.wmf]G
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, nechť 
[image: image169.wmf]Æ
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, tj. existuje 
[image: image170.wmf]d
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[image: image171.wmf]H
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 takové že platí: 
[image: image172.wmf]d
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[image: image173.wmf];
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[image: image174.wmf],
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. Nyní již snadno dokážeme rovnost těchto tříd.
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[image: image177.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image178.wmf]d
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2) Nechť je 
[image: image179.wmf]H
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, pak existují prvky 
[image: image180.wmf]H
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 tak, že platí: 
[image: image181.wmf];
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[image: image183.wmf]H

h

h

h

a

a

h

b

d

Î

=

=

-

-

-

-

1

1

2

1

1

1

2

1

.
Nechť platí: 
[image: image184.wmf]H
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, pak také 
[image: image185.wmf]H
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[image: image186.wmf]H
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Nechť je 
[image: image187.wmf]a
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, pak existují prvky 
[image: image188.wmf]H
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 tak, že platí: 
[image: image189.wmf];
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[image: image191.wmf]H
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Nechť platí: 
[image: image192.wmf]H
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, pak také 
[image: image193.wmf]H
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odtud máme: 
[image: image194.wmf]H
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3) 
[image: image195.wmf]H
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, tedy prvky 
[image: image196.wmf]d

b

,

 leží v téže třídě disjunktního rozkladu (viz bod 2). Pak relace 
[image: image197.wmf]L

R

 je dle V 1.x. ekvivalence na množině.
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, tedy prvky 
[image: image199.wmf]d

b

,

 leží v téže třídě disjunktního rozkladu (viz bod 2). Pak relace 
[image: image200.wmf]P

R

 je dle V 1.x. ekvivalence na množině.
4) 
[image: image201.wmf];
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[image: image202.wmf];
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[image: image203.wmf];
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 (viz bod 1)
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[image: image205.wmf];
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[image: image206.wmf];
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□

Poznámka:

Nechť jsou prvky 
[image: image207.wmf]d

b

,

 jsou v téže levé třídě, máme: 
[image: image208.wmf]);
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Nechť jsou prvky 
[image: image209.wmf]d

b

,

 jsou v téže pravé třídě, máme: 
[image: image210.wmf];
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Definice 4.x.
Buď 
[image: image211.wmf](

)

×

,

G

 grupa, 
[image: image212.wmf]G

H

ÌÌ

 podgrupa. Pak počet tříd podle podgrupy je index podgrupy a značí se: 
[image: image213.wmf][

]

H

G

:

.
V následující větě ukážeme, jaký je vztah mezi řádem podgrupy, indexem podgrupy a řádem grupy. Také ukážeme, že levých tříd podle podgrupy je stejně jako pravých tříd podle podgrupy. Ovšem levá a pravá třída se nemusí shodovat.
Věta 4.x. (Lagrangeova)

Buď 
[image: image214.wmf](

)

×

,

G

 grupa, 
[image: image215.wmf]G

H

ÌÌ

 podgrupa. Pak všechny třídy podle podgrupy (levé i pravé) mají stejně prvků a platí: 
[image: image216.wmf][

]
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.
Důkaz:

Buď 
[image: image217.wmf]G

a

Î

, dále 
[image: image218.wmf]H

a

 levá třída podle podgrupy. Definujme zobrazení 
[image: image219.wmf]H
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j

 takto: 
[image: image220.wmf];
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[image: image221.wmf];
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[image: image222.wmf]j

 je prosté zobrazení:
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[image: image224.wmf]j

 je zobrazení na množinu
Zobrazení 
[image: image225.wmf]j

 je vzájemně jednoznačné, každá levá třída má tolik prvků, co podgrupa.
Buď 
[image: image226.wmf]G

a

Î

, dále 
[image: image227.wmf]a

H

 pravá třída podle podgrupy. Definujme zobrazení 
[image: image228.wmf]a
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j

 takto: 
[image: image229.wmf];
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[image: image230.wmf];
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[image: image231.wmf]j

 je prosté zobrazení:
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[image: image233.wmf]j

 je zobrazení na množinu

Zobrazení 
[image: image234.wmf]j

 je vzájemně jednoznačné, každá pravá třída má tolik prvků, co podgrupa.
Počet prvků grupy (řád grupy) je tedy roven součinu počtu prvků podgrupy a počtu tříd podle podgrupy.
□
Z Lagrangeovy věty vyplývá, že levých tříd podle podgrupy je stejně jako pravých tříd podle podgrupy. Je-li 
[image: image235.wmf]G

 grupa konečného řádu (
[image: image236.wmf]¥

<

G

), pak řád podgrupy dělí řád grupy, tj. (
[image: image237.wmf]G

H

|

).
Poznámka:

Buďte 
[image: image238.wmf]Z

Î

n

m

,

 (celá čísla). Číslo 
[image: image239.wmf]m

 dělí číslo 
[image: image240.wmf]n

 (značíme 
[image: image241.wmf]n

m

|

), existuje-li celé číslo 
[image: image242.wmf]Z

Î

k

 tak, že platí: 
[image: image243.wmf]m

k

n

×

=

. Také se říká, že číslo 
[image: image244.wmf]m

 je dělitel čísla 
[image: image245.wmf]n

, nebo též číslo 
[image: image246.wmf]n

 je násobek čísla 
[image: image247.wmf]m

. O dělitelnosti bude více pojednáno v kap. 6.
Důsledek:

Je-li grupa 
[image: image248.wmf](
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 lichého řádu, pak v ní neexistuje prvek, pro který platí: 
[image: image249.wmf]1
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 (samoinverz). Kdyby existoval, bylo by: 
[image: image250.wmf]{
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 Dle Lagrangeovy věty 
[image: image251.wmf]G

|

2

, ale to je spor s předpokladem, že jde o grupu lichého řádu.

V grupě lichého řádu je součin všech prvků roven jednotkovému prvku.

To, že počet levých tříd v rozkladu podle podgrupy je stejně jako pravých tříd, se dá dokázat ještě jinak. Provedeme to v následující větě.
Věta 4.x.
Buď 
[image: image252.wmf](
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×
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G

 grupa, 
[image: image253.wmf]G

H

ÌÌ

 podgrupa. Pak levých tříd v rozkladu podle podgrupy je stejně jako pravých tříd.

Důkaz:

Definujme zobrazení takto: 
[image: image254.wmf];
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 stačí dokázat, že je to vzájemně jednoznačné zobrazení, což provedeme v několika krocích.
· 
[image: image255.wmf]Y

 je zobrazení: 
[image: image256.wmf];
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 (V. 4.x.)

[image: image257.wmf];

1

2

1

1

1

1

2

2

1

1

2

1

-

-

-

-

=

Û

Î

Û

Î

Û

=

a

H

a

H

H

a

a

H

a

a

H

a

H

a


· 
[image: image258.wmf]Y

 je prosté zobrazení:

[image: image259.wmf];
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· 
[image: image260.wmf]Y

 je zobrazení na: 
[image: image261.wmf];
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□
Tím jsme také ukázali, že index podgrupy je definován korektně.

Definice 4.x.

Grupa generovaná jedním prvkem se nazývá cyklická grupa, tj. 
[image: image262.wmf]ñ

á

=

g

G

.

Věta 4.x.
Cyklická grupa je komutativní.

Důkaz:

Zvolme 
[image: image263.wmf]G
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 generátor grupy. Každý prvek cyklické grupy lze vyjádřit ve tvaru: 
[image: image264.wmf]Z
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. Pak máme: 
[image: image265.wmf];
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□

Věta 4.x.
Buď 
[image: image266.wmf]ñ
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g

G

 cyklická grupa. Pak platí:
1) Pokud existuje 
[image: image267.wmf]N
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 takové, že platí: 
[image: image268.wmf]1
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[image: image269.wmf]G

 je cyklická grupa konečného řádu a řád grupy je nejmenší takové přirozené 
[image: image270.wmf]n

. Platí: 
[image: image271.wmf]{
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2) Pokud takové 
[image: image272.wmf]N
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 neexistuje, pak 
[image: image273.wmf]G

 je cyklická grupa nekonečného řádu a platí: 
[image: image274.wmf]{
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Důkaz:

1) Buď 
[image: image275.wmf]N
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 nejmenší takové přirozené číslo (větší než nula), pro které platí: 
[image: image276.wmf]1
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[image: image277.wmf]Z
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 tak, že platí: 
[image: image279.wmf]l

n

k

m

+

×

=

, přičemž: 
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[image: image281.wmf];

1

)

(

l

l

k

l

k

n

l

n

k

m

g

g

g

g

g

g

=

×

=

×

=

=

+


2) Pokud takové 
[image: image282.wmf]N
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 neexistuje, pak jsou všechny prvky 
[image: image283.wmf]Z
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 navzájem různé. Tedy grupa obsahuje nekonečně mnoho prvků.


□
Poznámka:
V cyklické grupě 
[image: image284.wmf]ñ
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 řádu 
[image: image285.wmf]N
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 platí:

[image: image286.wmf];
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(viz kongruence modulo 
[image: image287.wmf]n
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Důsledek:
Buď 
[image: image288.wmf](
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 konečná grupa řádu 
[image: image289.wmf]N
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 (
[image: image290.wmf]n
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). Pak pro každý prvek grupy platí: 
[image: image291.wmf]1
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.
Důsledek:

Grupa prvočíselného řádu je komutativní, neboť je cyklická (generovaná jedním prvkem).

Věta 4.x.
Buď 
[image: image292.wmf]ñ
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 cyklická grupa konečného řádu 
[image: image293.wmf]N

Î

n

, nechť 
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[image: image295.wmf]G
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 řádu 
[image: image296.wmf]N
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Důkaz:


[image: image297.wmf]{
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[image: image299.wmf]N
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 tak, že platí: 
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Tedy 
[image: image303.wmf];
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□
Definice 4.x.

Buď 
[image: image304.wmf](
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[image: image305.wmf]{
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 je centrum grupy. Centrum grupy je množina všech prvků, které se všemi prvky grupy komutují.
Věta 4.x.
Centrum grupy je podgrupa, tj. 
[image: image306.wmf]G
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Důkaz:

Zřejmě 
[image: image307.wmf]G
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, neboť platí: 
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Nechť 
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. „vynásobíme-li“ rovnost zleva i zprava prvkem 
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[image: image315.wmf]G
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Tudíž 
[image: image316.wmf]G
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□
Poznámka:
Jednotkový prvek zřejmě komutuje se všemi prvky grupy, tudíž je v centru grupy. Centrum komutativní grupy je celá grupa, tj. 
[image: image317.wmf]G
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. Existují grupy, které mají triviální centrum, tj. 
[image: image318.wmf]{
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Definice 4.x.

Buď 
[image: image319.wmf](
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 grupa, 
[image: image320.wmf]G
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. Prvky 
[image: image321.wmf]b
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 jsou konjugované, existuje-li prvek 
[image: image322.wmf]G
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 tak, že platí: 
[image: image323.wmf]1
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, značíme: 
[image: image324.wmf]b
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Poznámka:

Jednotkový prvek je konjugován pouze sám se sebou, neboť platí:

[image: image325.wmf];
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Věta 4.x.
Relace konjugovanosti prvků je ekvivalence na množině všech prvků grupy.
Důkaz:

· reflexivní: 
[image: image326.wmf];
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tj. 
[image: image328.wmf];
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· tranzitivní: 
[image: image329.wmf];
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tj. 
[image: image330.wmf];
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Tedy relace konjugovanosti ( je vskutku ekvivalence na množině 
[image: image331.wmf]G

.
□
Důsledek:

Množina prvků grupy se rozloží na disjunktní třídy navzájem konjugovaných prvků.

Věta 4.x.
Buď 
[image: image332.wmf](

)

×

,

G

 grupa. Prvek 
[image: image333.wmf]G
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 je v centru grupy právě tehdy, když je konjugovaný pouze sám se sebou (tj. 
[image: image334.wmf][
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Důkaz:

„(“ Nechť 
[image: image335.wmf]G
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. „Vynásobíme-li“ rovnost zleva prvkem 
[image: image337.wmf]G
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. Vynásobíme-li“ rovnost zprava prvkem 
[image: image339.wmf]G

g

Î

-

1

, dostaneme: 
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[image: image341.wmf][
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, tudíž prvek je konjugovaný pouze sám se sebou.
„(“ Je-li prvek 
[image: image342.wmf]G
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 konjugovaný pouze sám se sebou, platí: 
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□
Důsledek:
V komutativní grupě je každý prvek konjugovaný pouze sám se sebou, neboť tam platí: 
[image: image346.wmf]G

Z
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.
Příklad 4.x.

Uvažujme aditivní grupu celých čísel 
[image: image347.wmf](
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. Je to cyklická grupa nekonečného řádu, neboť platí: 
[image: image348.wmf](
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. Množina všech sudých čísel je podgrupa grupy 
[image: image349.wmf](
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, ale množina všech lichých čísel není podgrupa. Platí 
[image: image350.wmf]Z
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[image: image351.wmf]{
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Obecně platí, že množina všech násobků čísla 
[image: image352.wmf]N
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 tvoří podgrupu grupy celých čísel, tj. 
[image: image353.wmf]{

}

(

)

(

)

;

;

,

+

ÌÌ

+

Î

×

=

ñ

á

Z

Z

k

k

n

n


Protože 
[image: image354.wmf](
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 je komutativní grupa, je v ní každá podgrupa normální (viz dále). Můžeme definovat faktor-grupu podle podgrupy 
[image: image355.wmf]ñ
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[image: image357.wmf];
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Počítáme se zbytkovými třídami modulo 
[image: image358.wmf]n

, (viz též kap. 5).
Příklad 4.x.
Uvažujme aditivní grupu 
[image: image359.wmf](
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, kde definujeme sčítání takto: 
[image: image360.wmf][
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, neutrální prvek je: 
[image: image361.wmf][

]

0

;

0

.
Uvažujme podgrupu 
[image: image362.wmf]G
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 jako množinu těch dvojic, kde jsou obě složky sudé. Dále uvažujme podgrupu 
[image: image363.wmf]G
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 jako množinu těch dvojic, kde jsou obě složky stejné parity, tj. buď obě liché, nebo obě sudé.
Snadno se ověří, že to jsou skutečně podgrupy (proveďte).
Platí dokonce toto: 
[image: image364.wmf]G
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Určíme indexy podgrup: 
[image: image365.wmf][
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. Zde nemůžeme podělit řád grupy řádem podgrupy, neboť to jsou grupy nekonečného řádu a výraz 
[image: image366.wmf]¥
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 není definován.
Určíme třídy podle podgrupy 
[image: image367.wmf]1

H

.

Třída určená dvojicí 
[image: image368.wmf][

]

0

;

1

 je množina těch dvojic, které mají první složku lichou a druhou složku sudou.
Třída určená dvojicí 
[image: image369.wmf][
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 je množina těch dvojic, které mají první složku sudou a druhou složku lichou.

Třída určená dvojicí 
[image: image370.wmf][
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 je množina těch dvojic, které mají obě složky liché.

Třída určená dvojicí 
[image: image371.wmf][
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 je podgrupa 
[image: image372.wmf]1
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.
Máme tedy celkem 4 třídy podle podgrupy, tj. 
[image: image373.wmf][
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Určíme třídy podle podgrupy 
[image: image374.wmf]2
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Třída určená dvojicí 
[image: image375.wmf][
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 je množina těch dvojic, které mají jednu složku lichou a jednu složku sudou.

Třída určená dvojicí 
[image: image376.wmf][
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[image: image377.wmf]2
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Máme tedy celkem 2 třídy podle podgrupy, tj. 
[image: image378.wmf][
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Definice 4.x.

Buď 
[image: image380.wmf](
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 grupa, 
[image: image381.wmf]G
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 je prvek grupy. Pak množina 
[image: image382.wmf]{
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 se nazývá normalizátor prvku 
[image: image383.wmf]a

.
Normalizátor prvku je množina těch prvků, které s daným prvkem komutují.
Věta 4.x.
Normalizátor prvku je podgrupa, tj. 
[image: image384.wmf]G
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Důkaz:

Zvolme prvek 
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Nechť 
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Tedy platí: 
[image: image391.wmf]G
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□
Věta 4.x.
Buď 
[image: image392.wmf](
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Důkaz:

Zřejmé, ověří se snadno.
□

Je-li 
[image: image400.wmf](
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Věta 4.x.
Buď 
[image: image403.wmf](
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, tj. počet prvků, které jsou s daným prvkem konjugovány, je roven indexu normalizátoru daného prvku v grupě.
Důkaz:
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Nechť jsou prvky 
[image: image407.wmf]G
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 v téže levé třídě, tj. 
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Nechť jsou prvky 
[image: image411.wmf]G
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 v téže pravé třídě, tj. 
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Buď 
[image: image415.wmf]G
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, prvek s ním konjugovaný má tvar: 
[image: image416.wmf]G
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. Každému konjugovanému prvku s prvkem 
[image: image417.wmf]a

 přiřadíme levou třídu podle podgrupy 
[image: image418.wmf])
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Buď 
[image: image420.wmf]G
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, prvek s ním konjugovaný má tvar: 
[image: image421.wmf]G
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. Každému konjugovanému prvku s prvkem 
[image: image422.wmf]a

 přiřadíme pravou třídu podle podgrupy 
[image: image423.wmf])
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 takto: 
[image: image424.wmf]b
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Existuje vzájemně jednoznačné zobrazení mezi konjugovanými prvky s daným prvkem a třídami podle podgrupy (normalizátoru prvku).
□
Definice 4.x.

Buď 
[image: image425.wmf](
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 grupa, 
[image: image426.wmf]G
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 podgrupa. Podgrupa 
[image: image427.wmf]H

 je normální (
[image: image428.wmf]G
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), jestliže navíc platí: 
[image: image429.wmf]G
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S každým prvkem podgrupy 
[image: image430.wmf]H

 je tam také prvek s ním konjugovaný.
Věta 4.x.
Buď 
[image: image431.wmf](
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[image: image432.wmf]G

H

<

 normální podgrupa. Pak platí:
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3) Relace 
[image: image435.wmf]R

 na grupě 
[image: image436.wmf]G

 definovaná předpisem: 
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[image: image438.wmf]G

 (viz def. 2.x.).
Důkaz:
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tudíž platí ekvivalence
3) Nechť 
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[image: image452.wmf]2
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Relace 
[image: image454.wmf]R

 je vskutku kongruence na grupě 
[image: image455.wmf]G

.

□
Věta 4.x.
Buď 
[image: image456.wmf](
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 grupa, 
[image: image457.wmf]G
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 podgrupa. Nechť platí: 
[image: image458.wmf]G
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 (levá a pravá třída určené prvkem jsou stejné), pak 
[image: image459.wmf]G
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, tj. podgrupa 
[image: image460.wmf]H

 je normální.
Důkaz:

Nechť 
[image: image461.wmf]G
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[image: image462.wmf]a
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[image: image467.wmf]H
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, tedy 
[image: image468.wmf]G
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 (normální podgrupa).
□
Věta 4.x.
Podgrupa indexu 2 je normální, tj. 
[image: image469.wmf][
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Důkaz:

Jsou jen 2 třídy podle podgrupy. Nechť 
[image: image470.wmf]H
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[image: image471.wmf]H
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[image: image472.wmf]ah
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[image: image473.wmf]H
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[image: image474.wmf]a
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[image: image475.wmf]a
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. Tedy podgrupa 
[image: image476.wmf]H

 je dle předchozí věty normální.
□
Poznámka:
Buď 
[image: image477.wmf](
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 grupa, 
[image: image478.wmf]G
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 normální podgrupa. Pak můžeme definovat faktor grupu podle podgrupy (podle kongruence) a značíme: 
[image: image479.wmf]H
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Věta 4.x.
Buď 
[image: image480.wmf](
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 grupa, pak 
[image: image481.wmf]G
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, tj. centrum grupy je normální podgrupa.
Důkaz:

Centrum grupy je podgrupa (viz V.4.x.). Nechť 
[image: image482.wmf]G
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□
Poznámka:

Nevlastní podgrupy jsou zřejmě normální.

Věta 4.x.
Buď 
[image: image485.wmf](
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 je rovněž podgrupa (tzv. konjugovaná podgrupa).
Důkaz:

Zřejmě 
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(

1

x

H

Î

, neboť 
[image: image490.wmf]1

1

1

1

=

×

=

×

×

-

-

x

x

x

x

.
Nechť 
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Nechť 
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(

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

)

ˆ

)(

ˆ

(

1

1

1

1

1

x

H

x

k

h

x

x

k

x

x

h

x

x

k

x

x

h

x

k

h

Î

=

=

=

-

-

-

-

-


Tedy 
[image: image497.wmf]G
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□
Poznámka:

Zřejmě je: 
[image: image498.wmf]H
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Podgrupa 
[image: image501.wmf])
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 je podgrupa konjugovaná s podgrupou 
[image: image502.wmf]H
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Je-li 
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Definice 4.x. (spojení podgrup)

Buď 
[image: image505.wmf](
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Věta 4.x.
Buď 
[image: image509.wmf](
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pak platí: 
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Důkaz:

Zřejmě 
[image: image512.wmf];
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Grupa generovaná jedním prvkem 
[image: image515.wmf]G
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Grupa generovaná 2 prvky má tvar: 
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Tam je již situace složitější.
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„Součin“ 
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Věta 4.x.
Buď 
[image: image523.wmf](
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Důkaz:
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Dále: 
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 Protože 
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 je normální podgrupa, je 
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Nechť 
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Dále: 
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 je normální podgrupa, je 
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□
Věta 4.x.
Buď 
[image: image539.wmf](
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[image: image540.wmf]H
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 podgrupy, nechť aspoň jedna z nich je normální, např. 
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(formálně klademe 
[image: image545.wmf]1
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Důkaz:

Platí: 
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Budeme postupovat indukcí dle 
[image: image553.wmf]m

. Nechť tvrzení platí pro 
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, ukážeme, že platí i pro 
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Tedy tvrzení platí pro libovolné 
[image: image557.wmf]N
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Důsledek:
Buď 
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Poznámka:
Za dané situace platí: Je-li 
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Poznámka:
Buď 
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Věta 4.x.
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Příklad 4.x.
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Nyní budeme zkoumat tzv. grupu symetrií čtverce (viz náčrtek).

Se čtvercem lze dělat tyto manévry: otočení o čtvrtkruh (tj. o 90°) po směru hodinových ručiček, proti směru hodinových ručiček, otočení o půlkruh (tj. o 180°), překlopení kolem osy S, V, N, D. Všechny tyto manévry zobrazují čtverec na sebe. Množina těchto manévrů se nazývá grupa symetrií čtverce, obsahuje 8 prvků (tj. řád grupy je 8).
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V následující tabulce si ukážeme, jak se v grupě „počítá“.
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Z tabulky je zřejmé, že grupa není komutativní. Tato grupa má vlastní podgrupy.
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Tato grupa má netriviální centrum, platí: 
[image: image663.wmf]{
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Podgrupa 
[image: image664.wmf]G
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 představuje grupu symetrií obdélníka. Tato podgrupa je komutativní, ale není cyklická (viz následující tabulka).
Podgrupa 
[image: image665.wmf]G
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 představuje grupu symetrií kosočtverce. Tato podgrupa je komutativní, ale není cyklická (viz následující tabulka).

Podgrupa 
[image: image666.wmf]G
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 představuje grupu otočení čtverce. Tato podgrupa je dokonce cyklická, tudíž komutativní (viz následující tabulka).

Prvek 
[image: image667.wmf]2

O

 představuje otočení o půlkruh kolem horní-dolní osy.

Prvek 
[image: image668.wmf]S

 představuje otočení o půlkruh kolem přední-zadní osy.

Prvek 
[image: image669.wmf]V

 představuje otočení o půlkruh kolem levé-pravé osy.
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Platí: 
[image: image693.wmf];

1

2

2

2

2

2

2

=

=

=

=

=

=

V

SO

S

VO

SVO

VSO

SV

O

VS

O


Důsledek:
Otočíme-li obdélníkovou desku o půlkruh kolem všech tří os (jedno v jakém pořadí), dostane se vždy do stejné polohy.

Prvek 
[image: image694.wmf]2

O

 představuje otočení o půlkruh kolem horní-dolní osy.

Prvek 
[image: image695.wmf]N

 představuje překlopení kolem první úhlopříčky.

Prvek 
[image: image696.wmf]D

 představuje překlopení kolem druhé úhlopříčky.
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Platí: 
[image: image720.wmf];
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Prvek 
[image: image721.wmf]+

O

 představuje otočení o čtvrtkruh (tj. o 90°) po směru hodinových ručiček.

Prvek 
[image: image722.wmf]-
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 představuje otočení o čtvrtkruh (tj. o 90°) proti směru hodinových ručiček.
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Platí: 
[image: image746.wmf];
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Poznámka:
Grupu symetrií čtverce můžeme vnořit do grupy permutací 
[image: image747.wmf]4

S

 (viz grupy permutací).
[image: image1703.wmf]1

Na obrázku níže je svaz podgrup grupy symetrií čtverce.
Podgrupy 
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Systém levých tříd podle podgrupy 
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Systém pravých tříd podle podgrupy 
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Systém levých tříd podle podgrupy 
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Systém pravých tříd podle podgrupy 
[image: image756.wmf]{
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Systém levých tříd podle podgrupy 
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Systém pravých tříd podle podgrupy 
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Systém levých tříd podle podgrupy 
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Systém pravých tříd podle podgrupy 
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Systém levých tříd podle podgrupy 
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Systém pravých tříd podle podgrupy 
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Protože 
[image: image770.wmf]G
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, jsou levé a pravé třídy podle podgrupy 
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 stejné.
Tato grupa obsahuje 3 podgrupy řádu 4, 5 podgrup řádu 2. Obsahuje 1 prvek řádu 1, 5 prvků řádu 2 a 2 prvky řádu 4. Grupu 
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 nelze generovat jedním prvkem, ale lze ji generovat dvěma prvky.
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Homomorfismy grup
Definice 4.x.

Buďte 
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Zobrazení „zachovává“ algebraické operace.
Věta 4.x.
Buď 
[image: image778.wmf](
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Důkaz:
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Tedy zobrazení 
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 je izomorfismus.
□
Věta 4.x.
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Příklad 4.x.
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Příklad lze zobecnit, mohli bychom uvažovat grupu 
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Příklad 4.x.

Uvažujme homomorfismus grup: 
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Rozklad podle podgrupy je následující: 
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Zobrazení: 
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Příklad 4.x.

Uvažujme homomorfismus grup: 
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Snadno se ověří, že je to homomorfismus grup, 
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Příklad 4.x.

Uvažujme homomorfismus grup: 
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Příklad 4.x.

Uvažujme homomorfismus grup: 
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[image: image882.wmf];
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Pozn. 
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Příklad 4.x.

Definujme zobrazení grup 
[image: image886.wmf](
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[image: image887.wmf]z
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 (komplexní exponenciála). Je to zobrazení aditivní grupy do multiplikativní grupy.
Snadno se ověří, že zobrazení grup je homomorfismus, ale není to izomorfismus.
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 (sudé násobky 
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Zřejmě je 
[image: image890.wmf]f
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 izomorfní s aditivní grupou 
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Platí toto: 
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Proto je komplexní logaritmus víceznačný, ale je spočetně značný. Všechny hodnoty komplexního logaritmu se liší o celistvý násobek 
[image: image894.wmf]p
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 (viz MA, kap. 24).
Buď 
[image: image895.wmf](
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Zobrazení přiřadí každému prvku grupy prvek s ním konjugovaný.
Věta 4.x.

Za dané situace je zobrazení 
[image: image899.wmf]g
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 automorfismus grupy pro každé 
[image: image900.wmf]G
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Důkaz:
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Zobrazení 
[image: image904.wmf]g
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 je tedy homomorfismus grupy.
Nechť 
[image: image905.wmf];
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zobrazení je tedy prosté.
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Zobrazení 
[image: image908.wmf]g
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 je automorfismus grupy.
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Věta 4.x.

Za dané situace platí: Jestliže 
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Poznámka:

Někteří autoři nazývají zobrazení 
[image: image914.wmf]g
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 vnitřní automorfismus grupy.

Můžeme definovat zobrazení 
[image: image915.wmf])
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 Takto definované zobrazení je homomorfismus grup, což se snadno ověří.
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))

(

(

)

(

)

(

1

1

1

1

-

-

-

Y

=

=

=

Y

-

g

g

g

g

j

j



[image: image920.wmf]G
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, tj. jádrem zobrazení je centrum grupy. Pro komutativní grupu platí: 
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)

(

1

1

x

g

g

x

g

x

g

x

g

=

=

=

-

-

j

 tj. 
[image: image924.wmf]Id

g

N

G

g

=

)

(

j

.
Věta 4.x. (věta o izomorfismu grup)
Buď 
[image: image925.wmf](
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[image: image926.wmf]H

K

,
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[image: image927.wmf]G
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Důkaz:

Platí: 
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Definujme zobrazení: 
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 předpisem: 
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Dále platí: 
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. Z dřívější věty o izomorfismu dostáváme: 
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□
Věta 4.x. (věta o izomorfismu grup)
Buď 
[image: image940.wmf](
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Důkaz:

Také platí: 
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Definujme zobrazení: 
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Dále platí: 
[image: image956.wmf][

]

[

]

[

]

A

H

A

g

g

H

g

A

H

A

Î

=

Û

=

=

Y

1

)

(

, tj. 
[image: image957.wmf]A

H

=

Y

Ker
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□
Grupy permutací
Definice 4.x.
Buď 
[image: image959.wmf]M

 libovolná množina. Pak vzájemně jednoznačné zobrazení (bijekce) množiny 
[image: image960.wmf]M

 na sebe (
[image: image961.wmf]M
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) je permutace na množině. Množinu všech permutací množiny 
[image: image962.wmf]M

 značíme: 
[image: image963.wmf]M
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Poznámka:
Z kombinatoriky víme, že permutace je „přerovnání“, či „seřazení“. Máme-li množina 
[image: image964.wmf]n

 prvků, můžeme je seřadit 
[image: image965.wmf]!
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 způsoby.
Věta 4.x.
Buď 
[image: image966.wmf]M

 množina. Pak množina 
[image: image967.wmf]M
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 všech permutací na množině 
[image: image968.wmf]M

 tvoří vzhledem ke skládání grupu.

Důkaz:

Skládání zobrazení je asociativní. Složení dvou permutací je opět permutace, neboť složení vzájemně jednoznačných zobrazení je opět vzájemně jednoznačné zobrazení (V 1.x.). Jednotkový prvek je identická permutace, která zobrazí každý prvek na sebe, tj. 
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. K vzájemně jednoznačnému zobrazení existuje inverzní zobrazení, tj. ke každé permutaci existuje inverzní permutace. Platí: 
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 Tedy množina všech permutací na množině tvoří vzhledem ke skládání grupu.
Tedy 
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Věta 4.x.

Buď 
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 konečná množina, která obsahuje 
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Důkaz:

Provedeme indukcí dle 
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. Je-li 
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1

1

U

+

=

=

n

j

j

M

M

S

S

 přičemž sjednocení je disjunktní. Dle indukčního předpokladu je 
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□
Poznámka:

Permutační grupu 
[image: image990.wmf]-
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prvkové množiny budeme stručně značit 
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, tedy 
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. Grupa 
[image: image993.wmf]n
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 není pro 
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 komutativní. Co se týče skládání permutací, budeme zde většinou dávat přednost zápisu zprava, který neobrací pořadí (
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Skládání permutací se také někdy říká „součin“ permutací.
Permutace 
[image: image996.wmf]-
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prvkové množiny budeme značit takto: 
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přičemž 
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Vzhledem k pořadí rozlišujeme grupy 
[image: image1000.wmf](

)

(

)

×

,

,

,

M

M

S

S

o

.
Příklad 4.x.

Ukážeme si skládání permutací.

Buďte 
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[image: image1003.wmf];
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[image: image1004.wmf];
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Utvoříme inverzní permutace:
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Tedy platí: 
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Tedy platí: 
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Poznámka:

Nechť 
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. Pak lze zřejmě grupu 
[image: image1017.wmf]n
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Definice 4.x.

Buď 
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Poznámka:

Pokud permutace obsahuje cyklus délky 1, znamená to, že jistý prvek „nechá na místě“. Identická permutace obsahuje 
[image: image1027.wmf]n

 cyklů délky 1, tj. 
[image: image1028.wmf]);
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Při zápisu cyklu permutace je jedno, kterým číslem začneme.

Věta 4.x.

Buď 
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Definice 4.x.

Buď 
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Důkaz:
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Nechť 
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[image: image1057.wmf]{

}

{

}

k

l

j

j

a

q

q

a

,

,

,

,

1

1

K

K

Ï

Þ

Î

 (nezávislé cykly, 
[image: image1058.wmf]a

a

=

1

)

(

p

)

tedy existuje 
[image: image1059.wmf]{

}

;

:

,

,

1

n

n

q

a

l

=

Î

K



[image: image1060.wmf];
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□
Důsledek:

Nezávislé cykly můžeme snadno „umocnit“, protože spolu komutují.

Ukážeme si rozklad permutace na cykly. Pomocí rozkladu na cykly můžeme permutaci snadno „umocnit“ a také určit řád prvku v grupě permutací.

Také se dá snadno dokázat, že každou permutaci lze rozložit na „součin“ nezávislých cyklů.

Příklad 4.x.

Ukážeme si rozklad na cykly permutací z příkladu 4.x.
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[image: image1064.wmf]);
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Z rozkladu na cykly je zřejmé, že: 
[image: image1065.wmf];
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[image: image1067.wmf]);
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Příklad 4.x.

Buď 
[image: image1068.wmf]9
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Rozklad na cykly vypadá následovně: 
[image: image1070.wmf])
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[image: image1071.wmf]);
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Permutace 
[image: image1072.wmf]p

 obsahuje 3 nezávislé cykly délek: 
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Permutaci můžeme také vyjádřit takto:
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Tyto permutace spolu komutují.
Poznámka:

Výsledek předchozího příkladu můžeme zobecnit. Řád grupy 
[image: image1080.wmf]ñ
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 je nejmenší společný násobek délek cyklů.

Definice 4.x.
Buď dána permutace 
[image: image1081.wmf]n
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[image: image1082.wmf]{
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 inverze permutace.
Má-li permutace lichý počet inverzí, je to lichá permutace. Máli permutace sudý počet inverzí, je to sudá permutace. Znaménko permutace je: 
[image: image1085.wmf]m
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 je počet inverzí.
Znaménko permutace můžeme také určit podle vzorce:

[image: image1087.wmf];

))

(

)

(

(

sgn

sgn

Õ

<

-

=

j

i

i

j

p

p

p


Poznámka:

Identická permutace je jediná, která neobsahuje žádnou inverzi.

Příklad 4.x.
Určeme znaménka permutací 
[image: image1088.wmf]5
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 z příkladu 4.x.
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Inverze permutace 
[image: image1090.wmf]1
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inverzí je 6, permutace 
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[image: image1093.wmf];

1

)

1

(

sgn

6

1

=

-

=

p


Inverze permutace 
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Tato metod určování znaménka permutací je pracná, lze to určit lépe pomocí rozkladu na cykly. Nechť 
[image: image1098.wmf]l

 je délka cyklu, pak znaménko cyklu je 
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Poznámka:

Identická permutace je sudá, protože neobsahuje žádnou inverzi. Lze ji rozložit na 
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Grupa 
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Poznámka:
Pokud permutace prohodí pouze 2 sousední prvky, nazývá se sousední transpozice. V tom případě je: 
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Sousední transpozice obsahuje jen jednu inverzi, 
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Buď 
[image: image1129.wmf])

2

(

,

³

Î

n

S

n

p

 transpozice, pak platí: 
[image: image1130.wmf];

2

;

2

=

ñ

á

=

p

p

Id


Důkaz:

Nechť 
[image: image1131.wmf]n

j

i

T

j

i

£

<

£

=

1

;

,

p

, zvolme 
[image: image1132.wmf]{

}

,

,

,

,

,

1

j

l

i

l

n

l

¹

¹

Î

K



[image: image1133.wmf];

)

(

)

)

((

)

(

;

)

(

)

)

((

)

(

;

)

(

)

)

((

)

(

2

2

2

2

Id

j

i

j

j

i

j

i

i

l

l

l

l

=

Þ

ï

þ

ï

ý

ü

=

=

=

=

=

=

=

=

=

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p



[image: image1134.wmf]{
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Poznámka:
Předchozí věta vlastně vyplývá z věty 4.x., protože transpozice je cyklus délky 2.
Pro transpozici platí: 
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Buď dána permutace 
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Důkaz:

Cyklus lze vyjádřit např. takto: 
[image: image1179.wmf]);
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Nyní to ověříme, položme: 
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Cyklus lze vyjádřit také takto: 
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Nyní to ověříme, položme: 
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Důsledek:
Cyklus délky 
[image: image1191.wmf]k

 lze vyjádřit jako součin 
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 Pomocí rozkladu na cykly se snadno určí znaménko permutace.
Důsledek:

Každou permutaci lze vyjádřit jako součin transpozic. Vyjádření pomocí transpozic není jednoznačné. Platí však toto: Počet transpozic je u sudé permutace vždy sudý, u liché permutace vždy lichý.
Příklad 4.x.

Určeme znaménka permutací 
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Permutaci 
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Permutaci 
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Určeme znaménko permutace 
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Permutaci 
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Věta 4.x.
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Poznámka:
Speciálně pro transpozici platí: 
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Věta 4.x.

Buď dána permutace 
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Důkaz:
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a) 
[image: image1244.wmf]k

 dělitelné 3, (trojkový zbytek 0)
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c) 
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Platí dokonce obecnější tvrzení.
Buď dána permutace 
[image: image1254.wmf]n

S

Î

p

, nechť obsahuje cyklus 
[image: image1255.wmf]n
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Zkratka NSD znamená největší společný dělitel (viz též kap. 6).
Grupa 
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Grupa 
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 (sudé permutace)
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Grupa 
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Sudé permutace:
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Liché permutace:
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[image: image1275.wmf];
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Zvláštní význam má tato podgrupa:
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Nazývá se Kleinova čtyřgrupa (
[image: image1277.wmf]4

=

V

) a je komutativní (viz následující tabulka).
Zřejmě platí: 
[image: image1278.wmf];
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[image: image1279.wmf];
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Kleinova čtyřgrupa je komutativní, ale není cyklická.

Grupa 
[image: image1280.wmf]4

S

 obsahuje ještě 3 další 4‑prvkové grupy, které jsou izomorfní s Kleinovou čtyřgrupou.
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Grupa 
[image: image1307.wmf]4

S

 obsahuje 6 permutací, které se skládají z jednoho cyklu délky 4 (jsou tedy liché).


[image: image1308.wmf];

)

4

,

3

)(

2

,

1

(

)

4

,

2

,

3

,

1

(

;

)

3

,

2

)(

4

,

1

(

)

3

,

4

,

2

,

1

(

;

)

4

,

2

)(

3

,

1

(

)

4

,

3

,

2

,

1

(

1

2

3

2

2

2

j

j

j

=

=

=

=

=

=
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[image: image1311.wmf]{
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Jsou to cyklické čtyř prvkové podgrupy, které ale nejsou izomorfní s Kleinovou čtyřgrupou.
Příklad 4.x.

Určeme rozklad na cykly a znaménko následující permutace 
[image: image1313.wmf]9
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Rozklad na cykly je následující: 
[image: image1315.wmf];
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Znaménko permutace je:
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 (lichá permutace)
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Určíme „mocniny“ permutace 
[image: image1318.wmf]p
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Příklad 4.x.

Určeme rozklad na cykly a znaménko následující permutace 
[image: image1324.wmf]9
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Rozklad na cykly je následující: 
[image: image1326.wmf];
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Znaménko permutace je: 
[image: image1327.wmf];
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Nyní jsme schopni určit libovolnou „mocninu“ permutace, zkusme určit např. 
[image: image1329.wmf]37
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[image: image1331.wmf]);
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Příklad 4.x.

Ukážeme si, jak lze grupu symetrií čtverce (viz Př. 4.x.) vnořit do grupy permutací 
[image: image1332.wmf]4

S

. Provedeme to pomocí očíslování rohů.
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Podgrupa 
[image: image1337.wmf]{
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 odpovídá Kleinově čtyřgrupě 
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Podgrupa 
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Ukážeme si, jak vypadá grupa kvaternionů. Obsahuje 8 prvků: 
[image: image1341.wmf]{
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dále: 
[image: image1343.wmf]1
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V následující tabulce si ukážeme, jak se v grupě kvaternionů „počítá“.
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Řád grupy kvaternionů je 8, tj. 
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Tato grupa má také vlastní podgrupy:
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[image: image1427.wmf];
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Tato grupa má netriviální centrum, 
[image: image1428.wmf]{
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Poznamenejme, že grupu kvaternionů lze reprezentovat maticemi typu 
[image: image1429.wmf]2

2

´

 nad tělesem komplexních čísel (viz LA). Grupu kvaternionů lze homomorfně vnořit do grupy regulárních matic typu 
[image: image1430.wmf]2
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 (nad 
[image: image1431.wmf]C

).
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[image: image1434.wmf];
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[image: image1435.wmf];
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Akce grupy na množině

Buď dána grupa 
[image: image1436.wmf](
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, dále množina 
[image: image1437.wmf]M

. Zobrazení 
[image: image1438.wmf]M
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, tj. zobrazení, které dvojici: prvek množiny a prvek grupy přiřadí prvek množiny, je akce grupy na množině. Zobrazení musí splňovat ještě další podmínky (viz následující definice).
Definice 4.x.

Buď dána grupa 
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. Akce grupy na množině je zobrazení 
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, které splňuje následující podmínky:
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[image: image1442.wmf];
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Nadále budeme používat stručný zápis: 
[image: image1444.wmf];
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Poznámka:

Někteří autoři definují akci grupy na množině „zleva“, tj. jako 
[image: image1447.wmf]M

M

G

A

®

´

:

.
My definujeme akci grupy „zprava“, protože to neobrací pořadí.
Definice 4.x.

Buď dána akce grupy na množině 
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Zřejmě platí: 
[image: image1457.wmf];
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také platí: 
[image: image1458.wmf])
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Věta 4.x.
Buď dána akce grupy na množině 
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2) Orbity představují disjunktní rozklad množiny 
[image: image1462.wmf]M

 na třídy.

3) Zobrazení 
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2) Definujme na množině 
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Důsledek:
Zobrazení 
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. Vnoření je dokonce homomorfismus grup, což dále ukážeme.
Z bodu 2) vyplývá, že orbity 2 prvků jsou buď stejné nebo disjunktní.

Věta 4.x.

Za dané situace pro zobrazení platí: 
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Důkaz:
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Máme tedy homomorfismus grup 
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 (průnik všech stabilizátorů).
Poznámka:

Stabilizátor prvku je podgrupa, ale nemusí to být normální podgrupa. Ovšem průnik všech stabilizátorů je normální podgrupa (viz dále).
Poznámka:

Cayleyho reprezentace říká, že každou grupu lze homomorfně vnořit do nějaké grupy permutací.

Věta 4.x.

Za dané situace platí:
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definujme zobrazení: 
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. Každému prvku v orbitě přiřadíme pravou třídu rozkladu dle stabilizátoru. Ukážeme, že jsme definovali zobrazení.
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 zobrazení je prosté.
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 zobrazení je prosté
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Tedy 
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Poznámka:
Nechť 
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Z předchozí věty je patrné, že počet prvků orbity dělí řád grupy, neboť platí: 
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 je počet tříd ekvivalence, tj. počet orbit.
Také je patrné toto: 
[image: image1536.wmf];
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Definice 4.x.

Akce grupy 
[image: image1537.wmf](
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Z jedné dřívější věty vyplývá, že v tom případě je orbitou každého prvku celá množina 
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. Množina obsahuje jen jednu třídu ekvivalence, pro každé prvky 
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Věta 4.x. (Burnsideova)
Buď dána akce grupy 
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Důkaz:

Položme: 
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 lze vyjádřit 2 způsoby.
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Protože sjednocení jsou disjunktní, platí: 
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Nyní použijeme předchozí vztah 
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Tedy máme: 
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Vzorec z předchozí věty lze též vyjádřit takto: 
[image: image1559.wmf]å
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Je-li akce grupy na množině tranzitivní, přejde předchozí vzorec na tvar: 
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Příklad 4.x.
[image: image1704.wmf]2

Máme na stole 3 sklenky otočené dnem vzhůru. Otočit musíme 2 sklenky současně nebo žádnou. Lze dosáhnout toho, aby byly všechny 3 sklenky dnem dolů?
Máme množinu pozic, což je:

[image: image1561.wmf]{
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Celkem je tedy 8 pozic, tj. 
[image: image1562.wmf]8

=

M

.
Otočení sklenek představuje prvek grupy 
[image: image1563.wmf]{
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Jednotkový prvek znamená, že sklenky nechám být. V grupě se počítá takto:

[image: image1564.wmf];
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[image: image1565.wmf]);
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Tato grupa je komutativní a je izomorfní s Kleinovou čtyřgrupou.
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Jedná se o akci grupy na množině. Stabilizátor každého prvku je triviální podgrupa obsahující jen jednotkový prvek, tj. 
[image: image1567.wmf]{
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Protože prvek 
[image: image1569.wmf][
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 není v trajektorii prvku 
[image: image1570.wmf][
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, nelze dosáhnout toho, že všechny 3 sklenky budou dnem dolů.
Máme tedy 2 disjunktní orbity, tj. 
[image: image1571.wmf]2
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[image: image1573.wmf];
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Burnsideova věta dává: 
[image: image1574.wmf];
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Příklad 4.x.

Uvažujme grupu symetrií čtverce (viz příklad dříve), nechť je jedna hrana obarvená. Hrany čtverce označíme: 
[image: image1575.wmf]D
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[image: image1576.wmf]{
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 (podle toho, která hrana je obarvená).
Platí např.
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[image: image1579.wmf];
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 Zde je jen 1 orbita.
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Burnsideova věta dává: 
[image: image1581.wmf];
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Příklad 4.x.

Uvažujme grupu symetrií čtverce (viz příklad dříve), nechť je jedna plocha obarvená. Plochy čtverce označíme: 
[image: image1582.wmf]D
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[image: image1583.wmf]{
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 (podle toho, která plocha je obarvená).
Platí např.

[image: image1584.wmf];
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[image: image1585.wmf]{
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[image: image1586.wmf];
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 Zde je jen 1 orbita.
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Burnsideova věta dává: 
[image: image1588.wmf];
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Příklad 4.x.

Uvažujme opět grupu symetrií čtverce (viz příklad dříve), nechť je jeden vrchol obarvený. Vrcholy čtverce označíme: 
[image: image1589.wmf]LD
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[image: image1590.wmf]{
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 (podle toho, který vrchol je obarvený).
Platí např.
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;

;

;

;

;

;

;

1

2

LH

D

LH

PD

N

LH

PH

S

LH

LD

V

LH

PD

O

LH

LD

O

LH

PH

O

LH

LH

LH

=

*

=

*

=

*

=

*

=

*

=

*

=

*

=

*

-

+



[image: image1592.wmf]{
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[image: image1593.wmf];
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 Zde je jen 1 orbita.
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[image: image1595.wmf]{
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Burnsideova věta dává: 
[image: image1596.wmf];
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Příklad 4.x.

Máme čtverec a některé jeho vrcholy obarvíme stejnou barvou. Kolika způsoby to lze provést? Možnosti považujeme za stejné, pokud lze jednu z druhé získat otočením čtverce.

Kdybychom neuvažovali otočení, bylo by možností: 
[image: image1597.wmf]16
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 (variace 4. třídy ze 2 prvků s opakováním). U každého vrcholu jsou 2 možnosti: obarvený, neobarvený.
Tedy 
[image: image1598.wmf]16
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.
Máme tyto možnosti:
a) žádný vrchol obarvený – 1 možnost, 
[image: image1599.wmf]{
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b) jeden vrchol obarvený – 4 možnosti, 
[image: image1600.wmf]{
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lze je získat točením, tedy 1 možnost.

c) dva vrcholy obarvené vedle sebe – 4 možnosti, 
[image: image1601.wmf]{
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lze je získat točením, tedy 1 možnost.

d) dva vrcholy obarvené proti sobě – 2 možnosti, 
[image: image1602.wmf]{
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lze je získat točením, tedy 1 možnost.

e) tři vrcholy obarvené – 4 možnosti, 
[image: image1603.wmf]{
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lze je získat točením, tedy 1 možnost.

f) čtyři vrcholy obarvené – 1 možnost, 
[image: image1604.wmf]{
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Máme celkem 6 orbit, tudíž možností je 6.

[image: image1605.wmf];
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Burnsideova věta dává: 
[image: image1606.wmf];
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Příklad 4.x.

Máme čtverec, dále 2 červené a 2 modré kamínky. Vrcholy čtverce osadíme kamínky. Možnosti považujeme za stejné, pokud lze jednu z druhé získat otočením. Kolik je možností?
Kdybychom neuvažovali otočení, bylo by možností: 
[image: image1607.wmf];
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 Pokud si vrcholy očíslujeme, jsou tyto možnosti: 
[image: image1608.wmf];
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Uvažujeme akci grupy otočení, tj. 
[image: image1609.wmf]{
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[image: image1610.wmf]{
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[image: image1611.wmf]{
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[image: image1612.wmf];
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Máme celkem 2 orbity, tudíž možnosti jsou 2.

[image: image1613.wmf];
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Burnsideova věta dává: 
[image: image1614.wmf];
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Jak se změní situace, budeme-li uvažovat celou grupu symetrií čtverce? Možnosti považujeme za stejné, pokud lze jednu z druhé získat otočením nebo překlopením.
Uvažujeme akci grupy symetrií čtverce, tj. 
[image: image1615.wmf]{
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[image: image1616.wmf];
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[image: image1617.wmf]{
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[image: image1618.wmf];
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[image: image1619.wmf]{
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[image: image1620.wmf];
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Máme celkem 2 orbity, tudíž možnosti jsou 2.

Burnsideova věta dává: 
[image: image1621.wmf];
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Příklad 4.x.

Máme čtverec, dále 
[image: image1622.wmf]n

 barev. Vrcholy čtverce obarvíme libovolnou barvou, přičemž barvy se mohou opakovat. Možnosti považujeme za stejné, pokud lze jednu z druhé získat otočením. Kolik je možností?

Kdybychom neuvažovali otočení, bylo by možností: 
[image: image1623.wmf]4
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Možná obarvení vrcholů čtverce (
[image: image1624.wmf]4
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a) všechny vrcholy různě obarvené (
[image: image1625.wmf][
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b) 2 vrcholy stejně obarvené, ostatní jinak (
[image: image1626.wmf][
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c) 3 vrcholy stejně obarvené, zbývající jinak (
[image: image1627.wmf][
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d) 2 a 2 vrcholy stejně obarvené (ne všechny stejně) (
[image: image1628.wmf][
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e) všechny vrcholy stejně obarvené (
[image: image1629.wmf][
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ad a) Možností je:

[image: image1630.wmf][
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[image: image1631.wmf]{
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ad b) Možností je:
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[image: image1633.wmf]{
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[image: image1634.wmf];
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ad c) Možností je:

[image: image1635.wmf][
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[image: image1636.wmf]{
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ad d) Možností je:

[image: image1637.wmf][
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[image: image1638.wmf]{
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[image: image1639.wmf]{

}

;

;

1

)

(

)

(

2

O

BABA

S

ABAB

S

=

=


Zde musíme rozlišit případy, kdy jsou 2 a 2 stejné vedle sebe či proti sobě.
Možností je: 
[image: image1640.wmf]);
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Vedle sebe: 
[image: image1641.wmf]);
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Proti sobě: 
[image: image1642.wmf]);
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ad e) Možností je:
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Nyní počet možností v každé skupině vydělíme počtem prvků v orbitě. Celkem je možností:
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[image: image1646.wmf]);
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Počet možností: 
[image: image1647.wmf])
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, kde 
[image: image1648.wmf]n

 je počet barev.
Jak se změní situace, budeme-li uvažovat celou grupu symetrií čtverce.
ad a) Možností je: 
[image: image1649.wmf]);
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[image: image1651.wmf];
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ad b) Možností je: 
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Zde musíme rozlišit případy, kdy jsou 2 stejné vedle sebe či proti sobě.
Možností je: 
[image: image1655.wmf]);
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Vedle sebe: 
[image: image1656.wmf]);
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Proti sobě: 
[image: image1657.wmf]);
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ad c) Možností je: 
[image: image1658.wmf]);
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ad d) Možností je: 
[image: image1660.wmf]);
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[image: image1661.wmf]{
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[image: image1662.wmf]{
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Zde musíme rozlišit případy, kdy jsou 2 a 2 stejné vedle sebe či proti sobě.
Možností je: 
[image: image1663.wmf]);
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Vedle sebe: 
[image: image1664.wmf]);
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Proti sobě: 
[image: image1665.wmf]);
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ad e) Možností je:
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[image: image1667.wmf]{
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Nyní počet možností v každé skupině vydělíme počtem prvků v orbitě. Celkem je možností:
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[image: image1669.wmf]=
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[image: image1670.wmf]);
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Počet možností: 
[image: image1671.wmf])
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, kde 
[image: image1672.wmf]n

 je počet barev.

Použili jsme (TV) vzorce z kombinatoriky.
Příklad 4.x.

Uvažujme permutaci písmen ve slově „LOKOMOTIVA“. Písmenům přiřadíme čísla.
Jde o akci grupy 
[image: image1673.wmf]10

S

 na množině „přerovnání“ písmen. Po některých přerovnáních to ale bude vypadat stejně.
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[image: image1675.wmf];
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[image: image1676.wmf];
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 (viz též permutace s opakováním, kombinatorika)
Tolik různých slov můžeme získat přeházením písmen.
Uvažujme permutaci písmen ve slově „SESTERNA“. Písmenům přiřadíme čísla.
Jde o akci grupy 
[image: image1677.wmf]8

S

 na množině „přerovnání“ písmen. Po některých přerovnáních to ale bude vypadat stejně.
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[image: image1679.wmf];
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[image: image1680.wmf];
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 (viz též permutace s opakováním, kombinatorika)

Tolik různých slov můžeme získat přeházením písmen.

Uvažujme permutaci písmen ve slově „DODO“. Písmenům přiřadíme čísla.
Jde o akci grupy 
[image: image1681.wmf]4

S

 na množině „přerovnání“ písmen. Po některých přerovnáních to ale bude vypadat stejně.
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[image: image1683.wmf];
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[image: image1684.wmf];
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 (viz též permutace s opakováním, kombinatorika)

Tolik různých slov můžeme získat přeházením písmen.
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Zde jsou ta slova: 
[image: image1686.wmf];
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Dodatek 1
Ještě zmíníme pojem řešitelné grupy.

Definice 4.x.

Buď dána grupa 
[image: image1687.wmf](
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,

G

. Grupa je řešitelná, jestliže existuje řetězec normálních podgrup:
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tak, že platí: Pro každé 
[image: image1689.wmf]k
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 je faktor grupa 
[image: image1690.wmf]1

-

j

j

N

N

 komutativní.

Komutativní (Abelova) grupa je zřejmě řešitelná, neboť 
[image: image1691.wmf]{
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Příklad 4.x.

Grupy permutací 
[image: image1692.wmf]2
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,

S

S

 jsou komutativní, tudíž řešitelné. Grupy permutací 
[image: image1693.wmf]4
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S
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 již nejsou komutativní, ale jsou řešitelné. Grupy permutací 
[image: image1694.wmf]5
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 již řešitelné nejsou.
Pro 
[image: image1695.wmf]3

S

 máme řetězec normálních podgrup: 
[image: image1696.wmf]{
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Pro 
[image: image1697.wmf]4

S

 máme řetězec normálních podgrup: 
[image: image1698.wmf]{
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[image: image1699.wmf]V

je Kleinova čtyřgrupa.
Pro 
[image: image1700.wmf]5

S

 platí: 
[image: image1701.wmf]5
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S
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<

, ale grupa 
[image: image1702.wmf]5

A

 nemá vlastní normální podgrupy (důkaz, viz …). Tudíž není řešitelná.
Bylo dokázáno, že grupa lichého řádu je řešitelná. Dokonce bylo dokázáno toto: Pokud řád grupy je dělitelný nejvýše dvěma prvočísly, pak je grupa řešitelná. Důkaz těchto tvrzení je obtížný, proto ho zde neuvádíme.

Použité zdroje:

1) Bican L.: Algebra pro učitelské studium

2) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry
3) Dlab V, Bečvář J.: Od aritmetiky k abstraktní algebře

4) Stanovský D.: Základy algebry (MFF UK, 2009)
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