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VIII. Algebraické rovnice
Definice 8.1.
Algebraická rovnice nad tělesem 
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 je rovnice tvaru: 
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Vyřešit algebraickou rovnici tedy znamená najít kořeny polynomu. Na řešení algebraických rovnic neexistuje obecný vzorec. Některé rovnice umíme vyřešit jen přibližně pomocí numerických metod. Následující věta je velmi jednoduchá.

Věta 8.1.
Každá algebraická rovnice stupně 1 nad tělesem 
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 má právě jedno řešení v tělese 
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Důkaz:
Rovnice 1. stupně má tvar: 
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,

,

;

0

¹

Î

=

+

a

T

b

a

b

x

a

. Zřejmě je prvek 
[image: image8.wmf]b

a

1

-

-

 je řešením rovnice a je jediné.
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Algebraická rovnice 1. stupně je lineární rovnice. Ze základní věty algebry vyplývá, že algebraická rovnice 
[image: image9.wmf]-

n

tého stupně s komplexními koeficienty má 
[image: image10.wmf]n

 komplexních kořenů, počítáme-li každý s jeho násobností. Nedává nám ale žádný návod, jak ty kořeny najít. Pro rovnice 2. stupně lze též udat vzorec, který nám umožní najít kořeny. Pro rovnice 3. a 4. stupně lze též udat vzorce, ale jejich použití je problematické, neboť nám vycházejí kořeny v „krkolomném“ tvaru. Znamená to, že algebraické rovnice do 4. stupně lze algebraicky vyřešit. Algebraické rovnice stupně 5 nebo vyššího již obecně algebraicky řešit nelze, tj. neexistují vzorce, které by nám umožnily najít kořeny. Vyřešit lze jen některé speciální případy.

Na řešení obecných algebraických rovnic se používají numerické metody, které nám ale dají jen přibližný výsledek. Též na rovnice stupně 3 nebo 4 se spíše používají numerické metody, neboť vzorce jsou složité a nehodí se k numerickému počítání.
Nyní si zopakujeme odvození vzorce pro kvadratické rovnice (rovnice 2. stupně). Kvadratická rovnice lze převést na tvar:
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Postupnými úpravami dostaneme:
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Poznamenejme, že výraz 
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 se nazývá diskriminant rovnice.
Následující věty nám aspoň částečně umožní najít řešení některých algebraických rovnic.
Věta 8.2.

Buď 
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Důkaz:

Platí: 
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Vynásobme celou rovnost prvkem 
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Odtud dále dostaneme:
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To znamená, že 
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Věta 8.3.

Za situace z předchozí věty též platí: 
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Důkaz:

Protože prvek 
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Poznámka:

Položíme-li speciálně 
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Poznámka:
Podmínky uvedené v předchozích větách jsou pouze nutné pro to, aby prvek byl kořen polynomu, nikoli postačující.
Věty lze např. použít při hledání racionálních kořenů polynomu s celočíselnými koeficienty. Ukážeme si to na následujících příkladech. Obecný vzorec na řešení algebraické rovnice neexistuje.
Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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Najít kořeny polynomu znamená vyřešit algebraickou rovnici 
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. Zkusíme tedy najít racionální kořeny polynomu. Z věty 8.2. vyplývá, že v úvahu přicházejí tato čísla: 
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. To jsou tzv. „kandidáti“ na kořen, protože podmínka je pouze nutná. Musíme to ještě ověřit, což provedeme pomocí tzv. Hornerova schématu.

Zkusme např. číslo 1.
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Ověřili jsme, že číslo 1 není kořen polynomu, neboť 
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Zkusme např. číslo 3.
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Ověřili jsme, že číslo 3 je kořen polynomu, tudíž polynom můžeme vyjádřit ve tvaru: 
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Najít kořeny polynomu 
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 je již snadné. Použijeme známý vzorec pro kvadratické rovnice.
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Polynom má celkem 3 jednoduché kořeny, 
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 1 reálný, 2 imaginární komplexně sdružené.
Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomů:
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Poznamenejme, že kořeny polynomu 
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Jeden kořen polynomu 
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Platí: 
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Rovnici 
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 vyřešíme pomocí vzorce.
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Polynom 
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 má 3 kořeny, 1 reálný, 2 imaginární komplexně sdružené. Jsou to: 
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Jeden kořen polynomu 
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)

(

3

+

=

x

x

g

 je zřejmý, je to číslo -1.
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Platí: 
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Rovnici 
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Polynom 
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 má 3 kořeny, 1 reálný, 2 imaginární komplexně sdružené. Jsou to: 
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Poznamenejme, že také platí:
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Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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Najít kořeny polynomu znamená vyřešit algebraickou rovnici 
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. Zkusíme tedy najít racionální kořeny polynomu. Z věty 8.2. vyplývá, že v úvahu přicházejí tato čísla: 
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. To jsou tzv. „kandidáti“ na kořen, protože podmínka je pouze nutná. Musíme to ještě ověřit, což provedeme pomocí tzv. Hornerova schématu.
Zkusme např. číslo 1.
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Zkusme např. číslo -1.
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Ověřili jsme, že číslo 1 je jednoduchý kořen polynomu, číslo -1 není kořen polynomu. Nyní použijeme větu 8.3. k vyloučení některých „kandidátů“. Musí totiž platit: 
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Množina „kandidátů“ se nám již značně „zúžila“. 
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8

,

4

,

3

,

2

,

1

+

-

±

±

+


Protože číslo 1 je kořen polynomu, můžeme polynom vyjádřit ve tvaru:

[image: image99.wmf]=
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Plyne to z Hornerova schématu. Nadále se již budeme zabývat polynomem: 
[image: image101.wmf]24
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Zkusme např. číslo 2.
	
	1
	-6
	8
	13
	-42
	44
	-24

	2
	
	2
	-8
	0
	26
	-32
	24

	
	1
	-4
	0
	13
	-16
	12
	0

	2
	
	2
	-4
	-8
	10
	-12
	

	
	1
	-2
	-4
	5
	-6
	0
	

	2
	
	2
	0
	-8
	-6
	
	

	
	1
	0
	-4
	-3
	-12
	
	


Zjistili jsme, že číslo 2 je dvojnásobný kořen polynomu, můžeme tedy polynom vyjádřit ve tvaru: 
[image: image102.wmf])
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Množina „kandidátů“ se nám opět „zúžila“. 
[image: image103.wmf],
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Zkusme např. číslo 3.

	
	1
	-2
	-4
	5
	-6

	3
	
	3
	3
	-3
	6

	
	1
	1
	-1
	2
	0

	3
	
	3
	12
	33
	

	
	1
	4
	11
	35
	


Zjistili jsme, že číslo 3 je jednoduchý kořen polynomu, můžeme tedy polynom vyjádřit ve tvaru: 
[image: image104.wmf])
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Zkusme např. číslo -2.

	
	1
	1
	-1
	2

	-2
	
	-2
	2
	-2

	
	1
	-1
	1
	0

	-2
	
	-2
	6
	

	
	1
	-3
	7
	


Zjistili jsme, že číslo -2 je jednoduchý kořen polynomu, můžeme tedy polynom vyjádřit ve tvaru: 
[image: image105.wmf])
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Polynom 
[image: image106.wmf])
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 má tedy tyto racionální kořeny: 
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Polynom 
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 nemá racionální kořeny, neboť čísla 
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 nevyhovují. Kořeny lze najít použitím známého vzorce pro kvadratické rovnice.
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Polynom má kromě racionálních kořenů ještě 2 imaginární komplexně sdružené kořeny: 
[image: image112.wmf](
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Celkem má tedy 7 kořenů, počítáme-li každý s jeho násobností (viz základní věta algebry).
Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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Najít kořeny polynomu znamená vyřešit algebraickou rovnici 
[image: image114.wmf]0
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. Zkusíme tedy najít racionální kořeny polynomu. Z věty 8.2. vyplývá, že v úvahu přicházejí tato čísla: 
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. To jsou tzv. „kandidáti“ na kořen, protože podmínka je pouze nutná. Musíme to ještě ověřit, což provedeme pomocí tzv. Hornerova schématu.

Zkusme např. číslo 1.

	
	1
	-4
	-9
	52
	-16
	-144
	144

	1
	
	1
	-3
	-12
	40
	24
	-120

	
	1
	-3
	-12
	40
	24
	-120
	24


Ověřili jsme, že číslo 1 není kořen polynomu, neboť 
[image: image116.wmf]24
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. Můžeme vyloučit další čísla z „kandidátů“, čímž se nám množina podstatně zúží. Opět použijeme větu 8.x. V úvahu již přicházejí jen tato čísla: 
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Zkusme např. číslo 2.

	
	1
	-4
	-9
	52
	-16
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	-4
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	72
	-144
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	-2
	-13
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	-26
	0
	72
	

	
	1
	0
	-13
	0
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	-18
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	-9
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	2
	8
	-2
	
	
	

	
	1
	4
	-1
	-20
	
	
	


Zjistili jsme, že číslo 2 je trojnásobný kořen polynomu. Polynom můžeme vyjádřit takto:

[image: image118.wmf]);
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[image: image119.wmf]);
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Nadále se budeme zabývat polynomem: 
[image: image120.wmf]18
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Zkusme např. číslo 3.

	
	1
	2
	-9
	-18

	3
	
	3
	15
	18

	
	1
	5
	6
	0

	3
	
	3
	24
	

	
	1
	8
	30
	


Zjistili jsme, že číslo 3 je jednoduchý kořen polynomu.
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Kořeny polynomu 
[image: image122.wmf]6
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 jsme našli zkusmo, bylo by též možno použít vzorec. Zjistili jsme, že polynom 
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 má všechny kořeny racionální, dokonce celočíselné.
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Polynom má tedy tyto kořeny: 
[image: image125.wmf],
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 přičemž kořen 2 je trojnásobný, ostatní kořeny jsou jednoduché.
Poznamenejme ještě, že kořeny polynomu šlo též určit z vyjádření: 
[image: image126.wmf])
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Kořeny polynomu 
[image: image127.wmf]36
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 lze najít pomocí známého triku, pomocí substituce: 
[image: image128.wmf]2

x

y

=

. Rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image129.wmf]0

36

13

2

=

+

-

y

y

. Pomocí vzorce zjistíme:

[image: image130.wmf]î

í

ì

=

±

=

±

=

-

±

=

;

4

;

9

2

5

13

2

25

13

2

144

169

13

2

,

1

y

 tj. máme: 
[image: image131.wmf],

4

,

9

2

1

=

=

y

y


Řešení jsou: 
[image: image132.wmf],
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Polynom 
[image: image135.wmf]36

13

2

4

+

-

x

x

 lze také rozložit známým trikem (viz kap. 7).
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Příklad 8.x.

Buď dán polynom 
[image: image137.wmf][
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. Máme rozhodnout, při které volbě parametru 
[image: image138.wmf]R
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 má polynom vícenásobný kořen.

Pokud jisté číslo je vícenásobný kořen, pak je také kořenem jeho derivace (V 7.x).
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Protože kořeny derivace polynomu jsou čísla 
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, budou to též kořeny původního polynomu. Platí:
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Při volbě 
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 je číslo 
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 dvojnásobný kořen polynomu 
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Při volbě 
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 dvojnásobný kořen polynomu 
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Příklad 8.x.

Určeme kořeny polynomu: 
[image: image149.wmf];
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 víme-li, že má vícenásobný kořen.
Pokud jisté číslo je vícenásobný kořen, pak je také kořenem jeho derivace (V 7.x).
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Derivace polynomu má kořeny: 
[image: image151.wmf]2
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 tj. 0 není kořen polynomu. Zkusme tedy číslo 
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2

.
	
	
[image: image154.wmf]1


	
[image: image155.wmf]2

3

-


	
[image: image156.wmf]0


	
[image: image157.wmf]2

8



	
[image: image158.wmf]2

2


	
	
[image: image159.wmf]2

2


	
[image: image160.wmf]4

-


	
[image: image161.wmf]2

8

-



	
	
[image: image162.wmf]1


	
[image: image163.wmf]2

-


	
[image: image164.wmf]4

-


	
[image: image165.wmf]0



	
[image: image166.wmf]2

2


	
	
[image: image167.wmf]2

2


	
[image: image168.wmf]4


	

	
	
[image: image169.wmf]1


	
[image: image170.wmf]2


	
[image: image171.wmf]0


	


Zjistili jsme, že číslo 
[image: image172.wmf]2
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 je vskutku dvojnásobný kořen polynomu, polynom lze vyjádřit takto: 
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Polynom má kořeny: 
[image: image174.wmf];
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 přičemž kořen 
[image: image175.wmf]2
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 je dvojnásobný,
Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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Zkusíme tedy najít racionální kořeny polynomu. Z věty 8.2. vyplývá, že v úvahu přicházejí tato čísla: 
[image: image177.wmf],
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 To jsou tzv. „kandidáti“ na kořen, protože podmínka je pouze nutná. Musíme to ještě ověřit, což provedeme pomocí tzv. Hornerova schématu.

Zkusme např. číslo 1.

	
	1
	-4
	8
	-14
	15
	-6

	1
	
	1
	-3
	5
	-9
	6

	
	1
	-3
	5
	-9
	6
	0
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	-2
	3
	-6
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	-2
	3
	-6
	0
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	1
	-1
	2
	
	

	
	1
	-1
	2
	-4
	
	


Zjistili jsme, že číslo 1 je dvojnásobný kořen polynomu. Polynom můžeme vyjádřit takto:
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Zkusme např. číslo 2.
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	3
	-6

	2
	
	2
	0
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	4
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	2
	7
	


Zjistili jsme, že číslo 2 je jednoduchý kořen polynomu. Polynom můžeme vyjádřit takto:
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Kořeny polynomu jsou tyto: 
[image: image180.wmf],
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 přičemž číslo 1 je dvojnásobný kořen.
Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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Zkusíme tedy najít racionální kořeny polynomu. Z věty 8.2. vyplývá, že v úvahu přicházejí tato čísla: 
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 To jsou tzv. „kandidáti“ na kořen, protože podmínka je pouze nutná. Musíme to ještě ověřit, což provedeme pomocí tzv. Hornerova schématu.

Zkusme např. číslo 1.
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	-14
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Zjistili jsme, že 
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, tj. číslo 1 není kořen polynomu. Můžeme některé „kandidáty“ vyloučit, přičemž se nám množina zúží. V úvahu přicházejí tato čísla: 
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Zkusme např. číslo 2.
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Zjistili jsme, že číslo 2 je jednoduchý kořen polynomu. Polynom můžeme vyjádřit takto:

[image: image185.wmf]);
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Zkusme např. číslo 3.
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Zjistili jsme, že číslo 3 je jednoduchý kořen polynomu. Polynom můžeme vyjádřit takto:

[image: image186.wmf]);
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Kořeny polynomu 
[image: image187.wmf]10
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Kořeny polynomu jsou tedy: 
[image: image189.wmf]10
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, polynom má pouze jednoduché kořeny. Rozklad polynomu vypadá takto: 
[image: image190.wmf]);
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Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:

[image: image191.wmf][
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Pokud má polynom racionální kořeny, přicházejí v úvahu tato čísla: 
[image: image192.wmf],
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 Pomocí Hornerova schématu se ověří (proveďte), že žádné z uvedených čísel není kořen polynomu, tj. polynom nemá racionální kořeny.
Rozklad polynomu provedeme zkusmo:
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Nyní je nutno vyřešit 2 kvadratické rovnice, přičemž řešení kvadratické rovnice 
[image: image194.wmf]0
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 je zřejmé, jsou to čísla 
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Daný polynom tedy nemá reálné kořeny, má 4 imaginární kořeny, přičemž to jsou 2 dvojice komplexně sdružených kořenů. Kořeny polynomu jsou: 
[image: image198.wmf]i
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.
Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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víme-li, že jeden kořen je 
[image: image200.wmf][
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Z věty 7.x. plyne, že v tom případě má polynom též kořen 
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Polynom můžeme rozložit na součin takto:
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Také bychom mohli daný polynom vydělit polynomem 
[image: image216.wmf]2
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Ještě zbývá vyřešit kvadratickou rovnici: 
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Daný polynom tedy nemá reálné kořeny, má 4 imaginární kořeny, přičemž to jsou 2 dvojice komplexně sdružených kořenů. Kořeny polynomu jsou: 
[image: image219.wmf]3
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To, že polynom nemá racionální kořeny, bychom zjistili z Hornerova schématu, ale až po delším počítání. Kdybychom apriori nevěděli, že jeden kořen je 
[image: image220.wmf]i
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1

, těžko bychom kořeny našli, neboť vzorce na rovnice 4. stupně nejsou vhodné.
Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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víme-li, že jeden kořen je 
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Z věty 7.x. plyne, že v tom případě má polynom též kořen 
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Polynom můžeme rozložit na součin takto:
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Také bychom mohli daný polynom vydělit polynomem 
[image: image238.wmf]2
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Ještě zbývá vyřešit kvadratickou rovnici: 
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, což provedeme pomocí vzorce.
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Daný polynom tedy nemá racionální kořeny, má 2 imaginární kořeny a 2 reálné (iracionální) kořeny. Kořeny polynomu jsou: 
[image: image241.wmf]3
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To, že polynom nemá racionální kořeny, bychom zjistili z Hornerova schématu, ale až po delším počítání. Kdybychom apriori nevěděli, že jeden kořen je 
[image: image242.wmf]i
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, těžko bychom kořeny našli, neboť vzorce na rovnice 4. stupně nejsou vhodné.

Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:

[image: image243.wmf][
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Pokud má polynom racionální kořeny, přicházejí v úvahu tato čísla:
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Zkusme např. číslo 1
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Zjistili jsme, že 
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, tj. číslo 1 není kořen polynomu. To nám umožňuje některé „kandidáty“ vyloučit. Vyloučit můžeme tato čísla: 
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Zkusme např. číslo -1
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Zjistili jsme, že 
[image: image247.wmf]48
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, tj. číslo -1 není kořen polynomu. To nám umožňuje některé další „kandidáty“ vyloučit. Vyloučit můžeme dále tato čísla: 
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Zkusme např. číslo 2
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Zjistili jsme, že číslo 2 je jednoduchý kořen polynomu, polynom můžeme vyjádřit takto: 
[image: image249.wmf]);
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Zjistili jsme, že číslo -2 je jednoduchý kořen polynomu, polynom můžeme vyjádřit takto:
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[image: image251.wmf]);
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Nyní zkusme např. číslo 
[image: image252.wmf]3
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Zjistili jsme, že číslo 
[image: image254.wmf]3

1

 je kořen polynomu, polynom lze též vyjádřit takto:
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1

6

6

5

)(

1

3

(

)

3

18

18

15

)(

(

1

3

12

13

15

2

3

2

3

3

1

2

3

4

+

+

+

-

=

+

+

+

-

=

-

-

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Nadále budeme pracovat s polynomem: 
[image: image256.wmf]1
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Zkusme např. číslo 
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Nadále již nemusíme počítat, protože je zřejmé, že by nám nevyšlo celé číslo. Číslo 
[image: image260.wmf]5
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 není kořen polynomu.
Zkusme např. číslo 
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Zjistili jsme, že číslo 
[image: image263.wmf]5
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 je kořen polynomu, polynom lze též vyjádřit takto:
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Kořeny polynomu 
[image: image265.wmf]1

2

+

+

x

x

 najdeme pomocí známého vzorce pro kvadratické rovnice.
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Původní polynom má celkem 6 kořenů 
[image: image267.wmf];
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 všechny jednoduché, přičemž 4 kořeny jsou reálné (dokonce racionální), 2 kořeny jsou imaginární.
Rozklad polynomu vypadá takto:

[image: image268.wmf]);

1

)(

1

5

)(

1

3

)(

2

)(

2

(

4

12

49

55

48

13

15

2

2

3

4

5

6

+

+

+

-

-

+

=

+

+

-

-

-

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:

[image: image269.wmf][

]

x

x

x

x

x

x

f

Z

Î

+

-

+

-

=

5

3

6

3

)

(

2

3

4


Jeden kořen polynomu je 
[image: image270.wmf]i

, 
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tudíž polynom má také kořen 
[image: image272.wmf]i
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Je tedy dělitelný polynomem 
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Polynom můžeme vyjádřit takto: 
[image: image285.wmf]);
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Kořeny polynomu 
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 najdeme pomocí známého vzorce pro kvadratické rovnice.
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Daný polynom tedy nemá reálné kořeny, má 2 dvojice komplexně sdružených kořenů.

Kořeny jsou: 
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Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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Pokud má polynom racionální kořeny, přicházejí v úvahu tato čísla: 
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Zjistili jsme, že číslo 1 je dvojnásobný kořen polynomu. Polynom můžeme vyjádřit takto:
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Zjistili jsme, že číslo -1 je jednoduchý kořen polynomu. Polynom můžeme vyjádřit takto:
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Polynom 
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 a známého vzorce pro kvadratické rovnice. Rovnice přejde na tvar: 
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Nyní určíme 
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 pomocí vzorce z příkladu 7.x.
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Kořeny polynomu 
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Poznámka: Odmocniny šlo též najít „goniometricky“.
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Poznámka:
Řešením binomické rovnice 
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Řešení rovnice jsou: 
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6. odmocniny z jedné jsou: 
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2

3

2

1

,

1

i

±

±

±


Příklad 8.x.

Najděme kořeny polynomu:
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Pokud má polynom racionální kořeny, přicházejí v úvahu tato čísla: 
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Zjistili jsme, že číslo 2 je jednoduchý kořen polynomu, polynom můžeme vyjádřit takto:
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Polynom 
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 ale nemá racionální kořen, což se dá ověřit (proveďte). Lze ho však rozložit takto: 
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. Přijít na to ale není snadné.
Nyní máme 2 kvadratické rovnice, které vyřešíme pomocí vzorce.
Rovnice: 
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Rovnice: 
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Původní polynom má 5 kořenů 
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Příklad 8.x.

Zjistěme, zda polynom 
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 má vícenásobný kořen. Ověřovat racionální kořeny pomocí Hornerova schématu by bylo zdlouhavé. Má-li polynom vícenásobný kořen, je také kořenem jeho derivace (V 7.x.).
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Polynom 
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Číslo 
[image: image325.wmf]2
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 je dvojnásobný kořen polynomu, můžeme ho vyjádřit takto:
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Koeficienty normovaného polynomu jsou elementární symetrické funkce kořenů až na znaménko (V 7.x.). Můžeme sestavit rovnice, ale obecně je nelze vyřešit. Můžeme však určit kořeny, pokud máme o kořenech nějakou apriorní informaci.
Příklad 8.x.

Určeme kořeny polynomu 
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, víme-li, že jeden kořen je dvojnásobný.
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Dostáváme rovnice: 
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Předpokládejme, že např. 
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 (dvojnásobný kořen). Pak rovnice přejdou na tvar:
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Ze 1. rovnice vyjádříme 
[image: image332.wmf]1

x

, dosadíme do 2. rovnice a po úpravách dostaneme:
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Získáme 2 řešení (vyřešte) 
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Soustavě rovnic vyhovuje jenom řešení: 
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 druhé řešení nevyhovuje. Daný polynom má kořeny: 
[image: image336.wmf];

2

;

3

3

2

1

=

=

-

=

x

x

x



[image: image337.wmf]);

3

(

)

2

(

12

8

)

(

2

2

3

+

-

=

+

-

-

=

x

x

x

x

x

x

f


Dvojnásobný kořen bychom také mohli určit tak, že bychom našli 
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Nyní se zaměříme na tzv. 
[image: image341.wmf]-
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té odmocniny z jedné.
Definice 8.x.
Buď dáno těleso 
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, dále polynom: 
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Věta 8.x.
Buď dáno těleso 
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Důkaz:

Platí: 
[image: image350.wmf](

)

1

1

-

=

¢

-

n

n

x

n

x

, přičemž polynomy 
[image: image351.wmf]1

,

1

-

-

n

n

x

n

x

 jsou nesoudělné, tudíž nemají žádný společný kořen. To podle věty 7.x. znamená, že polynom 
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Poznámka:
Z věty vyplývá, že polynom 
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 různých kořenů. Nemusí být nutně všechny v tělese 
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, některé mohou být ve vhodném nadtělese (V 7.x.).
Nad tělesem nenulové charakteristiky věta též platí, pokud 
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V tělese charakteristiky 
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Věta 8.x.
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Důkaz:

V tělese charakteristiky 
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Buď dáno těleso 
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Je zřejmé, že takto definovaný homomorfismus se dá rozšířit na libovolné nadtěleso.
Věta 8.x.
Všechny 
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n

té odmocniny z jedné tvoří vzhledem k násobení grupu.

Důkaz:

Již proveden.
□

Grupa 
[image: image385.wmf]-

n

tých odmocnin z jedné 
[image: image386.wmf]n

j

Ker

 je cyklická, tj. generovaná 1 prvkem.

Definice 8.x.

Generátor grupy 
[image: image387.wmf]n

j

Ker

 je primitivní 
[image: image388.wmf]-

n

tá odmocnina z jedné.
Chceme-li určit 
[image: image389.wmf]-

n

té odmocniny z prvku 
[image: image390.wmf]T

c

Î

, stačí znát jeden prvek 
[image: image391.wmf]T

Î

x

, pro který platí: 
[image: image392.wmf]c

n

=

x

. Pak množina 
[image: image393.wmf]-

n

tých odmocnin z prvku 
[image: image394.wmf]T

c

Î

 je: 
[image: image395.wmf]{

}
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e
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.
Zřejmě jsou všechny 
[image: image396.wmf]-

n

té odmocniny z prvku 
[image: image397.wmf]T

c

Î

 kořeny polynomu: 
[image: image398.wmf]c

x

n

-

.

[image: image399.wmf];
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Poznámka:

Všechny 
[image: image400.wmf]-

n

té odmocniny z jedné (v tělese komplexních čísel 
[image: image401.wmf]C

) lze vyjádřit takto: 
[image: image402.wmf]{
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[image: image403.wmf]-

n

tá odmocnina z jedné je v komplexním oboru 
[image: image404.wmf]n

 značná.
Všechny 
[image: image405.wmf]-

n

té odmocniny z jedné tvoří v Gaussově rovině pravidelný 
[image: image406.wmf]-

n

úhelník.
Viz též MA kap. 24, Analýza v komplexním oboru.
Definice 8.x.

Buď 
[image: image407.wmf]T

 těleso, 
[image: image408.wmf]T

c

Î

. Pak rovnice tvaru: 
[image: image409.wmf]c

x

n

=

 se nazývá Binomická rovnice 
[image: image410.wmf]-

n

tého stupně.
Je-li 
[image: image411.wmf]N

Î

p

 prvočíslo, je libovolný kořen polynomu 
[image: image412.wmf]1

-

p

x

 (vyjma 1) primitivní 
[image: image413.wmf]-

p

tá odmocnina z 1. 
[image: image414.wmf]-

p

té odmocniny z 1 tvoří grupu prvočíselného řádu.

[image: image415.wmf];
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Polynom 
[image: image416.wmf];
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 se nazývá cyklotomický polynom. Jeho kořeny jsou právě všechny primitivní 
[image: image417.wmf]-

p

té odmocniny z 1.
Cyklotomický polynom se mu říká proto, že jeho kořeny rozdělují jednotkovou kružnici v Gaussově rovině.
Věta 8.x.
Buďte 
[image: image418.wmf]N
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, pak pro polynomy platí: 
[image: image419.wmf]n

m

x

x

n

m

|

)

1

(

|

)

1

(

Û

-

-


Důkaz:

Nechť 
[image: image420.wmf]n
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, tj. existuje 
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 tak, že platí: 
[image: image422.wmf]md
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. Položme 
[image: image423.wmf]m
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, pak máme: 
[image: image424.wmf];
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[image: image426.wmf]);
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1

(

|

)

1

(

-

-

n

m

x

x

.
Nechť 
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, platí: 
[image: image429.wmf];
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□
Příklad 8.x.
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[image: image438.wmf]);
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Příklad 8.x.

Uvedeme si některé 
[image: image439.wmf]-

n

té odmocniny z 1.
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Dále se zmíníme o reciprokých rovnicích.
Definice 8.x.

Buď dána algebraická rovnice 
[image: image443.wmf]0
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Rovnice je kladně reciproká, jestliže platí: 
[image: image444.wmf];

,

,

1

,

0

;

n

j

a

a

j

n

j

K

=

=

-

 tedy speciálně: 
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Rovnice je záporně reciproká, jestliže platí: 
[image: image446.wmf];
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 tedy speciálně: 
[image: image447.wmf];
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Pro záporně reciprokou rovnici platí toto:

1) sudý stupeň: 
[image: image448.wmf];
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2) lichý stupeň: 
[image: image449.wmf];
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Věta 8.x.
Buď dána reciproká rovnice 
[image: image450.wmf]0
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, nechť číslo 
[image: image451.wmf]0

¹

a

 je kořen. Pak číslo 
[image: image452.wmf]a

1

 je též kořen rovnice.
Důkaz:

Rozlišíme 2 případy, nechť 
[image: image453.wmf]0

¹

a

 je kořen polynomu (rovnice).
1) Rovnice je kladně reciproká (
[image: image454.wmf];
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Rovnici vydělíme výrazem: 
[image: image456.wmf]n
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, dostaneme:
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což lze též přepsat takto:

[image: image458.wmf];
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[image: image459.wmf];
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Tedy číslo 
[image: image460.wmf]a

1

 je též kořen rovnice.
2) Rovnice je záporně reciproká (
[image: image461.wmf];
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Rovnici vydělíme výrazem: 
[image: image463.wmf]n

a

, dostaneme:

[image: image464.wmf];
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což lze též přepsat takto:

[image: image465.wmf];
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[image: image466.wmf];
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Tedy číslo 
[image: image467.wmf]a

1

 je též kořen rovnice.


□
Je-li 
[image: image468.wmf]0

¹

a

 kořen rovnice, je též kořen 
[image: image469.wmf]a

1

, což je převrácená (reciproká) hodnota. Proto se těmto rovnicím říká reciproké.

Věta 8.x.
Záporně reciproká rovnice má kořen 
[image: image470.wmf]1

.

Důkaz:

Nechť je to rovnice sudého stupně: 
[image: image471.wmf];
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[image: image473.wmf];
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neboť každý člen je roven nule.
Nechť je to rovnice lichého stupně: 
[image: image474.wmf];
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[image: image475.wmf];
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neboť každý člen je roven nule.


□
Věta 8.x.
Kladně reciproká rovnice lichého stupně má kořen 
[image: image476.wmf]1

-

.
Důkaz:

Rovnice má lichý stupeň, 
[image: image477.wmf];
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[image: image478.wmf];
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[image: image479.wmf]n

 je liché)

[image: image480.wmf];
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□
Věta 8.x.
Záporně reciproká rovnice sudého stupně má kořen 
[image: image481.wmf]1

-

.

Důkaz:

Rovnice má sudý stupeň, 
[image: image482.wmf];
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[image: image483.wmf];
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 je sudé)
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□
Záporně reciprokou rovnici vydělíme výrazem 
[image: image486.wmf]1

-

x

, čímž stupeň o 1 snížíme. Kladně reciprokou rovnici lichého stupně vydělíme výrazem 
[image: image487.wmf]1

+

x

, čímž stupeň o 1 snížíme.

U kladně reciproké rovnice sudého stupně pomůže substituce: 
[image: image488.wmf];
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pak máme: 
[image: image489.wmf];
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[image: image490.wmf];
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[image: image491.wmf];
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Příklad 8.x.
Uvažujme rovnici: 
[image: image492.wmf]0
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 (cyklotomický polynom).
Jde o kladně reciprokou rovnici, rovnici vydělme výrazem 
[image: image493.wmf]2
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, čímž dostaneme: 
[image: image494.wmf]0
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Dále použijeme substituci: 
[image: image495.wmf];
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 Rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image496.wmf]0
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Na rovnici 
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 použijeme známý vzorec.
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Máme-li rovnici: 
[image: image499.wmf]c
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[image: image500.wmf]0
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, což je kvadratická rovnice. Jejím řešením je: 
[image: image501.wmf];
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Rovnice má reálné řešením pokud 
[image: image502.wmf]2

³

c

.
Nyní je potřeba vyřešit rovnici: 
[image: image503.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image504.wmf];
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Nyní je potřeba vyřešit rovnici: 
[image: image507.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image508.wmf];
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[image: image509.wmf]=
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[image: image510.wmf];
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Na tomto příkladu je vidět, jak je složité radikálové vyjádření kořenů polynomu. Existují také polynomy, jejichž kořeny nelze vyjádřit pomocí radikálů, tj. rovnice není algebraicky řešitelná.
Poznámka:
Platí: 
[image: image511.wmf]);
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V předchozím příkladu jsme našli zbývající 5. odmocniny z jedné. Jsou to:

[image: image512.wmf];
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Dostali jsme tak vyjádření některých hodnot goniometrických funkcí v radikálech:

[image: image513.wmf];
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[image: image514.wmf];
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[image: image515.wmf];
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[image: image516.wmf];
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Příklad 8.x.
Uvažujme rovnici: 
[image: image517.wmf]0
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.
Je to záporně reciproká rovnice 8. stupně. Můžeme ji řešit několika způsoby.

Zvolme substituci: 
[image: image518.wmf]2
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, rovnice přejde na tvar: 
[image: image519.wmf]0
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, čímž jsem dostali záporně reciprokou rovnici 4. stupně. Již víme, že má kořen 1 (V 8.x.).

Platí tedy: 
[image: image520.wmf]);
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 čímž jsme dostali kladně reciprokou rovnici 3. stupně. Již víme, že má kořen -1 (V 8.x.).
Platí tedy: 
[image: image521.wmf]);
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 čímž jsme dostali kladně reciprokou rovnici 2. stupně. Na ni použijeme známý vzorec pro kvadratické rovnice.

[image: image522.wmf](
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Máme tedy: 
[image: image523.wmf](
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Nyní ještě musíme pro každý kořen 
[image: image524.wmf]y

 vyřešit rovnici 
[image: image525.wmf]y
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.
Rovnice 
[image: image526.wmf]1
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 má 2 řešení, 
[image: image527.wmf];
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Rovnice 
[image: image528.wmf]1
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 má 2 řešení, 
[image: image529.wmf];
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Na výpočet 
[image: image530.wmf](
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 použijeme vzorec z kap. 7, pro odmocninu z komplexního čísla, platí: 
[image: image531.wmf](
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[image: image532.wmf](

)

(

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

+

=

±

±

=

+

-

±

+

±

=

+

;

7

13

5

2

1

;

7

13

5

2

1

20

7

20

13

2

1

2

1

91

3

10

1

10

3

10

3

i

i

i

i

i



[image: image533.wmf](
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Rovnice 
[image: image534.wmf](
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což lze též vyjádřit ve tvaru: 
[image: image536.wmf](
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Rovnice 
[image: image537.wmf](
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 má 2 řešení, 
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)

(

)

;

7

13

5

2

1

;

7

13

5

2

1

8

7

i

x

i

x

-

-

=

-

=


což lze též vyjádřit ve tvaru: 
[image: image539.wmf](
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Rovnice má tedy 8 kořenů, všechny jednoduché.
Ukážeme si ještě jiný postup řešení. Je to záporně reciproká rovnice, tudíž má kořeny 
[image: image540.wmf]1

±

. Polynom tedy můžeme rozložit následovně:

[image: image541.wmf];
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Dostali jsme kladně reciprokou rovnici 6. stupně: 
[image: image542.wmf];
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rovnici vydělíme výrazem 
[image: image543.wmf]3
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, dostaneme: 
[image: image544.wmf]0
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Použijeme substituci 
[image: image545.wmf];
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 (viz dříve), rovnice přejde na tvar:

[image: image546.wmf];
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Daná rovnice má 3 řešení (jsou zřejmá), a to: 
[image: image547.wmf];
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Musíme ještě vyřešit 3 rovnice:


[image: image548.wmf];
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 řešení jsou: 
[image: image549.wmf]i
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 řešení jsou: 
[image: image551.wmf](
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[image: image552.wmf];
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 řešení jsou: 
[image: image553.wmf](
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Dospěli jsme k témuž řešení jako dříve.
Příklad 8.x.
Uvažujme následující reciprokou rovnici:

[image: image554.wmf]0
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Je to záporně reciproká rovnice 10. stupně, má tedy kořeny 
[image: image555.wmf]1
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. Zkusíme Hornerovo schéma, kořen -1.
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Dostali jsme toto:

[image: image556.wmf];
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Kořeny rovnice jsou: 4 násobná -1 a všechny 6. odmocniny z 1, tj. 
[image: image557.wmf];
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 (Kořen 
[image: image558.wmf]1

-

 je tedy celkem 5 násobný.)

Vzorec pro kvadratické rovnice můžeme použít v libovolném tělese, jehož charakteristika je různá od 2, tj. 
[image: image559.wmf]2
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.
Je-li diskriminant (výraz pod odmocninou) kvadratický zbytek, má rovnice v tělese 
[image: image560.wmf]p
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 2 různé kořeny. Je-li diskriminant roven nule, má rovnice 1 dvojnásobný kořen. Je-li diskriminant kvadratický ne zbytek, nemá rovnice kořen v tělese 
[image: image561.wmf]p
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, ale má kořen v nadtělese 
[image: image562.wmf]2
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. V tom případě zvolíme 
[image: image563.wmf]p
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 kvadratický ne zbytek a utvoříme nadtěleso 
[image: image564.wmf][
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 (viz též V 7.x.). Platí 
[image: image565.wmf]c
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Každý prvek tvaru 
[image: image566.wmf]0

,

;

)

(

2

2

2

2

¹

Î

=

=

a

a

c

a

a

a

p

Z

a

a

 je kvadratický ne zbytek.
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Ukážeme si to na následujících příkladech.
V tělese 
[image: image568.wmf]7
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 platí: 
[image: image569.wmf][
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Třídy 
[image: image570.wmf][
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 představují kvadratické zbytky.
Třídy 
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Příklad 8.x.

Řešme kvadratickou rovnici 
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[image: image576.wmf];
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Zkouška:
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[image: image578.wmf];
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Příklad 8.x.

Řešme kvadratickou rovnici 
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Příklad 8.x.
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Zkouška:
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Příklad 8.x.
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Příklad 8.x.
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Zkouška:
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Příklad 8.x.
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V tělese 
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Příklad 8.x.

Řešme kvadratickou rovnici 
[image: image624.wmf]0

3

3

2

=

+

+

x

x

 nad tělesem 
[image: image625.wmf]5

Z

.


[image: image626.wmf];

2

1

3

1

2

3

1

2

2

6

2

2

2

3

2

12

9

3

2

,

1

î

í

ì

+

+

=

±

=

±

=

±

-

=

-

±

-

=

a

a

x

 kde 
[image: image627.wmf]2

2

=

a



[image: image628.wmf];

2

1

;

3

1

2

1

a

a

+

=

+

=

x

x
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V tělese 
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Nyní pojednáme o algebraické řešitelnosti algebraických rovnic. Ne každá algebraická rovnice je algebraicky řešitelná.
Definice 8.x.

Buď 
[image: image636.wmf]T
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Příklad 8.x.
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Definice 8.x.
Buď dána algebraická rovnice 
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[image: image651.wmf];

;

;

;

2

1

2

1

N

Î

=

=

=

k

b

y

b

y

b

y

k

n

n

n

k

K

 s vlastnostmi:
· Prvky 
[image: image652.wmf]k

i

b

i

,

,

1

,

K

=
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· Každý kořen rovnice 
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Těleso postupně rozšiřujeme přidáváním „odmocnin“. Výrazy s odmocninami také nazýváme radikály. Někdy se říká, že rovnice je řešitelná v radikálech, pokud je algebraicky řešitelná. Polynom 
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Příklad 8.x.
Uvažujme rovnici 
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Dále máme: 
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Máme tedy tuto posloupnost binomických rovnic: 
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Řešení je ve tvaru: 
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V následující větě ukážeme, že rovnice 2. stupně (kvadratická) je algebraicky řešitelná. Vzorec jsme již odvodili dříve.

Věta 8.x.
Každá algebraická rovnice 2. stupně nad 
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Důkaz:
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Položíme: 
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Substitucí: 
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Řešení binomické rovnice je: 
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Řešení původní rovnice jsou: 
[image: image681.wmf];
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Zde máme jen jednu binomickou rovnici 2. stupně.
□
Vzniká otázka, zda každá algebraická rovnice je algebraicky řešitelná. Odpověď na tuto otázku je záporná, existují algebraické rovnice, které nejsou algebraicky řešitelné. Rovnice stupně nejvýše čtyři jsou vždy algebraicky řešitelné.

Příklad 8.x:
Uvažujme rovnici 4. stupně tvaru: 
[image: image682.wmf]0
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, ukážeme že je algebraicky řešitelná. Položíme: 
[image: image683.wmf]2
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, rovnice přejde na tvar: 
[image: image684.wmf]0
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, což je kvadratická rovnice.
Máme tuto posloupnost binomických rovnic:

[image: image685.wmf];
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[image: image687.wmf];
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Příklad 8.x:

Řešme rovnici: 
[image: image688.wmf]0
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Položíme: 
[image: image689.wmf]2
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, rovnice přejde na tvar: 
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[image: image691.wmf];
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Máme tuto posloupnost binomických rovnic:


[image: image692.wmf];
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Řešení původní rovnice lze vyjádřit v radikálech:

[image: image693.wmf];
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Radikálové rozšíření těles probíhá takto: 
[image: image694.wmf])
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Podobně se dokáže, že rovnice tvaru: 
[image: image695.wmf];
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 je algebraicky řešitelná.
Položíme: 
[image: image696.wmf];
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[image: image699.wmf]0
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. Rovnici vyřešíme dle známého vzorce, dostaneme 
[image: image700.wmf]2

1

,

z

z

. Pak musíme ještě vyřešit binomické rovnice: 
[image: image701.wmf];
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Věta 8.x.

Každá algebraická rovnice 3. stupně nad 
[image: image702.wmf])
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 je algebraicky řešitelná.

Důkaz:

Máme rovnici ve tvaru: 
[image: image703.wmf];
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(po dělení vedoucím koeficientem tohoto tvaru dosáhneme)
Zavedeme substituci: 
[image: image704.wmf]3
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[image: image706.wmf];
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Dále položíme: 
[image: image707.wmf];
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 rovnice přejde na tvar:
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Pro kořeny této rovnice platí: 
[image: image709.wmf]0
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 (viz symetrické polynomy, V 7.x.). Nyní opět zavedeme substituci: 
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Substitucí 
[image: image715.wmf]t
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 jsme dospěli ke kvadratické rovnici, kterou vyřešíme. Zde bude vhodnější úprava.
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Odtud dostáváme: 
[image: image717.wmf];
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[image: image718.wmf];
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Položme: 
[image: image719.wmf];
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 což je primitivní 3. odmocnina z jedné.
Pak máme: 
[image: image720.wmf];
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 Zřejmě platí: 
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 (celkem 6 možností)
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[image: image726.wmf];
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Položme dále:
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[image: image732.wmf];
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Kořeny 
[image: image733.wmf]3
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 tedy vyhovují výše uvedené rovnici, ostatní se ověří analogicky. Pak již dopočítáme řešení původní rovnice: 
[image: image734.wmf];
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□
Výše uvedené vzorce pro výpočet kořenů rovnice 3. stupně se nazývají Cardanovy vzorce. V obecném případě je ale jejich použití problematické, což si ukážeme na příkladech.
Příklad 8.x.
Řešme rovnici: 
[image: image735.wmf]0
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Zkusme použít Cardanovy vzorce. V našem případě je: 
[image: image736.wmf];
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[image: image740.wmf]);
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[image: image742.wmf]);
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Daná rovnice má 3 kořeny 
[image: image743.wmf];
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 jeden reálný a 2 imaginární komplexně sdružené.

Příklad 8.x.

Řešme rovnici: 
[image: image744.wmf]0
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.

Zkusme použít Cardanovy vzorce. V našem případě je: 
[image: image745.wmf];
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[image: image747.wmf];
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[image: image748.wmf];
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[image: image749.wmf];
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[image: image750.wmf];
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[image: image751.wmf];
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[image: image752.wmf];
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V tomto případě nám Cardanovy vzorce daly kořeny rovnice. To ovšem byla náhoda.
Příklad 8.x.

Řešme rovnici: 
[image: image753.wmf]0
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. Je zřejmé, že jeden kořen je 1.
Zkusme použít Cardanovy vzorce. V našem případě je: 
[image: image754.wmf];
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[image: image761.wmf]);
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Tento příklad ukazuje, jak je použití Cardanových vzorců problematické. Dávají nám řešení v „krkolomném“ tvaru.
Kdybychom rovnici řešili bez použití Cardanových vzorců, dostali bychom toto: 
[image: image762.wmf]0
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. Tedy 
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, pomocí vzorce pro kvadratické rovnice dostaneme řešení: 
[image: image764.wmf];
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Příklad 8.x.

Řešme rovnici: 
[image: image765.wmf]0
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. Je zřejmé, že jeden kořen je 
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Zkusme použít Cardanovy vzorce. V našem případě je: 
[image: image767.wmf];
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Snadno se ověří, že platí: 
[image: image774.wmf]0
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, tj. rovnice má 3 reálné (celočíselné) kořeny 
[image: image775.wmf];
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Zde nám Cardanovy vzorce dávají reálné kořeny v „krkolomném“ imaginárním tvaru. Pro výpočet kořenů se nehodí. Tomuto případu se říká „cassus irreducibilis“. To nastane v případě, že rovnice má 3 různé reálné kořeny. V tom případě nelze reálné kořeny vyjádřit pomocí reálných odmocnin.
Příklad 8.x.

Řešme rovnici: 
[image: image776.wmf]0
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.

Zkusme použít Cardanovy vzorce. V našem případě je: 
[image: image777.wmf];
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Daná rovnice má 1 kořen dvojnásobný, platí: 
[image: image785.wmf]);
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Poznámka:
Pokud má rovnice 3. stupně vícenásobný kořen, platí: 
[image: image786.wmf]0
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Příklad 8.x.

Řešme rovnici: 
[image: image787.wmf]0
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Zkusme použít Cardanovy vzorce. V našem případě je: 
[image: image788.wmf];
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Řešení vychází v imaginárním tvaru, máme případ „cassus irreducibilis“. Zde určíme 3. odmocniny zkusmo.
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Daná rovnice má 3 reálné kořeny 
[image: image797.wmf];
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 ale vycházejí v imaginárním tvaru. Náhodou se podařilo určit 3. odmocniny z komplexního čísla. Obecně se vzorce pro výpočet kořenů nehodí.
Jeden reálný kořen jsme mohli určit zkusmo, vyhovuje 
[image: image798.wmf]2
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 kvadratickou rovnici vyřešíme pomocí vzorce: 
[image: image800.wmf];
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Použité zdroje:

1) Bican L.: Algebra pro učitelské studium

2) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry

3) Kořínek V.: Základy algebry (ČSAV, 1956)
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