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VII. Postoptimalizace, celočíselné programování

Někdy se může stát, že po vyřešení úlohy LP se změní podmínky, tj. dojde ke změně jistých hodnot. Vzniká otázka, zda je nutné úlohu řešit znova, či zda lze řešení nějak modifikovat. Je nutno tedy zodpovědět otázku: Jak se změní optimální řešení, když se změní koeficienty?

Uvažujme stále úlohu typu 
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Zabývejme se nyní případem, že se změní koeficienty pravé strany soustavy 
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 přípustné bazické řešení
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 optimální řešení (duálně přípustná báze, viz kap. 5)

Změnou koeficientů pravé strany soustavy se může porušit přípustnost řešení, nemůže se porušit duální přípustnost. Pokud se poruší přípustnost řešení (
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), použijeme duální simplexový algoritmus.

Zabývejme se nyní případem, že se změní koeficienty účelové funkce 
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Změnou koeficientů účelové funkce se nemůže porušit přípustnost řešení, může se ale porušit optimalita. Pokud se poruší optimalita (
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), použijeme simplexový algoritmus.
Změna koeficientů v matici soustavy je značně komplikovaná, proto se jí nebudeme obecně zabývat.
Příklad 7.1.

Vraťme se k příkladu 5.1.

Předpokládejme nyní, že se změnil stav zásob, suroviny S1 je nyní k dispozici 18 000 kg, suroviny S2 je též 18 000 kg. Máme rozhodnout, jak se změní výrobní program, jaký bude zisk.

Na pravé straně bude postupně: 
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Ostatní čísla v tabulce zůstanou stejná. Řešení zůstává přípustné (nezápornost), tudíž i optimální.
Nové řešení je tedy: 
[image: image12.wmf];
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Podnik tedy vyrobí 1 000 výrobků A, 4 000 výrobků B. Využije všechny suroviny, dosáhne zisku 21 000 Kč. (
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Povšimněme si ještě duálních (stínových cen). Zásoba suroviny S1 se proti původní úloze zvětšila o 6000 kg. Představme si, že ji podnik dokoupil. Duální (stínová) cena též představuje, za kolik nejvýše může podnik surovinu dokoupit, aby se to vyplatilo. Řešení duální úlohy je 
[image: image14.wmf]2
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Podnik surovinu S1 dokoupil za 3 000 Kč (
[image: image15.wmf]3000
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), zisk se proti původní úloze též zvýšil o 3 000 Kč. Je zřejmé, že za cenu vyšší jak 0,50 Kč/kg se surovinu S1 nevyplatí dokupovat.

Předpokládejme nyní, že se změnil stav zásob, suroviny S2 je nyní k dispozici 27 000 kg, suroviny S1 je 12 000 kg. Máme rozhodnout, jak se změní výrobní program, jaký bude zisk.

Na pravé straně bude postupně: 
[image: image16.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

000

4

000

1

,

500

4

000

3

,

000

27

000

12


Ostatní čísla v tabulce zůstanou stejná. Řešení zůstává přípustné (nezápornost), tudíž i optimální.

Nové řešení je tedy: 
[image: image17.wmf];
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Podnik tedy vyrobí 4 000 výrobků A, 1 000 výrobků B. Využije všechny suroviny, dosáhne zisku 24 000 Kč. (
[image: image18.wmf]24000
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Povšimněme si ještě duálních (stínových cen). Zásoba suroviny S2 se proti původní úloze zvětšila o 9 000 kg. Představme si, že ji podnik dokoupil. Duální (stínová) cena též představuje, za kolik nejvýše může podnik surovinu dokoupit, aby se to vyplatilo. Řešení duální úlohy je 
[image: image19.wmf]3
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Podnik surovinu S2 dokoupil za 6 000 Kč (
[image: image20.wmf]6000
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), zisk se proti původní úloze též zvýšil o 6 000 Kč. Je zřejmé, že za cenu vyšší jak 0,66 Kč/kg se surovinu S2 nevyplatí dokupovat.

Předpokládejme nyní, že se změnil stav zásob, suroviny S2 je nyní k dispozici jen 6 000 kg, suroviny S1 je 12 000 kg. Máme rozhodnout, jak se změní výrobní program, jaký bude zisk.

Na pravé straně bude postupně: 
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Řešení je nyní nepřípustné (pokazili jsme nezápornost), je nutno použít duální simplexový algoritmus.
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Nové řešení je tedy: 
[image: image30.wmf];
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Podnik tedy vyrobí 2 000 výrobků B, žádný výrobek A. Surovinu S2 využije všechnu, suroviny S1 zbude 4 000 kg. Dosáhne zisku 8 000 Kč (
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Zisk se proti původní úloze snížil o 10 000 Kč. Zásoba suroviny S2 se snížila o 12 000 kg. Kdyby odprodal surovinu S2, získal by 8000 Kč (
[image: image32.wmf]8000
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). Kdyby odprodal zbylou surovinu S1, získal by 2 000 Kč (
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). Duální (stínové) ceny určují, za kolik nejméně může podnik odprodat surovinu, aby se to vyplatilo.

Příklad 7.x.

Zkusme řešit příklad 5.x. duálním simplexovým algoritmem. Přimysleme si k simplexové tabulce ještě jeden řádek, udělejme úpravy. Na závěr ho ještě vynásobíme 
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Je-li 
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, zůstává řešení nadále přípustné a není třeba dělat postoptimalizaci. Je-li 
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, uděláme duální simplexový algoritmus.
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Aby úloha měla řešení, musí platit 
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 nemá úloha přípustné řešení.

Pro 
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, zisk bude činit 18 000 Kč.

Pro 
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V některých úlohách se vyskytuje požadavek, aby řešení bylo celočíselné (např. počet výrobků, apod.). Úloha je zdánlivě jednoduchá, stačí řešení zaokrouhlit, pokud nevyjde celočíselné. Zaokrouhlením bychom se ale mohli dostat mimo množinu přípustných řešení. Mnohdy jsou pak výsledky neuspokojivé, nalézt celočíselné řešení nebývá jednoduché. Na celočíselné programování existuje např. Gomoryho algoritmus, který stručně popíšeme.
Gomoryho algoritmus „odsekne“ neceločíselné optimum, tj. udělá řez. Napřed úlohu vyřešíme klasicky, bez požadavku celočíselnosti. Pokud vyjde optimální řešení celočíselné, jsme hotovi. Pokud ne, uděláme řez.
Reálné číslo lze rozložit na celou a zlomkovou část, nechť 
[image: image70.wmf]R

Î

x

.

[image: image71.wmf]ë

û

{

}

ë

û

ë

û

{

}

;

1

0

;

1

;

<

£

+

£

£

+

=

x

x

x

x

x

x

x


Celá část 
[image: image72.wmf]ë

û

x

 je nejblíže nižší celé číslo.
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Předpokládejme, že báze 
[image: image101.wmf](

)

m

j

j

,

,

1

K

 je již optimální. Řešením úlohy (bez požadavku celočíselnosti) je: 
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 (není celočíselné). Platí:
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Po rozkladu na celočíselnou a zlomkovou část dostaneme toto:
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Položme: 
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Podmínka 
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Použijeme duální simplexový algoritmus, dojdeme k cíli. Postup můžeme i zopakovat. Gomoryho algoritmus vede po konečném počtu kroků k cíli, ale konverguje pomalu. Někdy může být celočíselné řešení vzdáleno od původního řešení úlohy.
Příklad 7.x.

Řešme úlohu lineárního programování:
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[image: image113.wmf];
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar, najdeme neceločíselné optimum.
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Optimum najdeme pomocí simplexové tabulky
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Optimální řešení: 
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 není však celočíselné,
hodnota účelové funkce: 
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K nalezení celočíselného řešení použijeme Gomoryho algoritmus.
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Řešení, které jsme získali, opět není celočíselné, budeme pokračovat. (
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Řešení nám již vyšlo celočíselné, jsme u cíle, 
[image: image154.wmf];
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[image: image155.wmf];

9

3

3

0

2

=

×

+

×


Celočíselné řešení je vzdáleno od původního řešení úlohy.
Příklad 7.x.

Řešme úlohu lineárního programování:
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar, najdeme neceločíselné optimum.
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Optimum najdeme pomocí simplexové tabulky
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Optimální řešení: 
[image: image170.wmf];
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 není však celočíselné,
hodnota účelové funkce: 
[image: image171.wmf];
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K nalezení celočíselného řešení použijeme Gomoryho algoritmus.
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Řešení, které jsme získali, opět není celočíselné, budeme pokračovat. (
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Protože jsme se dostali mimo množinu přípustných řešení (
[image: image202.wmf]0
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), bylo nutno udělat další krok, tj. zopakovat duální simplexový algoritmus. Protože řešení je opět neceločíselné, je nutno v Gomoryho algoritmu pokračovat.

	krok
	B.p.
	
[image: image203.wmf]1

x


	
[image: image204.wmf]2

x


	
[image: image205.wmf]3

x


	
[image: image206.wmf]4

x


	
[image: image207.wmf]2

v


	P. S.

	
	
[image: image208.wmf]2

x


	0
	1
	0
	1/5
	0
	14/5

	
	
[image: image209.wmf]1

x


	1
	0
	0
	1/5
	0
	14/5

	
	
[image: image210.wmf]3

x


	0
	0
	1
	0
	0
	1

	
	
[image: image211.wmf]2

v


	0
	0
	0
	-1/5
	1
	-4/5

	
	
	0
	0
	0
	1/5
	0
	-14/5

	
	
[image: image212.wmf]2

x


	0
	1
	0
	0
	
	2

	
	
[image: image213.wmf]1

x


	1
	0
	0
	0
	
	2

	
	
[image: image214.wmf]3

x


	0
	0
	1
	0
	
	1

	
	
[image: image215.wmf]4

x


	0
	0
	0
	1
	
	4

	
	
	0
	0
	0
	0
	
	-2


Konečně jsme nalezli celočíselné řešení: 
[image: image216.wmf];
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hodnota účelové funkce: 
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2

4

2

2

2

2

=

+

-

=

×

+

-


Z příkladu je patrné, že Gomoryho algoritmus konverguje pomalu.

Příklad by bylo možno řešit též takto: Protože nám proměnná 
[image: image218.wmf]2
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 vyšla neceločíselná 
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Přimysleme si tedy další řádek a další proměnnou 
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 proveďme na něj úpravy jako v původní tabulce, dostaneme postupně:
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Protože řešení je nepřípustné 
[image: image226.wmf];
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 provedeme duální simplexový algoritmus.

	krok
	B.p.
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Protože nám vyšlo 
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Přimysleme si tedy další řádek a další proměnnou 
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 proveďme na něj úpravy jako v původní tabulce, dostaneme postupně:
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Protože řešení je nepřípustné 
[image: image244.wmf];
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 opět provedeme duální simplexový algoritmus.

	krok
	B.p.
	
[image: image245.wmf]1

x


	
[image: image246.wmf]2

x


	
[image: image247.wmf]3

x


	
[image: image248.wmf]4

x


	
[image: image249.wmf]5

x


	
[image: image250.wmf]6

x


	P. S.

	
	
[image: image251.wmf]2

x


	0
	1
	7/10
	1/5
	0
	0
	7/2

	
	
[image: image252.wmf]1

x


	1
	0
	1/5
	1/5
	0
	0
	3

	
	
[image: image253.wmf]5

x


	0
	0
	-7/10
	-1/5
	0
	1
	-1/2

	
	
[image: image254.wmf]6

x


	0
	0
	-1/5
	-1/5
	1
	0
	-1

	
	
	0
	0
	6/5
	1/5
	0
	
	-4

	
	
[image: image255.wmf]2

x


	0
	1
	1/2
	0
	1
	0
	5/2

	
	
[image: image256.wmf]1

x


	1
	0
	0
	0
	1
	0
	2

	
	
[image: image257.wmf]5

x


	0
	0
	-1/2
	0
	-1
	1
	1/2

	
	
[image: image258.wmf]6

x


	0
	0
	1
	1
	-5
	0
	5

	
	
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	-3


Protože nám vyšlo 
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Řešení opět není celočíselné, opět větvíme (
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Konečně jsme nalezli celočíselné řešení: 
[image: image289.wmf];

2

;

2

2

1

=

=

x

x

 hodnota účelové funkce je –2. Vidíme, jak celočíselné optimální řešení může být „vzdáleno“ od neceločíselného optimálního řešení.

Příklad 7.x.

Podnik vyrábí 2 druhy výrobků. Máme navrhnout takový výrobní program, kdy bude maximální zisk, přičemž musí stačit suroviny. V následující tabulce jsou potřebné údaje. Navíc zde požadujeme, aby počet výrobků byl celočíselný.

	Výrobní činitel
	m. j.
	Potřeba činitele na jednotku výrobku
	Zásoba

	
	
	výrobek A
	výrobek B
	

	Surovina S1
	kg
	5
	4
	6000

	Surovina S2
	kg
	2
	3
	3000

	Zisk
	Kč
	18
	20
	max.


Provedeme matematickou formulaci úlohy:
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar.
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Úlohu vyřešíme pomocí simplexové tabulky.
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Získali jsme neceločíselné řešení: 
[image: image304.wmf];
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 Celočíselné řešení nalezneme pomocí Gomoryho algoritmu.

Sestavme duální úlohu k původní úloze (bez požadavku celočíselnosti).
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Řešení duální úlohy je: 
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 (viz též řádek účelové funkce), což jsou stínové ceny surovin.
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Nalezli jsme optimální celočíselné řešení: 
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 které je trochu „vzdáleno“ od původního neceločíselného řešení.

Podnik vyrobí 855 výrobků A, 430 výrobků B.

Suroviny S1 spotřebuje: 
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Suroviny S2 spotřebuje: 
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Zisk z prodeje: 
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Bez požadavku celočíselnosti by zisk činil 24 000 Kč. Požadavek celočíselnosti snižuje zisk o 10 Kč. Stínová cena zbylé suroviny činí: 
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Ještě si povšimneme jiných celočíselných řešení.

Podnik vyrobí 857 výrobků A, 428 výrobků B.

Suroviny S1 spotřebuje: 
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Suroviny S2 spotřebuje: 
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Zisk z prodeje: 
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Zisk je nyní o 14 Kč nižší. Stínová cena zbylé suroviny činí: 
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Příklad 7.x.

Vraťme se ještě k příkladu 5.x. Přidejme si nyní požadavek, aby proměnné byly celočíselné. Vypočetli jsme neceločíselné optimální řešení, pomocí Gomoryho algoritmu dopočítáme celočíselné řešení. V následující tabulce je poslední krok simplexové tabulky příkladu 5.x.
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Tímto jsme nalezli celočíselné řešení 
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, hodnota účelové funkce je 
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