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II. Limita posloupnosti

Zde se omezíme na posloupnosti reálných čísel.

Definice 2.1.

Posloupnost reálných čísel je zobrazení množiny přirozených čísel do množiny reálných čísel (
[image: image1.wmf]R

N

®

:

f

). Obraz čísla 
[image: image2.wmf]N

Î

n

 se nazývá 
[image: image3.wmf]-

n

tý člen posloupnosti a značí se např. 
[image: image4.wmf]N

Î

=

n

a

n

f

n

,

)

(

.


[image: image5.wmf]{

}

R

N

R

N

®

=

:

f

 je množina všech posloupností reálných čísel. Prvky množiny 
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Poznámka:

Protože 
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 je těleso (viz algebra), je množina posloupností reálných čísel (
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Poznámka:

Posloupnost může být také konečná. V tom případě se jedná o zobrazení 
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Poznámka:

Je-li v posloupnosti 
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Je-li v posloupnosti 
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 podíl dvou sousedních členů konstantní, je posloupnost geometrická (
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Definice 2.2.

Posloupnost reálných čísel 
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Posloupnost 
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Definice 2.3.

Posloupnost 
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b) klesající, platí-li: 
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c) neklesající, platí-li: 
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d) nerostoucí, platí-li: 
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Je-li posloupnost neklesající nebo nerostoucí, je monotónní. Je-li posloupnost rostoucí nebo klesající, je ryze monotónní.

Zřejmě platí: rostoucí ( neklesající; klesající ( nerostoucí; (naopak ne).

Je-li posloupnost neklesající a zároveň nerostoucí, je konstantní.

Poznámka:

Například definici rostoucí posloupnosti lze říci též takto: 
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 ostatní analogicky. Snadno se ověří, že definice jsou ekvivalentní (indukcí dle 
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Definice 2.4. (definice vlastní limity posloupnosti)

Buď 
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 posloupnost reálných čísel. Číslo 
[image: image37.wmf]R

Î

A

 je limita posloupnosti, jestliže platí: Pro každé 
[image: image38.wmf]0

>

e

 existuje 
[image: image39.wmf]N

Î

0

n

 takové, že pro každé 
[image: image40.wmf]N

Î

³

n

n

n

,

0

 je 
[image: image41.wmf]e

<

-

A

a

n

.

Symbolicky zapsáno:
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Značíme též: 
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Definici limity posloupnosti lze ekvivalentně přepsat takto:
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nebo takto:
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(viz Def. 1.11., 1.12.)

Poznámka:

Negace výroku, že posloupnost má limitu 
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 by vypadala takto:
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Zápis 
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 znamená, že limita posloupnosti má jinou hodnotu nebo neexistuje.

Definice 2.4a. (definice nevlastní limity posloupnosti)
Buď 
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 posloupnost reálných čísel.
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což lze ekvivalentně přepsat takto:
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Limitě 
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 se říká nevlastní (nekonečná) limita. Limitě 
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Definici limity (vlastní nebo nevlastní) lze též shrnout do jedné:
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Jinými slovy: Číslo je limita posloupnosti, právě když každé jeho okolí obsahuje skoro všechny členy posloupnosti (všechny až na konečný počet).

Věta 2.1.

Posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Důkaz:

Sporem, nechť např. posloupnost 
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Položme: 
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Ukázali jsme, že posloupnost může mít nejvýše jednu limitu. Některé posloupnosti nemají limitu.

Definice 2.5.

Má-li posloupnost vlastní limitu, je konvergentní.

Věta 2.2.

Každá konvergentní posloupnost je omezená.

Důkaz:

Nechť 
[image: image72.wmf]{

}

N

R

Î

¥

=

1

n

n

a

 je konvergentní posloupnost, tj. 
[image: image73.wmf]R

Î

=

¥

®

A

a

n

n

lim

. Zvolme 
[image: image74.wmf]0

>

e

, existuje 
[image: image75.wmf]0

n

 takové, že platí: 
[image: image76.wmf]e

e

+

<

<

-

Þ

³

A

a

A

n

n

n

0

.
Nyní stačí položit: 
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Věta 2.2. naopak neplatí. Je-li posloupnost omezená, neplyne z toho, že je konvergentní (viz Př. 2.16.).

Věta 2.3. (aritmetika limit)

Buďte 
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b) 
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Důkaz:
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(V 1.11. bod 1)
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b) Nechť 
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Položme 
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c) Nechť 
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[image: image109.wmf])

;

max(

0

0

0

a

a

a

n

n

n

¢

¢

¢

=

, nechť 
[image: image110.wmf]a

n

n

0

³

, pak je 
[image: image111.wmf]£

×

-

+

-

×

£

×

-

×

+

×

-

×

=

×

-

×

B

A

a

B

b

a

B

A

B

a

B

a

b

a

B

A

b

a

n

n

n

n

n

n

n

n

n



[image: image112.wmf]e

e

e

=

+

<

-

+

-

£

)

2

2

(

)

(

a

a

a

n

n

a

K

K

K

A

a

B

b

K

.
Dále existují čísla 
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(V 1.11. bod 1)
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Věta 2.4.
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Příklad 2.1. (důležitý)
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Napíšeme si prvních 10 členů posloupnosti zlomky: 
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Příklad 2.1a.
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 (Př. 2.1., V 2.3.).

K výpočtu limit v následujících příkladech budeme využívat větu 2.3. (aritmetika limit). Počítat limity podle definice je dosti „krkolomné“ (neradím to).

Příklad 2.2a.
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Příklad 2.2b.
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Ukažme, že 
[image: image189.wmf]+¥

=

¥

®

n

n

lim

. Buď dáno 
[image: image190.wmf]+

Î

R

K

 (jinak lze 
[image: image191.wmf]N

Î

0

n

 volit libovolně). Volme 
[image: image192.wmf]K

n

n

>

Î

0

0

,

N

 (dle Archimedova axiomu existuje). Platí: 
[image: image193.wmf]K

n

K

n

n

³

Þ

>

³

0

, tedy dle Def. 2.4.a je 
[image: image194.wmf]+¥

=

¥

®

n

n

lim

. Jde zřejmě o rostoucí posloupnost.


[image: image195.wmf]+¥

=

¥

®

n

n

lim


Příklad 2.5.
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Dále tento příklad poněkud zobecníme.

Příklad 2.6.
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 Limita tedy závisí pouze na znaménku vedoucího koeficientu.
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Příklad 2.x.

Vypočtěme: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme: 
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Dále tento příklad poněkud zobecníme.

Příklad 2.x.
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Limita závisí pouze na vedoucích koeficientech, ostatní koeficienty nemají na limitu vliv.

Pokud je stupeň mnohočlenu v čitateli stejný jako ve jmenovateli, je limita rovna podílu vedoucích koeficientů. Pokud je stupeň mnohočlenu v čitateli menší než ve jmenovateli, je limita rovna nule. Pokud je stupeň mnohočlenu v čitateli větší než ve jmenovateli, je limita rovna plus či minus nekonečnu v závislosti na znaménkách vedoucích koeficientů.
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.11.
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Příklad 2.12.
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Příklad 2.x.
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Není těžké si domyslet nevypsané výrazy. Tento postup byl pracný, ukážeme si ještě jiný postup.

[image: image259.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

;

2

2

lim

1

lim

lim

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

a

n

a

n

a

n

n

a

an

n

n

a

n

a

n

n

a

n

a

n

n

a

n

a

n

n

n

n

=

+

=

+

-

+

+

=

+

+

+

+

+

+

×

-

+

+

¥

®

¥

®

¥

®

K



[image: image260.wmf](

)

(

)

(

)

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

×

-

+

+

+

¥

®

2

3

0

1

2

3

2

3

0

1

2

3

2

3

0

1

2

3

2

3

0

1

2

3

3

0

1

2

3

)

(

)

(

lim

n

b

n

b

n

b

n

n

b

n

b

n

b

n

n

b

n

b

n

b

n

n

b

n

b

n

b

n

n

b

n

b

n

b

n

n



[image: image261.wmf](

)

(

)

;

3

3

lim

1

)

(

lim

2

0

1

2

3

2

3

2

3

0

1

2

3

b

n

b

n

b

n

b

n

n

b

n

b

n

b

n

n

n

=

+

+

=

+

+

-

+

+

+

=

¥

®

¥

®

K

K



[image: image262.wmf](

)

(

)

(

)

;

6

2

3

3

2

lim

lim

lim

3

0

1

2

3

0

2

3

0

1

2

3

0

2

b

a

b

a

n

b

n

b

n

b

n

n

a

n

a

n

b

n

b

n

b

n

a

n

a

n

n

n

n

-

=

-

=

-

+

+

+

-

-

+

+

=

=

+

+

+

-

+

+

¥

®

¥

®

¥

®


Je zřejmé, že limita závisí jen na koeficientech 
[image: image263.wmf]R

Î

b

a

,

. Koeficienty 
[image: image264.wmf]R

Î

1

0

0

,

,

b

b

a

 nemají na limitu vliv.
Příklad 2.x.
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Počítat mocniny mnohočlenů by bylo krkolomné. Pomůžeme si jistým trikem.
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.x. (zobecnění)
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Příklad 2.17.
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Věta 2.5.
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Věta 2.6.
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Věta 2.7.
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Poznámka:

Věta 2.7. platí, i když limity jsou nevlastní. I když ve větě 2.7. platí ostrá nerovnost 
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Heslo: „Ostrá nerovnost se může limitním přechodem ztupit.“

Příklad 2.18.
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Věta 2.8. (věta o sevření)
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Důkaz:
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Věta 2.9. (o limitě monotónní posloupnosti)
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Důkaz:

Existenci suprema či infima množiny členů posloupnosti zaručuje věta 1.4a. či 1.4b.

1) Posloupnost 
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3) Posloupnost není shora omezená, tj. 
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2) Posloupnost není zdola omezená, tj. 
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□

Z věty 2.9. plyne, že monotónní posloupnosti mají vždy limitu.

Existují však i posloupnosti, které mají limitu a nejsou monotónní.
Příklad 2.x.
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Příklad 2.x. (důležitý)
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.21.
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Nyní si odvodíme vhodnější vzorec pro přibližný výpočet čísla 
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Dostáváme tedy vzorec:
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Jedná se o součet nekonečné řady (viz dále).

Sečteme-li např. prvních 10 členů řady, dostaneme: 2,718282, což je již dost velká přesnost.

Poznámka:

Platí vztah: 
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Později poznáme, že exponenciála 
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 a přirozený logaritmus 
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 jsou důležité funkce v matematice.

Příklad 2.22.

Vypočtěme limitu: 
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(Př. 2.21.) Dostáváme tedy:
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Ukážeme si ještě jiný výpočet této limity.
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limity: 
[image: image505.wmf];

;

lim

;

0

;

lim

N

Î

>

¥

®

¥

®

k

n

a

a

n

k

n

n

n



[image: image506.wmf];

1

)

ln

exp(

lim

lim

lim

lim

0

1

ln

1

1

=

=

=

=

=

¥

®

¥

®

¥

®

¥

®

e

a

e

a

a

n

n

a

n

n

n

n

n

n



[image: image507.wmf];

1

)

ln

exp(

lim

lim

lim

lim

0

ln

=

=

=

=

=

¥

®

¥

®

¥

®

¥

®

e

n

e

n

n

n

k

n

n

n

n

n

k

n

n

k

n

k


(viz též Př. 2.x.)
Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Použijeme výsledek předchozího příkladu.
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Příklad 2.x.

Určeme limitu: 
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Posloupnost 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.
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Příklad 2.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 2.x.

Určeme následující limitu v závislosti na parametru.
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Příklad 2.x.

Určeme následující limitu v závislosti na parametru.
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Příklad 2.x.

Určeme následující limitu v závislosti na parametru.
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Příklad 2.x.

Určeme následující limitu v závislosti na parametrech.
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Nyní podáme ekvivalentní definici limity posloupnosti, která zahrnuje jak vlastní, tak nevlastní limity.

Věta 2.10.
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Jinými slovy: Číslo je hromadný bod posloupnosti, právě když každé jeho okolí obsahuje nekonečně mnoho členů posloupnosti.

Příklad 2.23.
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Věta 2.11.
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Jestliže má posloupnost limitu, pak má právě jeden hromadný bod a tím je ta limita.
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Věta 2.12. (Bolzano-Weierstrassova)
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Věta 2.13. (důležitá)
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□

Existence největšího a nejmenšího hromadného bodu posloupnosti reálných čísel nás vede k následující definici.

Definice 2.8.
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Buď 
[image: image667.wmf]{

}

N

R

Î

¥

=

1

n

n

a

 posloupnost.

Pak 
[image: image668.wmf]n

n

n

n

a

a

U

¥

®

¥

®

=

=

lim

sup

lim

, je ekvivalentní následujícím dvěma podmínkám (obě podmínky platí současně):

1) 
[image: image669.wmf];

.

.

pro

:

1

1

N

Î

<

>

"

n

v

s

A

a

U

A

n


2) 
[image: image670.wmf];

mnoho

nek.

pro

:

2

2

N

Î

>

<

"

n

A

a

U

A

n


Pak 
[image: image671.wmf]n

n

n

n

a

a

V

¥

®

¥

®

=

=

lim

inf

lim

, je ekvivalentní následujícím dvěma podmínkám (obě podmínky platí současně):

1) 
[image: image672.wmf];

mnoho

nek.

pro

:

1

1

N

Î

<

>

"

n

A

a

V

A

n


2) 
[image: image673.wmf];

.

.

pro

:

2

2

N

Î

>

<

"

n

v

s

A

a

V

A

n


Důkaz:

huf
Věta 2.14.
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Věta 2.15. (Bolzano-Causchyova podmínka)
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Definice 2.9.
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Poznámka:

Posloupnost aritmetických průměrů může mít limitu i v případě, že původní posloupnost nemá limitu. Následující věta je zobecnění věty 2.16.
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Následující věta je další zobecnění.
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Zřejmě platí: 
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 (jedná se o podprostory vektorového prostoru, viz. Lineární algebra)
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 pak zobrazení φ je lineární forma na prostoru 
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Použité zdroje:

1) Berman G. H.: Sbornik zadač po kursu matematičeskovo analyza (ruský orig.)

2) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu I

3) Děmidovič B. P.: Sbírka úloh a cvičení z matematické analýzy

4) Jarník V.: Diferenciální počet I
5) Bittnerová D., Plačková G.: Louskáček 1 (TUL)
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