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III. Limita a spojitost funkce

Definice 3.1.

Buď 
[image: image1300.wmf]a

. Pak zobrazení 
[image: image2.wmf]R

®

M

f

:

 je reálná funkce jedné reálné proměnné. Množina 
[image: image3.wmf]M

 je definiční obor funkce (značí se: 
[image: image4.wmf])
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). (viz též Alg.…)

Funkce je „předpis“, který každému reálnému číslu přiřadí nejvýše jedno reálné číslo. Definiční obor funkce je množina těch čísel, kterým je přiřazeno číslo. Obvykle se nezávisle proměnná značí 
[image: image5.wmf]x

, závisle proměnná 
[image: image6.wmf]y

.

Heslo: „Jednomu 
[image: image7.wmf]x

 je přiřazeno nejvýše jedno 
[image: image8.wmf]y

.“

Nebude-li uvedeno jinak, půjde v této kapitole o reálné funkce jedné reálné proměnné.

Funkce je závislost dvou veličin (
[image: image9.wmf]y

 na 
[image: image10.wmf]x

). Jedné hodnotě nezávisle proměnné veličiny 
[image: image11.wmf]x

 (z definičního oboru) je přiřazena právě jedna hodnota závisle proměnné veličiny 
[image: image12.wmf]y

. Závislost se též značí: 
[image: image13.wmf])
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Např. ujetá dráha závisí na čase, tj. dráha je funkcí času, cena závisí na množství koupeného zboží, apod.

Pojem funkce patří v matematice mezi nejdůležitější.
Poznámka:
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 je vektorový prostor funkcí definovaných na množině 
[image: image16.wmf]M

 (viz LA).

Definice 3.2. (definice vlastní limity funkce ve vlastním bodě)
Buď dána funkce 
[image: image17.wmf]f

 a bod 
[image: image18.wmf]R
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, nechť je funkce definována v jistém 
[image: image19.wmf])
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 limitu 
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Definice limity říká toto: Je-li nezávisle proměnná 
[image: image27.wmf]x

 „blízko“ hodnoty 
[image: image28.wmf]0

x

, je funkční hodnota „blízko“ hodnotě 
[image: image29.wmf]A

.

Limita funkce závisí na chování funkce v jistém prstencovém okolí. Nezávisí na funkční hodnotě v daném bodě, ani na tom, je-li tam funkce definována.

Definice 3.2a.

Definici limity lze ekvivalentně přepsat pomocí okolí bodu takto:
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nebo též takto:
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Poznámka:

Negace výroku, že funkce 
[image: image32.wmf]f

 má v bodě 
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 limitu 
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 by vypadala takto:


[image: image35.wmf]e

d

d

e

³

-

Ù

<

-

<

Î

$

>

"

>

$

Û

¹

®

A

x

f

x

x

x

A

x

f

x

x

)

(

0

:

0

0

)

(

lim

0

0

R


Zápis 
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 znamená, že limita funkce má jinou hodnotu nebo neexistuje.

Věta 3.1.

Pro limitu funkce platí: 
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Definice 3.3. (definice spojitosti funkce)
Buď dána funkce 
[image: image53.wmf]f

 a bod 
[image: image54.wmf]R
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, nechť je funkce definována v jistém 
[image: image55.wmf])
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 spojitá, jestliže platí: Pro každé 
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Definice spojitosti funkce říká zhruba toto: Liší-li se hodnota nezávisle proměnné 
[image: image62.wmf]x

 „málo“ od hodnoty 
[image: image63.wmf]0
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, liší se funkční hodnota „málo“ od funkční hodnoty v bodě 
[image: image64.wmf]0
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. Je to názorné, ale není to exaktní (přesná) matematická definice.
Definice 3.3a.

Definici spojitosti lze ekvivalentně přepsat pomocí okolí bodu takto:
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nebo též takto:
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Poznámka:

Negace výroku, že funkce 
[image: image67.wmf]f

 je v bodě 
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Věta 3.2.

Buď dána funkce 
[image: image70.wmf]f

 a bod 
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b) Funkce 
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 je spojitá v bodě 
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tudíž je funkce 
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Heslo: „Funkce je spojitá v bodě právě tehdy, když limita se rovná funkční hodnotě.“
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Poznámka:

Zaměnit limitu a funkční hodnotu můžeme pouze u spojitých funkcí, nelze to obecně.

Příklad 3.1.

Buď dána lineární funkce 
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Je-li 
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Poznámka:

Dokazovat spojitost funkce a počítat limity podle definice je krkolomné. Neradím to.
Definice 3.4. (jednostranné limity)
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Definice 3.4a. (jednostranné limity)

Definici jednostranné limity lze přepsat takto:
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nebo též takto:
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Věta 3.3.

a) Limita 
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Důkaz je analogický jako u V 3.1.
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Definice 3.5. (jednostranná spojitost)
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Definice 3.5a. (jednostranná spojitost)

Definici jednostranné spojitosti lze přepsat takto:
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nebo též takto:
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Zřejmě platí tato tvrzení:
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Definice 3.6a. (definice nevlastní limity funkce ve vlastním bodě)

Buď dána funkce 
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Definice 3.6b. (definice nevlastní limity funkce ve vlastním bodě)

Buď dána funkce 
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Jednostranné nevlastní limity se definují obdobně, vytvořit definici je již snadné.

Definice 3.7a. (definice vlastní limity funkce v nevlastním bodě)

Buď dána funkce 
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Definice 3.7b. (definice vlastní limity funkce v nevlastním bodě)

Buď dána funkce 
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Poznámka:
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Definice 3.8. (definice nevlastní limity funkce v nevlastním bodě)
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Také pro nevlastní limity či limity v nevlastních bodech platí analogické věty o posloupnostech podobné V 3.1. Nebudeme je všechny vypisovat, je již zřejmé, jak je vytvořit. Uvedeme např. tyto:

Limita 
[image: image188.wmf]+¥

=

®

)

(

lim

0

x

f

x

x

, právě tehdy, když pro každou posloupnost 
[image: image189.wmf]{

}

N

R

Î

¥

=

1

n

n

x

 platí: 
[image: image190.wmf]+¥

®

Þ

®

¹

)

(

0

0

n

n

x

f

x

x

x

.

Limita 
[image: image191.wmf]A

x

f

x

=

+¥

®

)

(

lim

, právě tehdy, když pro každou posloupnost 
[image: image192.wmf]{

}

N

R

Î

¥

=

1

n

n

x

 platí: 
[image: image193.wmf]A

x

f

x

n

n

®

Þ

+¥

®

)

(

.

Věta 3.4.

Funkce může mít v bodě nejvýše jednu limitu.

Důkaz:
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Poznámka:

V oboru reálných čísel platí toto: Máme-li 2 různá čísla, existují k nim disjunktní okolí. To jsme použili při důkazu předchozí věty. Tomu se říká, že platí tzv. Hausdorffův axiom oddělitelnosti (viz též kap. 11).

Definice 3.x. (spojitost funkce na intervalu)
Buď funkce 
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Věta 3.5. (aritmetika limit)
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Důkaz:

Předpokládejme, že jde o vlastní limity.
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b) podobně jako bod a)
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Věta 3.6.
Buďte 
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Důkaz:

Použijeme věty 3.x.
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Poznámka:

Snadným důsledkem této věty je, že polynomická funkce je spojitá všude. Též racionální funkce (podíl 2 polynomů) je spojitá všude vyjma kořenů jmenovatele.

Příklad 3.2.

Buď dána funkce 
[image: image251.wmf]f

 definovaná takto:


[image: image252.wmf];
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Platí: 
[image: image253.wmf]);
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 tj. limita v 0 existuje, ale nerovná se funkční hodnotě, tudíž funkce není v 0 spojitá (ani zprava ani zleva). Ve všech ostatních bodech je funkce spojitá.

Příklad 3.3a.

Buď dána funkce 
[image: image254.wmf]f

 definovaná takto:
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Platí: 
[image: image256.wmf]);
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 tj. limity v 0 zprava a zleva existují ale nerovnají se, tudíž limita v 0 neexistuje. Limita v 0 zprava se nerovná funkční hodnotě, tudíž funkce není v 0 zprava spojitá. Limita v 0 zleva se rovná funkční hodnotě, tudíž funkce je v 0 zleva spojitá. Funkce ale není spojitá v 0. Ve všech ostatních bodech je funkce spojitá.

Příklad 3.3b.

Buď dána funkce 
[image: image257.wmf]f

 definovaná takto:
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Platí: 
[image: image259.wmf]);
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 tj. limity v 0 zprava a zleva existují ale nerovnají se, tudíž limita v 0 neexistuje. Limita v 0 zprava se rovná funkční hodnotě, tudíž funkce je v 0 zprava spojitá. Limita v 0 zleva se nerovná funkční hodnotě, tudíž funkce není v 0 zleva spojitá. Funkce ale není spojitá v 0. Ve všech ostatních bodech je funkce spojitá.

Poznámka:

Změnou funkční hodnoty v jednom bodě se nezměnily limity zprava a zleva, ale změnila se spojitost zprava a zleva.

Příklad 3.4. (znaménková funkce, 
[image: image260.wmf]x
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Buď dána funkce 
[image: image261.wmf]f

 definovaná takto: 
[image: image262.wmf];
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Platí: 
[image: image263.wmf]);
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 tj. limity v 0 zprava a zleva existují ale nerovnají se, tudíž limita v 0 neexistuje. Limita v 0 zprava se nerovná funkční hodnotě, limita v 0 zleva se nerovná funkční hodnotě. Funkce tedy není v 0 spojitá ani zprava ani zleva. Ve všech ostatních bodech je funkce spojitá.

Této funkci se říká znaménková funkce a značí se: 
[image: image264.wmf]x
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 (náčrtek).
Definice 3.9.

Funkce má bodě 
[image: image265.wmf]0
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 skok, existují-li limity zprava a zleva ale nerovnají se.
Velikost skoku: 
[image: image266.wmf]);
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Je-li funkce v bodě 
[image: image267.wmf]0

x

 definována, definujeme velikost skoku zleva a zprava.

Velikost skoku zleva: 
[image: image268.wmf]);
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Velikost skoku zprava: 
[image: image269.wmf]);
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Nyní pojednáme o skládání funkcí, což je také důležitý úkon.
Definice 3.x.

Nechť je funkce 
[image: image270.wmf]f

 definovaná v bodě 
[image: image271.wmf]R
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, nechť je dále funkce 
[image: image272.wmf]g

 definovaná v bodě 
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 (v tomto pořadí) je definovaná takto: 
[image: image275.wmf]);
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Funkce 
[image: image276.wmf]f

 je v tomto případě vnitřní funkce, funkce 
[image: image277.wmf]g

 je v tomto případě vnější funkce.
Funkce 
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 přiřadí číslu 
[image: image279.wmf]R
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, potom funkce 
[image: image281.wmf]g

 přiřadí číslu 
[image: image282.wmf]R

Î

0

y

 nějaké číslo 
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. Abychom mohli definovat složenou funkci, je nutné, aby definiční obor vnější funkce a obor hodnot vnitřní funkce měly neprázdný průnik.
Příklad 3.x.
Buďte dány funkce: 
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Určíme složené funkce 
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Z tohoto příkladu je zřejmé, že skládání funkcí není komutativní, tj. záleží na pořadí.
Příklad 3.x.

Buď dána lineární funkce: 
[image: image294.wmf];
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Určíme složenou funkci 
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Podobným způsobem můžeme definovat složení i více funkcí.

Věta 3.x. (věta o limitě složené funkce)
Nechť funkce 
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 má limitu: 
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Dodatek: Je-li funkce 
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Zvolme 
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Máme tedy: 
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Ještě dokážeme dodatek.
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Máme tedy: 
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Je-li funkce 
[image: image324.wmf]g

 spojitá v bodě 
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y

=

, platí: 
[image: image326.wmf];

)

(

))

(

lim

(

))

(

(

lim

0

0

B

A

g

x

f

g

x

f

g

x

x

x

x

=

=

=

®

®


Příklad 3.x.

Uvažujme funkci 
[image: image327.wmf];
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Grafem je rovnoosá hyperbola, která má asymptoty v souřadnicových osách (náčrtek).
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Funkce 
[image: image330.wmf]x
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 nemá v 0 limitu, má tam jen jednostranné limity.

Platí: 
[image: image331.wmf];
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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2

3

lim

2

1

-

+

-

®

x

x

x

x

.

Kdybychom dosadili, dostali bychom „
[image: image333.wmf]0

0

“, což je neurčitý výraz. Výraz v čitateli je nutno rozložit a pak vykrátit. Protože číslo 1 je kořen mnohočlenu v čitateli, lze ho rozložit (Alg.).
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Dokázat podle definice, že limita je 
[image: image335.wmf]1
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, je poněkud těžkopádné. Buď dáno 
[image: image336.wmf]0
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image339.wmf]2
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Kdybychom dosadili, dostali bychom „
[image: image340.wmf]0

0

“, což je neurčitý výraz. Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladě.
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Dokázat podle definice, že limita je 4, je poněkud těžkopádné. Buď dáno 
[image: image342.wmf]0
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, volme: 
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. Počítejme:
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image345.wmf]2
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Kdybychom dosadili, dostali bychom „
[image: image346.wmf]0

0

“, což je neurčitý výraz. Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladě.
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Dále tento příklad poněkud zobecníme. Uvedeme též známý vzorec, který budeme používat.
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přičemž 
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Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
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Kdybychom dosadili, dostali bychom „
[image: image354.wmf]0

0

“, což je neurčitý výraz. Použijeme známý vzorec:
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Kdybychom dosadili, dostali bychom „
[image: image357.wmf]0

0

“, což je neurčitý výraz. Použijeme opět známý vzorec.
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Příklad 3.x. (zobecnění předchozího příkladu)

Vypočtěme limitu: 
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Kdybychom dosadili, dostali bychom „
[image: image360.wmf]0

0

“, což je neurčitý výraz.
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Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
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Mnohočlen v čitateli i ve jmenovateli mají kořen číslo 1, lze je rozložit. Můžeme použít metodu dělení mnohočlenu mnohočlenem nebo také Hornerovo schéma (viz Algebra). Hornerovo schéma si připomeneme.
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Číslo 1 je dvojnásobný kořen polynomu v čitateli i ve jmenovateli. Nyní výpočet dokončíme.

[image: image367.wmf];

2

1

6

3

3

2

2

lim

)

3

2

(

)

1

(

)

2

(

)

1

(

lim

3

4

2

3

lim

2

1

2

2

2

1

4

3

1

=

=

+

+

+

=

+

+

-

+

-

=

+

-

+

-

®

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
[image: image368.wmf];
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Mnohočlen v čitateli i ve jmenovateli mají kořen číslo 2, lze je rozložit. Opět můžeme použít Hornerovo schéma (nebudeme to už rozepisovat).
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Číslo 2 je dvojnásobný kořen polynomu v čitateli i ve jmenovateli. Nyní výpočet dokončíme.
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Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
[image: image373.wmf];
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Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
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Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
[image: image381.wmf];

;

1

lim

1

lim

1

1

2

1

N

Î

-

-

=

-

-

+

+

+

å

=

®

®

n

x

n

x

x

n

x

x

x

n

k

k

x

n

x

K

 (typ 
[image: image382.wmf]0

0

)


[image: image383.wmf];

2

)

1

(

1

1

lim

1

)

1

(

lim

1

lim

1

1

1

1

1

1

1

+

=

=

-

-

=

-

-

=

-

-

å

å

å

å

=

=

®

=

®

=

®

n

n

k

x

x

x

x

x

n

x

n

k

n

k

k

x

n

k

k

x

n

k

k

x


Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
[image: image384.wmf];
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Příklad 3.x.
Vypočtěme limitu: 
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Nevypsané výrazy jsou vyšší mocniny proměnné 
[image: image391.wmf]x

, které nemají na limitu vliv.
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 (zobecnění)
Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image393.wmf];
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Příklad 3.x. (zobecnění)
Vypočtěme limitu: 
[image: image397.wmf];
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Použili jsme toho, že platí:
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image503.wmf];
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image507.wmf];
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Ukážeme si ještě jiný způsob výpočtu.
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image514.wmf];
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Výpočet si rozdělíme na 2 části.
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image521.wmf];
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Budeme používat toho, že platí: 
[image: image530.wmf]1
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Číslo 
[image: image531.wmf]x

 zde představuje úhel vyjádřený v radiánech. Platí: 
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Také platí: 
[image: image533.wmf];

1

)

1

ln(

lim

;

1

1

ln

lim

;

1

1

lim

0

1

0

=

+

=

-

=

-

®

®

®

x

x

x

x

x

e

x

x

x

x

 což jsou též důležité limity.
Třetí vzorec plyne bezprostředně z druhého, stačí použít substituci: 
[image: image534.wmf]1
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Poznámka:

Také se užívá zkrácený zápis: 
[image: image539.wmf];
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Pozor, je nutno rozlišovat: 
[image: image540.wmf]n
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Vypočtěme ještě limitu: 
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Použili jsme výsledek předchozího příkladu (bod c).
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Příklad 3.x. (zobecnění)
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Příklad bylo též možno řešit použitím výsledku příkladu 3.x.
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Vypočtěme limitu: 
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Limita v 1 neexistuje, ale existují nevlastní jednostranné limity.
Příklad 3.x.
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Limita v 1 neexistuje, ale existují nevlastní jednostranné limity.

Příklad 3.x.
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Příklad 3.x.
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Příklad 3.x.
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Příklad 3.x.
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Příklad 3.x.
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Příklad 3.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 3.x.

Určeme limitu: 
[image: image798.wmf];

sin

)

(

sin

1

lim

1

0

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

å

=

®

a

a

n

x

j

x

n

j

x

 (typ 
[image: image799.wmf]0

0

).
Použijeme vzorec: 
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Příklad 3.x.
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Příklad 3.x.
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Aby rovnost platila, musí být: 
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Příklad 3.x.
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Aby rovnost platila, musí být: 
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Příklad 3.x.

Určeme body nespojitosti funkce: 
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body nespojitosti: 
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Definice 3.x.

a) Funkce 
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 je rostoucí na intervalu 
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b) Funkce 
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 je klesající na intervalu 
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c) Funkce 
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d) Funkce 
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Je-li funkce na intervalu neklesající nebo nerostoucí, je tam monotónní.
Je-li funkce na intervalu rostoucí nebo klesající, je tam ryze monotónní.

Definice 3.x.

Nechť je funkce 
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a) Funkce 
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b) Funkce 
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c) Funkce 
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d) Funkce 
[image: image856.wmf]f

 je nerostoucí v bodě 
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Věta 3.x.

Buď 
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 funkce definovaná na intervalu 
[image: image861.wmf]+¥

£

<

£

¥

-

Ì

b

a

b

a

,

)

;

(

*

R

. Pak platí:

a) Funkce 
[image: image862.wmf]f

 je neklesající na 
[image: image863.wmf])

;

(

b

a



 EMBED Equation.3  [image: image864.wmf]{

}

{

}

ï

î

ï

í

ì

Î

=

=

Î

=

=

Þ

Î

-

®

Î

+

®

;

)

;

(

)

(

sup

)

(

sup

)

(

lim

;

)

;

(

)

(

inf

)

(

inf

)

(

lim

)

;

(

)

;

(

b

a

x

x

f

x

f

x

f

b

a

x

x

f

x

f

x

f

b

a

x

b

x

b

a

x

a

x


b) Funkce 
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 je nerostoucí na 
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Důkaz:

Předpokládejme, že funkce 
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 je na intervalu 
[image: image869.wmf])

;

(

b

a

 neklesající. Stačí dokázat např. 
[image: image870.wmf])

(

sup

)

(

lim

)

;

(

x

f

x

f

b

a

x

b

x

Î

-

®

=

.
Předpokládejme, že funkce 
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Dostáváme tedy: 
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Ostatní se dokáže analogicky.
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Důsledek:

Je-li funkce 
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 monotónní na intervalu 
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Definice 3.x.

Nechť funkce 
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Heslo: Darbouxova vlastnost znamená, že to žádný bod „nevynechá“.

Věta 3.x.

Nechť funkce 
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Plyne to ze spojitosti funkce 
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 zprava v bodě 
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Důsledek:
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Věta 3.x.
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Funkce 
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Poznámka:

Předpoklad uzavřenosti intervalu ve větě 3.x. je podstatný. Například funkce 
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Věta 3.x.
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Spojitá funkce nabývá na uzavřeném intervalu svého suprema a infima.

Důkaz:
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Příklad 3.x.
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Funkce je rostoucí na intervalu 
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Funkce je spojitá na intervalu 
[image: image1011.wmf])
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Předpoklady spojitosti funkce a uzavřenosti intervalu jsou v předchozí větě podstatné.
Věta 3.x.

Buď funkce 
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Spojitá funkce zobrazí interval na interval (může být i degenerovaný).

Důkaz:

Definice 3.x.

Nechť funkce 
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 je definovaná na intervalu 
[image: image1018.wmf]I

. Funkce je na intervalu stejnoměrně spojitá, jestliže platí: 
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Podmínka stejnoměrné spojitosti funkce na intervalu je silnější než podmínka spojitosti funkce na intervalu. Definice spojitosti lze vyjádřit takto:
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Pro každé kladné epsilon existuje kladné delta s jistými vlastnostmi. U obyčejné spojitosti ale to delta závisí také na volbě čísla 
[image: image1021.wmf]I

x

Î

. U stejnoměrné spojitosti to delta nezávisí na volbě čísla 
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Příklad 3.x.
Uvažujme funkci 
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Tedy funkce není na intervalu 
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Příklad 3.x.
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Tedy funkce není na intervalu 
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Věta 3.x.

Buď reálná funkce 
[image: image1039.wmf]f

 spojitá na uzavřeném omezeném intervalu. Pak je tam také stejnoměrně spojitá.
Důkaz:
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tedy také: 
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Platí též: 
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Definice 3.x.

Funkce 
[image: image1060.wmf]f

 splňuje na intervalu 
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 Lipschicovu podmínku (LP), jestliže platí: 
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Věta 3.x.

Jestliže funkce 
[image: image1063.wmf]f

 splňuje na intervalu 
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 Lipschicovu podmínku, pak je tam stejnoměrně spojitá.
Důkaz:
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Buď dáno 
[image: image1066.wmf]0

>

e

, položme: 
[image: image1067.wmf];

K

e

d

=

 zvolme 
[image: image1068.wmf]I

x

x

Î

2

1

,

 tak, aby platilo: 
[image: image1069.wmf]d

<

-

2

1

x

x

.


[image: image1070.wmf];

)

(

)

(

0

2

1

2

1

e

e

d

=

=

×

<

-

£

-

£

K

K

K

x

x

K

x

f

x

f


□
Lipschicova podmínka ( stejnoměrná spojitost ( spojitost ( Darbouxova vlastnost.
Ani jedna z předchozích implikací se nedá obrátit.

Inverzní funkce

Definice 3.x.

Buď na intervalu 
[image: image1071.wmf]R
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 definovaná funkce 
[image: image1072.wmf]f

, která je spojitá a ryze monotónní. Pak na intervalu 
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Inverzní funkce je stejně ryze monotónní jako původní funkce.

Většinou je funkce daná rovností, kde na levé straně je 
[image: image1076.wmf]y

 a na pravé straně výraz závislý na 
[image: image1077.wmf]x

, tj. proměnná 
[image: image1078.wmf]y

 je vyjádřena jako výraz závislý na 
[image: image1079.wmf]x

. Inverzní funkci najdeme tak, že prohodíme strany a pokusíme se proměnnou 
[image: image1080.wmf]x

 osamostatnit, tj. vyjádříme 
[image: image1081.wmf]x

 jako výraz závislý na 
[image: image1082.wmf]y

. Nemusí se to ale vždy podařit.

Např. platí vztah: 
[image: image1083.wmf];
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Funkce logaritmus je inverzní funkcí k exponenciální funkci.

Příklad 3.x.

Najděme inverzní funkci k lineární funkci: 
[image: image1084.wmf]q
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Po úpravě postupně dostaneme: 
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Inverzní funkce je: 
[image: image1086.wmf];
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Příklad 3.x.
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Inverzní funkce je: 
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Příklad 3.x.
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Inverzní funkce je: 
[image: image1111.wmf];
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Příklad 3.x.
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Na intervalu 
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Příklad 3.x.

Najděme inverzní funkci k funkci: 
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Po úpravě postupně dostaneme: 
[image: image1128.wmf];
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Inverzní funkce je: 
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Příklad 3.x.

Platí vztah: 
[image: image1131.wmf];
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Příklad 3.x.
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Po úpravě postupně dostaneme: 
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Na intervalu 
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Příklad 3.x.
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Po úpravě postupně dostaneme: 
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Na intervalu 
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Na intervalu 
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Příklad 3.x.

Funkce 
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Po úpravě postupně dostaneme: 
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Na intervalu 
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Na intervalu 
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Příklad 3.x.
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Po úpravě postupně dostaneme: 
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0

2

;

2

)

1

(

2

2

=

+

-

=

+

y

x

y

x

x

x

y


Vyřešíme to jako kvadratickou rovnici před diskriminant, dostaneme: 
[image: image1170.wmf];
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Na intervalu 
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Poznámka:

Grafy navzájem inverzních funkcí (tj. grafy funkcí 
[image: image1177.wmf]);
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, (osa I. a III. kvadrantu), (prohození proměnných).

Definice 3.x.
Nechť funkce 
[image: image1179.wmf]f

 je definována v bodě 
[image: image1180.wmf]0
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.
Funkce 
[image: image1181.wmf]f

 je v bodě 
[image: image1182.wmf]0
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 polospojitá shora, jestliže platí: 
[image: image1183.wmf];
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Funkce 
[image: image1184.wmf]f

 je v bodě 
[image: image1185.wmf]0
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 polospojitá zdola, jestliže platí: 
[image: image1186.wmf];
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Z definice vyplývá toto: Funkce je v bodě polospojitá shora i zdola právě tehdy, když je tam.spojitá.

Věta 3.x.

Buď 
[image: image1187.wmf]R

Ì

I

 interval, 
[image: image1188.wmf]R

®

I

f

:

 reálná funkce reálné proměnné, definovaná na intervalu 
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. Pak platí následující tvrzení:

1) Je-li 
[image: image1190.wmf]f

 neklesající a zprava spojitá, je shora polospojitá.

2) Je-li 
[image: image1191.wmf]f

 nerostoucí a zleva spojitá, je shora polospojitá.

3) Je-li 
[image: image1192.wmf]f

 neklesající a zleva spojitá, je zdola polospojitá.

4) Je-li 
[image: image1193.wmf]f

 nerostoucí a zprava spojitá, je zdola polospojitá.

Důkaz:

1) Předpokládejme, že 
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, tudíž je 
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 shora polospojitá.

2) Předpokládejme, že 
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 je bod nespojitosti funkce 
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 (v bodech spojitosti je to jasné). Platí: 
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□
V následující větě si uvedeme ekvivalentní definici funkce polospojité v bodě.

Věta 3.x.
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Poznámka:
Je-li funkce v bodě 
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Příklad 3.x.
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Pokud je: 
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Poznámka:
Z věty 3.x. plyne důležitý důsledek.
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 se podaří vyřešit jen ve výjimečných případech. Pokud potřebujeme znát řešení rovnice, jsme odkázáni na přibližné numerické metody, které ale dají jen přibližný výsledek.

Nejčastěji se používají tyto metody: metoda půlení intervalu, metoda sečen.
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