1
39

IV. Derivace funkce

Pojem derivace funkce patří v matematické analýze mezi nejdůležitější. Je to základní pojem diferenciálního a integrálního počtu.

Definice 4.1.

Buď dána funkce 
[image: image1.wmf]f

, která je definovaná v bodě 
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Jedná se o podíl přírůstku funkce a přírůstku argumentu přičemž se přírůstek argumentu „blíží k 0“. Proto se také užívá toto označení: 
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. Druhý tvar definice derivace snadno plyne z prvního pomocí substituce 
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Protože derivace je definována limitou, může být jak vlastní, tak nevlastní, nebo nemusí existovat. Mohou také existovat pouze jednostranné derivace. Jestliže existují obě jednostranné derivace (zprava a zleva) a rovnají se, pak jejich společná hodnota je derivace funkce v daném bodě. Vždy platí: 
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Jednostranné derivace se značí: 
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V následující větě ukážeme, že z existence vlastní derivace plyne spojitost funkce.

Věta 4.1.

Nechť funkce 
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 má v bodě 
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Důkaz:
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 tedy funkce je spojitá (V 3.2a.).
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Poznámka:

Z existence nevlastní derivace spojitost neplyne (Př. 4.x.). Ze spojitosti neplyne existence derivace. Existují dokonce spojité funkce, které nemají derivaci v žádném bodě.

Geometrický význam derivace:
Derivace funkce v bodě je směrnice tečny ke křivce, která představuje graf funkce.

Rovnice přímky, která prochází bodem o souřadnicích 
[image: image20.wmf][

]

0

0

;

y

x

 je: 
[image: image21.wmf])

(

0

0

x

x

k

y

y

-

=

-

, kde 
[image: image22.wmf]k

 je směrnice přímky. Směrnice přímky, která prochází body 
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Bude-li se bod 
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Rovnice tečny ke křivce (v bodě 
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, viz též směrnicový tvar rovnice přímky: 
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 normála (kolmice k tečně) má směrnici: 
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Rovnice tečny ke křivce (v bodě 
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Rovnice normály ke křivce (v bodě 
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Poznámka:

V rovnici tečny je výraz 
[image: image37.wmf])
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Nyní uvedeme základní věty a vzorce pro derivování.

Věta 4.x. (věta o derivaci součtu a rozdílu)

Nechť funkce 
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Důkaz:

1) 
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□

Věta 4.x. (věta o derivaci součinu a podílu)

Nechť funkce 
[image: image48.wmf]g
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 mají vlastní derivaci v bodě 
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1) funkce 
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2) funkce 
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Důkaz:

Z existence vlastní derivace funkcí 
[image: image57.wmf]g
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 v bodě 
[image: image58.wmf]0
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 plyne spojitost funkcí.
1) způsob A)
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1) způsob B)
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□
Poznámka:

Vzorec pro derivaci součinu je možné dokázat 2 způsoby. Jednou odečteme a přičteme člen 
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Věta 4.x. (věta o derivaci složené funkce)

Nechť funkce 
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Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že existuje 
[image: image86.wmf])

0

(

),

(

0

>

d

d

x

P

 takové, že platí: 
[image: image87.wmf])

(

)

(

)

(

0

0

x

f

x

f

x

x

¹

Þ

Î

d

P

. V tom případě můžeme zlomek rozšířit následovně: 
[image: image88.wmf];
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Položme: 
[image: image89.wmf];
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 neboť z existence vlastní derivace plyne spojitost.
Dle věty o limitě složené funkce (V 3.x.) máme: 
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Tedy: 
[image: image93.wmf](
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Vzorec pro derivaci složené funkce lze zapsat takto: 
[image: image102.wmf](

)

);

(

))

(

(

))

(

(

x

f

x

f

g

x

f

g

¢

×

¢

=

¢


Derivace složené funkce je derivace vnější funkce podle vnitřní funkce krát derivace vnitřní funkce.
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Věta 4.x. (věta o derivaci inverzní funkce)
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Nyní si odvodíme základní vzorce pro derivování, některé dokonce dvojím způsobem. Počítat derivaci funkce podle definice by bylo těžkopádné, proto je lepší použít vzorce.
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Výpočet lze udělat jednoduše, např. pomocí vzorce pro derivaci podílu.
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Výpočet lze udělat také takto: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce 
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Určeme derivaci funkce: 
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Derivaci lze určit také takto: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkcí: 
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(viz výsledek příkladu 3.x.)

Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkcí: 
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Příklad 4.x.

Buď 
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 konstanta a nechť funkce 
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 má derivaci. Pak je:
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Jeden člen je nulový.

Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce 
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Použili jsme větu o derivaci složené funkce.
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Zkusme ještě určit derivaci funkce podle definice.
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Tento příklad názorně ukazuje, jak je těžkopádné počítat derivaci podle definice.
Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Graf této funkce je horní půlkružnice se středem v počátku o poloměru 
[image: image209.wmf]R

.

Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
[image: image212.wmf]);

;

(

)

(

;

1

1

)

(

2

2

+¥

-¥

=

=

+

+

+

=

R

f

D

x

x

x

x

f



[image: image213.wmf]=

+

+

-

-

-

-

+

+

=

+

+

+

+

-

+

+

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

¢

2

2

2

3

2

3

2

2

2

2

2

2

)

1

(

1

2

2

2

2

2

)

1

(

)

1

2

)(

1

(

)

1

(

2

1

1

)

(

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

f



[image: image214.wmf];

)

1

(

1

2

2

2

+

+

-

=

x

x

x


Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Poznámka:
Je snadné ověřit, že mnohočleny 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Derivace zleva a zprava se nerovnají, tudíž 
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Platí tedy: 
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Uvedená funkce nemá derivaci v 0 (je tam „hrot“).
Poznámka:

Zřejmě platí: 
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Příklad 4.x.
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce 
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Zde je pohodlnější použít větu o derivaci složené funkce, také předchozí výsledek.
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Příklad 4.x.

Předpokládejme, že funkce 
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Lze to vyjádřit také takto: 
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Je-li funkce 
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Derivace funkce v celočíselných násobcích čísla 
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Zde existuje derivace funkce i v 0.
Věta 4.x.
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□
Z existence nevlastní derivace spojitost neplyne. Má-li funkce nevlastní (nekonečnou) derivaci, může být spojitá, ale taky nemusí.
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Určeme derivaci funkcí 
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Příklad 4.x. (zobecnění)
Určeme derivaci funkce 
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To tedy znamená, že platí: 
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Také platí: 
[image: image344.wmf];

arccotg

1

arctg

C

x

x

+

=

 Položíme-li 
[image: image345.wmf]1

=

x

, dostaneme: 
[image: image346.wmf];

0

=

C

 položíme-li 
[image: image347.wmf]1

-

=

x

, dostaneme: 
[image: image348.wmf];

p

-

=

C

 máme tedy rovnosti:

[image: image349.wmf];

0

;

arccotg

1

arctg

>

=

x

x

x



[image: image350.wmf];

0

;

arccotg

1

arctg

<

-

=

x

x

x

p


Příklad 4.x.
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Poznámka:
Předchozí příklad šlo řešit také takto:
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Funkce 
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 (hyperbolický sinus, hyperbolický kosinus) definujeme takto:
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Zřejmě funkce 
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 (sudá a lichá část exponenciály)
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Funkce 
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Dále definujeme funkce: 
[image: image375.wmf];

0

;

sinh

cosh

cotgh

;

cosh

sinh

tgh

¹

-

+

=

=

+

-

=

=

-

-

-

-

x

e

e

e

e

x

x

x

e

e

e

e

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image376.wmf];

)

(cosh

1

)

(cosh

sinh

cosh

)

(cosh

sinh

sinh

cosh

cosh

cosh

sinh

)

tgh

(

2

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

=

-

=

×

-

×

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

¢



[image: image377.wmf];

)

(sinh

1

)

(sinh

cosh

sinh

)

(sinh

cosh

cosh

sinh

sinh

sinh

cosh

)

cotg

(

2

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

-

=

-

=

×

-

×

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

¢


Funkce inverzní k funkci 
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Funkce inverzní k funkci 
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Pomocí věty o derivaci inverzní funkce určíme jejich derivace.
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Určit funkce 
[image: image386.wmf];
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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 (funkce má v 0 „hrot“)
Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Protože 
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Vzorec pro derivaci tedy platí i pro 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
[image: image409.wmf])
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Použili jsme větu o derivaci složené funkce.
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Nyní tento příklad zobecníme. Předpokládejme, že funkce 
[image: image412.wmf])
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 na jistém intervalu nabývá kladných hodnot a má tam derivaci.
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 což plyne snadno z věty o derivaci složené funkce.

Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivace následujících funkcí: 
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[image: image417.wmf]g
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 předpokládáme, že jsou na jistém intervalu kladné a mají tam derivaci.
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Výpočet lze také udělat jednoduše tímto trikem:
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Výpočet lze také udělat jednoduše tímto trikem:
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
[image: image422.wmf];
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 (derivace složené funkce)
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Příklad 4.x.

Určeme derivace funkcí: 
[image: image425.wmf];
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Použijeme větu o derivaci složené funkce.
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Použijme větu o derivaci složené funkce.
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Použijme větu o derivaci složené funkce.


[image: image432.wmf](

)

(

)

;

sin

cos

cos

;

cos

sin

sin

1

1

ax

ax

n

a

ax

ax

ax

n

a

ax

n

n

n

n

-

-

-

=

¢

=

¢


Příklad 4.x.

Určeme derivace funkcí: 
[image: image433.wmf](

)

(

)

;

1

ln

;

1

ln

2

2

-

+

+

+

x

x

x

x



[image: image434.wmf](

)

(

)

;

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

ln

2

2

2

2

2

2

2

+

=

+

+

+

×

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

×

+

+

=

¢

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image435.wmf](

)

(

)

;

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

ln

2

2

2

2

2

2

2

-

=

-

+

-

×

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

-

+

=

¢

-

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


V prvním případě 
[image: image436.wmf]R

Î

x

, v druhém případě 
[image: image437.wmf]1

>

x

, (derivace v 1 zprava je +().

V souvislosti s příkladem 4.x. máme:

[image: image438.wmf](

)

(

)

);

;

1

;

1

ln

cosh

arg

;

)

;

(

;

1

ln

sinh

arg

2

2

¥

+

á

Î

-

+

=

=

¥

+

-¥

Î

+

+

=

x

x

x

x

x

x

x

x

R


Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
[image: image439.wmf](

)

;

ln

2

2

)

(

2

2

2

2

2

a

x

x

a

a

x

x

x

f

+

+

+

+

=



[image: image440.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

+

+

+

+

=

¢

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

2

2

2

1

)

(

a

x

x

a

x

x

a

a

x

x

x

a

x

x

f



[image: image441.wmf];

2

)

(

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

a

x

x

x

a

x

+

=

+

+

=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

=


Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
[image: image442.wmf];

;

;

0

;

arcsin

2

2

)

(

2

2

2

ñ

á-

Î

>

+

-

=

r

r

x

r

r

x

r

x

r

x

x

f



[image: image443.wmf]=

-

+

-

-

-

=

¢

r

r

x

r

x

r

x

x

x

r

x

f

1

1

1

2

2

2

1

)

(

2

2

2

2

2

2

2



[image: image444.wmf];

2

)

(

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

x

r

x

r

x

r

x

r

r

x

x

r

x

r

r

x

r

x

x

x

r

-

=

-

-

=

-

+

-

-

=

-

+

-

-

-

=


Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
[image: image445.wmf];

);

)

1

2

(

;

2

(

;

2

tg

ln

Z

Î

+

Î

k

k

k

x

x

p

p



[image: image446.wmf];

sin

1

2

cos

2

sin

2

1

2

1

2

cos

1

2

tg

1

2

tg

ln

2

x

x

x

x

x

x

=

=

×

×

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ


Příklad 4.x.
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Výhodnější bylo napřed výraz upravit.
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Výraz napřed upravíme a pak budeme derivovat.
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Výraz napřed upravíme a pak budeme derivovat. Okamžité derivování je komplikované.
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Určeme derivaci funkce: 
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Výraz napřed upravíme a pak budeme derivovat. Okamžité derivování je komplikované.
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Určeme derivaci funkce: 
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Výraz napřed upravíme a pak budeme derivovat. Okamžité derivování je komplikované.
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Určeme derivaci funkce: 
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Výraz napřed upravíme a pak budeme derivovat. Okamžité derivování je komplikované.
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
[image: image486.wmf];
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Protože platí: 
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 (funkce má v 0 „hrot“)
Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Výsledek platí, pokud 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.
Určeme rovnici tečny ke grafu funkce 
[image: image504.wmf]2
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Rovnice tečny k parabole v bodě 
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Rovnice tečny k parabole v bodě 
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Tečny jsou souměrně sdružené podle osy 
[image: image515.wmf]y

.
Příklad 4.x.

Určeme rovnici tečny ke grafu funkce 
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Rovnice tečny ke grafu v bodě 
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Rovnice tečny ke grafu v bodě 
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Tečny jsou rovnoběžné.

Poznamenejme, že jednou šlo o sudou funkci, pak šlo o lichou funkci.

Příklad 4.x.

Určeme rovnici tečny ke grafu funkce 
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Rovnice tečny ke grafu v bodě 
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Příklad 4.x.

Ukažme, že parabola o rovnici 
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Vyřešíme rovnici: 
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 Rovnice má 2 řešení: 
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Bod dotyku je: 
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Příklad 4.x.

Určíme derivaci součinu 3 funkcí, nechť funkce 
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Nadále provedeme zobecnění, nechť funkce 
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Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
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Také platí toto:
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Věta 4.x.
Derivace sudé funkce je lichá funkce. Derivace liché funkce je sudá funkce. Pokud je funkce definovaná na „symetrickém“ intervalu kolem nuly a existují tam derivace.
Důkaz:
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Nechť 
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Nechť 
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□
Geometricky je to názorné. U sudé funkce jsou tečny souměrně sdružené podle osy 
[image: image564.wmf]y

, tedy opačné směrnice. U liché funkce jsou tečny rovnoběžné, tedy stejné směrnice.

Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.

Určeme derivaci funkce: 
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Příklad 4.x.
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Pokud má funkce 
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Definujme funkci 
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Zde derivace existuje, tj. existuje 
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Pokud má funkce 
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Nyní pojednáme o diferenciálu funkce. Je to v podstatě součin derivace funkce a přírůstku argumentu.
Definice 4.x.

Nechť je funkce 
[image: image622.wmf]f

 definovaná v bodě 
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Pak výraz 
[image: image627.wmf]h
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 je diferenciál funkce 
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Poznámka:
Podmínku v definici diferenciálu lze ekvivalentně vyjádřit takto:
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Položíme: 
[image: image631.wmf]0
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Podmínku v definici diferenciálu můžeme také vyjádřit takto:
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Věta 4.x.

Funkce 
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Má-li funkce vlastní (konečnou) derivaci v bodě 
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Poznámka:

Funkční hodnoty v 
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Přičemž platí: 
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Diferenciál funkce se značí 
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Pokud je rozdíl 
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Je rozdíl mezi výrazy: 
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Pro 
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Pomocí diferenciálu lze také provádět přibližné výpočty. Ukážeme si to na několika příkladech.

Příklad 4.x.
Určeme přibližně: 
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Zvolme 
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Zde je rozdíl proti skutečné hodnotě malý (
[image: image667.wmf]004

,

0

). Protože graf funkce je pod tečnou, je skutečná hodnota „malinko“ menší.
Zvolme 
[image: image668.wmf]36

0

=

x

.


[image: image669.wmf];

744

,

5

33

;

75

,

5

4

1

6

)

36

33

(

36

2

1

36

33

=

=

-

=

-

+

»

&


Zde je rozdíl proti skutečné hodnotě malý (
[image: image670.wmf]006

,

0

). Protože graf funkce je pod tečnou, je skutečná hodnota „malinko“ menší.
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Zvolme 
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Zde je rozdíl proti skutečné hodnotě malý (
[image: image674.wmf]012

,

0

). Protože graf funkce je pod tečnou, je skutečná hodnota „malinko“ menší.

Příklad 4.x.

Určeme přibližně: 
[image: image675.wmf];
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Zvolme 
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Zde je rozdíl proti skutečné hodnotě malý (
[image: image680.wmf]001

,

0

). Protože graf funkce je pod tečnou, je skutečná hodnota „malinko“ menší.
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Zvolme 
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Zde je rozdíl proti skutečné hodnotě malý (
[image: image685.wmf]006

,

0

). Protože graf funkce je nad tečnou, je skutečná hodnota „malinko“ větší.

Nechť je dána funkce 
[image: image686.wmf]f

 a číslo 
[image: image687.wmf]x

, které jsme získali měřením. V praxi je každé měření zatíženo chybou, nechť tedy máme 
[image: image688.wmf]x

x

D

±

, kde 
[image: image689.wmf]x

D

 je absolutní chyba měření (
[image: image690.wmf]0

>

D

x

). Podíl 
[image: image691.wmf]x

x

D

 je relativní chyba měření. Nyní vypočteme hodnotu 
[image: image692.wmf])
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, pokusme se odhadnout chybu čísla 
[image: image693.wmf]y

, předpokládáme, že funkce má derivaci.
Nabízí se možnost nahradit přírůstek funkce diferenciálem, pak pro odhad chyby máme:

[image: image694.wmf];
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Tomuto vztahu se říká „zákon hromadění chyb“, neboť ve většině případů počítáme s neúplnými čísly.

Pro odhad relativní chyby pak máme: 
[image: image695.wmf];
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Příklad 4.x.

Délka strany čtverce byla změřena s přesností: 
[image: image696.wmf]mm

a

2

50

±

=

. Určeme obvod a obsah čtverce, jeho absolutní a relativní chybu.
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Relativní chyba: 
[image: image698.wmf];
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Relativní chyba obvodu čtverce je stejná jako relativní chyba délky strany.
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Relativní chyba: 
[image: image700.wmf];
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Relativní chyba obsahu čtverce je 2( větší než relativní chyba délky strany.

Zde je: 
[image: image701.wmf];
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Délka strany čtverce má relativní chybu: 
[image: image704.wmf]04
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.

Obvod čtverce má relativní chybu: 
[image: image705.wmf]04
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.

Obsah čtverce má relativní chybu: 
[image: image706.wmf]08
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.

Příklad 4.x.

Délka hrany krychle byla změřena s přesností: 
[image: image707.wmf]mm

a

2

50

±

=

. Určeme objem a povrch krychle, jeho absolutní a relativní chybu.


[image: image708.wmf];

12

)

(

;

12

)

(

;

6

)

(

2

a

a

a

a

S

S

a

a

S

a

a

S

D

=

D

¢

=

D

=

¢

=


Relativní chyba: 
[image: image709.wmf];
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Relativní chyba povrchu krychle je 2( větší než relativní chyba délky hrany.
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Relativní chyba: 
[image: image711.wmf];
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Relativní chyba objemu krychle je 3( větší než relativní chyba délky hrany.

Zde je: 
[image: image712.wmf];
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000

15

2

7500

;

7500

3

)

(

;

000

125

50

)

(

;

200

1

2

600

;

600

12

)

(

;

000

15

50

6

6

)

(

3

2

3

3

3

2

2

2

2

mm

V

a

a

V

mm

a

a

V

mm

S

a

a

S

mm

a

a

S

=

×

=

D

=

=

¢

=

=

=

=

×

=

D

=

=

¢

=

×

=

=



[image: image714.wmf];
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Délka hrany krychle má relativní chybu: 
[image: image715.wmf]04
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Povrch krychle má relativní chybu: 
[image: image716.wmf]08
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Objem krychle má relativní chybu: 
[image: image717.wmf]12
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Ještě pro zajímavost porovnejte největší a nejmenší hodnoty obvodu a obsahu čtverce, povrchu a objemu krychle.
Příklad 4.x.

Délka strany čtverce je odhadem 
[image: image718.wmf]m

a

m

3

2

<

<

. S jakou přesností musíme změřit délku strany čtverce, chceme-li jeho obsah určit s přesností 
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[image: image721.wmf];
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Délku strany čtverce musíme změřit s přesností: 
[image: image722.wmf]mm

7

,

1

±

.
Příklad 4.x.

Odhadneme výraz 
[image: image723.wmf];
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 pro „malé“ 
[image: image724.wmf]x

.
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[image: image726.wmf]);
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[image: image727.wmf])
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[image: image728.wmf])
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Derivace funkce je opět funkce. Tu můžeme opět derivovat, získáme tak druhou derivaci, eventuálně i derivace vyšších řádů.
Pro derivace vyšších řádů se používá toto označení:
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(

x

f

¢

¢

 značí druhou derivaci funkce
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 značí třetí derivaci funkce
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[image: image732.wmf]-
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tou derivaci funkce, kde 
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Např. pro 10. derivaci je výhodnější použít označení 
[image: image734.wmf])
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Formálně definujeme: 
[image: image735.wmf])
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. Nultá derivace je funkční hodnota. Dále je: 
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Příklad:
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[image: image738.wmf](
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)

;

;

0

)

(

n

j

x

j

n

>

=



[image: image740.wmf](

)

;

!

1

)

1

(

)

(

n

n

n

x

n

n

=

×

×

-

×

=

K

 (dostaneme speciálně pro 
[image: image741.wmf]n

j

=

)

Příklad:

Uvažujme polynomickou funkci tvaru: 
[image: image742.wmf][
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Je-li 
[image: image743.wmf]0

¹
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, jde o polynom 
[image: image744.wmf]-

n

tého stupně. Každým derivováním se stupeň polynomu sníží o 1, všechny derivace řádu vyššího než 
[image: image745.wmf]-

n

tého jsou nulové.
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[image: image747.wmf];
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[image: image748.wmf];
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Příklad:

Předpokládejme, že: 
[image: image750.wmf];
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[image: image751.wmf](
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 (snadno se dokáže indukcí dle 
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[image: image754.wmf](
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 (snadno se dokáže indukcí dle 
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[image: image758.wmf](
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 (snadno se dokáže indukcí dle 
[image: image759.wmf]n
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Příklad:

Určeme derivace vyšších řádů funkce: 
[image: image760.wmf];
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[image: image763.wmf];
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[image: image764.wmf](
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Vzorec se snadno dokáže indukcí dle 
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Příklad:

Určíme derivace vyšších řádů součinu funkcí.
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Tento příklad lze ještě zobecnit.
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Toto je Leibnitzův vzorec, připomíná Binomickou větu. Dokáže se snadno indukcí.
Příklad:

Zkusme spočítat příklad Leibnitzovým vzorcem.
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Příklad 4.x.
Určeme druhou a třetí derivaci složené funkce, předpokládáme existenci příslušných derivací.
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Derivace vyšších řádů jsou již značně složité.
Příklad 4.x.
Určeme derivace vyšších řádů funkce: 
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Předpokládejme, že funkce 
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 má derivace dostatečně vysokých řádů. Je to speciální případ předchozího, kde 
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Derivace vyšších řádů jsou již složité.

Příklad 4.x.
Určeme derivace vyšších řádů funkce: 
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Příklad 4.x.
Určeme derivace vyšších řádů funkce: 
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 (dokáže se snadno indukcí dle 
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Příklad 4.x.
Určeme derivace vyšších řádů funkce 
[image: image801.wmf]1

1

)

(

-

=

=

x

x

x

f

.

[image: image802.wmf];

1

)

(

2

2

-

-

=

-

=

¢

x

x

x

f

 (viz příklad 4.x.)
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Příklad 4.x.
Určeme derivace vyšších řádů funkce: 
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Příklad 4.x.
Určeme derivace vyšších řádů funkce: 
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Někdy bývá funkce zadaná parametricky, ukážeme si, jak se počítá její derivace.
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Také platí: 
[image: image818.wmf]);
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 (věta o derivaci složené funkce).
Odtud dostáváme: 
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Rovnice tečny pro 
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 tj. po úpravě dostaneme: 
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Příklad 4.x.
Najděme rovnici tečny a normály ke křivce zadané parametricky: 
[image: image824.wmf];
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Rovnice tečny je: 
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Příklad 4.x.

Uvažujme funkci danou parametricky: 
[image: image832.wmf];
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 Zřejmě jde o rovnici kružnice se středem v počátku, neboť platí: 
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Rovnice tečny pro 
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Příklad 4.x.

Uvažujme funkci danou parametricky: 
[image: image838.wmf];
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 Zřejmě jde o parametrické vyjádření elipsy se středem v počátku, neboť platí: 
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Rovnice tečny pro 
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Příklad 4.x.

Uvažujme funkci danou parametricky: 
[image: image844.wmf];
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 Poznamenejme, že tato křivka je cykloida. Tuto křivku opíše bod na obvodu kola, které se valí (kutálí) po rovině. Kolo dělá posuvný i otáčivý pohyb, kde 
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 představuje poloměr kola (viz náčrtek).
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Příklad 4.x.

Zde si také ukážeme fyzikální význam derivace.
Rychlost je derivace dráhy podle času, zrychlení je druhá derivace dráhy podle času.
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Rovnoměrný pohyb: 
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Rovnoměrně zrychlený pohyb: 
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Rovnoměrný pohyb po kružnici: 
[image: image851.wmf];
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Dodatek

Ukážeme si, jak se definují Legendrovy polynomy.

Derivujme (několikrát) funkci: 
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Je zřejmé, že každá další derivace je složitější, také se zvyšuje počet členů (pokud 
[image: image866.wmf]n
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). Pokud ale řád derivace přesáhne 
[image: image867.wmf]n

, počet členů se snižuje. Derivace řádu 
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 je konstanta, derivace vyšších řádů jsou nulové.
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Pro 
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tou derivaci platí obecný vzorec.
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Derivujeme-li sudou derivaci, počet členů se nezmění. Derivujeme-li lichou derivaci, počet členů se zvýší o jeden. Počet členů je: 
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 (pokud 
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Předchozí vzorec se dokáže matematickou indukcí dle 
[image: image885.wmf]k

.
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Napřed vypočteme:
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Použili jsme vzorec pro derivaci součinu.
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 EMBED Equation.3  [image: image893.wmf]+
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Nevypsaný výraz představuje poslední člen, který závisí na tom, zda je 
[image: image906.wmf]k

 sudé či liché.

Nechť 
[image: image907.wmf]k

 je sudé.
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Nechť 
[image: image915.wmf]k

 je liché.
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Speciálně pro 
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Pomocí tohoto vztahu se definují Legendrovy polynomy.
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Funkce 
[image: image931.wmf]n
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 je sudá, tudíž její sudé derivace jsou sudé funkce a liché derivace jsou liché funkce. Polynom 
[image: image932.wmf])

(

x

P

n

 obsahuje pro sudá 
[image: image933.wmf]n

 jen sudé mocniny 
[image: image934.wmf]x

, pro lichá 
[image: image935.wmf]n

 jen liché mocniny 
[image: image936.wmf]x

.
Snadno se odvodí toto: 
[image: image937.wmf];
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Bude-li 
[image: image940.wmf]n
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Počet členů je: 
[image: image943.wmf]k
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, největší počet členů je pro 
[image: image944.wmf]n
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. Dalším derivováním se pak počet členů snižuje. Pro 
[image: image945.wmf]k

 sudé je počet členů: 
[image: image946.wmf]2
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, pro 
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 liché je počet členů: 
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1

-

-

k

n

 (pokud 
[image: image949.wmf]n

k

n

2

£

£

). Zřejmě 
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Speciálně pro 
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Je zřejmé, že derivace řádu vyššího než 
[image: image955.wmf]n

2

 jsou nulové, neboť jde o polynom stupně 
[image: image956.wmf]n

2

.

Ukážeme si ještě jiné vyjádření Legendrových polynomů.

Podle Binomické věty je: 
[image: image957.wmf];
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Derivujme tuto rovnost 
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Speciálně pro 
[image: image962.wmf]n

k

=

 máme:


[image: image963.wmf](

)

;

)

1

(

)!

2

(

)!

2

(

)

1

(

)

1

(

2

)

(

2

å

+

=

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

n

n

j

j

n

n

j

n

n

x

n

j

j

j

n

x

j


Po úpravách lze odvodit, že pro Legendrovy polynomy platí toto:
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Tvrzení:

Mezi Legendrovými polynomy platí vztah:
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Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že 
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 je sudé, tj. 
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Pro 
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 liché se důkaz provede analogicky, 
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□

Pomocí tohoto vztahu lze Legendrovy polynomy počítat rekurentně:
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Tvrzení:

Pro Legendrovy polynomy platí diferenciální rovnice:
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Důkaz:

Vyjdeme ze známého vzorce pro 
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k

tou derivaci, dostaneme:
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Použité zdroje:

1) Berman G. H.: Sbornik zadač po kursu matematičeskovo analyza (ruský orig.)

2) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu I

3) Děmidovič B. P.: Sbírka úloh a cvičení z matematické analýzy

4) Jarník V.: Diferenciální počet I
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