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V. Průběh funkce
Zde si ukážeme, jak lze užitím derivace vyšetřovat průběh funkce. Napřed uvedeme několik tvrzení, které pak budeme používat.

Věta 5.1.

Buď funkce 
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 definovaná na intervalu 
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b) Funkce 
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Důkaz:

a) „(“ Předpokládejme, že funkce 
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Tedy dle def. 3.x. je funkce rostoucí v bodě 
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Tedy funkce je rostoucí v bodě 
[image: image23.wmf]a

 zprava, v bodě 
[image: image24.wmf]b

 zleva.
“(“ Předpokládejme, že funkce 
[image: image25.wmf]f

 je rostoucí v každém vnitřním bodě intervalu 
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 zleva (viz def. 3.x.).
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Protože funkce je v bodě 
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 rostoucí zprava, existuje 
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Funkce 
[image: image43.wmf]f

 je rostoucí na intervalu 
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b) analogicky.


□
Poznámka:
Při důkazu implikace „(“ jsme postupovali „zleva doprava“. Bylo by také možno postupovat opačně „zprava doleva“. Položme 
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Definice 5.1.
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· Funkce 
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· Funkce 
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· Funkce 
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Pro maximum či minimum funkce se používá souhrnný název: extrém funkce. Tak např. pro lokální maximum či minimum se používá název: lokální extrém.
Věta 5.2.

Buď funkce 
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 definovaná v jistém 
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b) Funkce 
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funkce 
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Tedy funkce 
[image: image93.wmf]f

 má v bodě 
[image: image94.wmf]0
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b) analogicky


□
Věta 5.x.

Nechť funkce 
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Důkaz:

a) 
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Tedy funkce 
[image: image105.wmf]f

 je rostoucí v bodě 
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Tedy funkce 
[image: image113.wmf]f

 je klesající v bodě 
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Důsledek:

Buď funkce 
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 definovaná na intervalu 
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Předchozí věta a její důsledek se využívá při vyšetřování průběhu funkce.

Příklad 5.x.
Implikace ve větě 5.x. nelze obrátit.
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Funkce má pro 
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Věta 5.x.

Má-li funkce 
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Věta 5.x.
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Poznámka:
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)

1

(

)

1

(

;

)

1

(

)

1

(

2

1

2

2

2

2

1

1

1

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

l

l

l

l

l

l

l

l

-

+

>

-

+

=

-

+

<

-

+

=


Položíme-li 
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Nyní vyslovíme postačující podmínku pro lokální extrém funkce.

Věta 5.x.

Nechť je funkce 
[image: image165.wmf]f

 definována v jistém 
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b) Nechť platí: 
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Důkaz:

Definice 5.2.

Buď funkce 
[image: image176.wmf]f

 definovaná na intervalu 
[image: image177.wmf]R
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. Funkce 
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 je na intervalu 
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a) konvexní (vypuklá), jestliže platí:
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b) konkávní (vydutá), jestliže platí:
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Poznámka:

Geometrická interpretace předchozí definice je následující:
· Je-li funkce konvexní (vypuklá), je „graf pod sečnou“ (viz náčrtek vpravo).
· Je-li funkce konkávní (vydutá), je „graf nad sečnou“ (viz náčrtek vlevo).
[image: image1.wmf]f


Poznámka:

Konvexnost či konkávnost funkce by bylo možno definovat obecněji.
Buďte 
[image: image182.wmf]I
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a) Je-li funkce konvexní, platí: 
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b) Je-li funkce konkávní, platí: 
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Tyto nerovnosti jsou též známé jako Jensenovy nerovnosti.
Poznámka:

Je-li 
[image: image186.wmf]2
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Věta 5.x.

a) Funkce 
[image: image189.wmf]f

 je na intervalu 
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 konvexní právě tehdy, když platí: 
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(směrnice sečny roste)
b) Funkce 
[image: image192.wmf]f

 je na intervalu 
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(směrnice sečny klesá)

Důkaz:
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a) „(“ Předpokládejme, že funkce 
[image: image196.wmf]f

 je na intervalu 
[image: image197.wmf]R
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 konvexní.
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Dostali jsme tedy: 
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“(“ Zvolme 
[image: image203.wmf]);
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dle předpokladu je: 
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[image: image208.wmf]0
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, vynásobme nerovnost tímto výrazem, znaménko zůstává.
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po úpravě dostaneme: 
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Tedy dle definice 5.x. je funkce konvexní na intervalu 
[image: image212.wmf]I

.
b) analogicky


□
Připomeneme si definici konvexní množiny. Potom uvedeme ekvivalentní definici konvexní a konkávní funkce.
Definice 5.x.

Buď dána množina 
[image: image213.wmf]2
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. Množina 
[image: image214.wmf]M

 je konvexní, jestliže platí: 
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Množina je konvexní, jestliže s každými dvěma body je v ní celá úsečka je spojující.

Věta 5.x.

Buď definovaná funkce 
[image: image216.wmf]f

 na intervalu 
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a) Funkce 
[image: image218.wmf]f

 je konvexní právě tehdy, když množina 
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b) Funkce 
[image: image220.wmf]f

 je konkávní právě tehdy, když množina 
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Důkaz:

Zvolme 
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a) „(“ zvolme ještě 
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tj. 
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. tudíž funkce 
[image: image233.wmf]f

 je konvexní.
b) „(“ zvolme ještě 
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. tudíž funkce 
[image: image243.wmf]f

 je konkávní.
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Věta 5.x.

Buď definovaná funkce 
[image: image244.wmf]f

 na intervalu 
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Trochu předběhneme, použijeme větu o střední hodnotě V 6.x. Existují čísla 
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 dostáváme tedy:
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Tedy dle V 5.x. je funkce na intervalu 
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Věta 5.x.
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□
[image: image1288.wmf]1

Zde je znázorněna konvexní a konkávní funkce.
Vyšetřování průběhu funkce užitím derivace si ukážeme na několika příkladech. Napřed si stanovíme algoritmus (postup) při vyšetřování průběhu funkce.
Postup při vyšetřování průběhu funkce

1) Definiční obor funkce, spojitost, eventuálně symetrie (sudá, lichá, periodická funkce), významné body, limity v krajních bodech definičního oboru.

2) Derivace funkce

3) Body, kde je derivace nulová nebo neexistuje. Intervaly monotonie (rostoucí, klesající), lokální extrémy (maximum, minimum).

4) Druhá derivace funkce

5) Body, kde je druhá derivace nulová nebo neexistuje. Intervaly, kde je funkce konvexní, konkávní, inflexní body.

6) Zjištění, zda má funkce asymptoty, jejich určení.

7) Načrtnutí grafu funkce.

Příklad 5.x.
Vyšetříme průběh funkce: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:

 
[image: image343.wmf];

)

1

(

2

)

1

(

2

1

)

1

(

0

1

1

)

(

2

2

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

f

+

-

=

+

×

-

+

×

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¢


Derivace funkce se anuluje (nabývá hodnoty 
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Funkce 
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 je tedy rostoucí v intervalu 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Funkce je sudá, první derivace je lichá, druhá derivace je sudá.

Takto vypadá graf funkce.
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Graf funkce je jakýsi „kopeček“.
Příklad 5.x.
Vyšetříme průběh funkce: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Příklad 5.x.
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Funkce nabývá nulové hodnoty pro 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce nabývá hodnoty nula pro 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Funkce 
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Funkce má 2 svislé asymptoty: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce nabývá hodnoty 
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Funkce 
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 je tedy rostoucí v intervalech 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Druhá derivace nikde nenabývá hodnoty 0, tudíž funkce nemá inflexní body.
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Funkce má 1 vodorovnou asymptotu a tou je osa x.

Takto vypadá graf funkce (volba 
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Funkce 
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 je spojitá v intervalech: 
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Funkce má 2 svislé asymptoty: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce nenabývá hodnoty 
[image: image476.wmf]0

, tedy funkce nemá lokální extrémy.
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Funkce 
[image: image478.wmf]f

 je tedy klesající v intervalech 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Rovnice tečny v inflexním bodě je: 
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Funkce má 1 vodorovnou asymptotu a tou je osa x.

Takto vypadá graf funkce (volba 
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:


[image: image496.wmf];

0

;

)

1

(

sgn

1

1

)

(

2

¹

+

-

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

¢

x

x

x

x

x

f



[image: image497.wmf]kles.

0

)

(

)

;

0

(

rost.

0

)

(

)

0

;

(

f

x

f

x

f

x

f

x

Þ

<

¢

Þ

+¥

Î

Þ

>

¢

Þ

-¥

Î


Funkce 
[image: image498.wmf]f

 je tedy rostoucí v intervalu 
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Funkce nemá v 0 derivaci, má tam hrot.
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Druhá derivace nikde nenabývá hodnoty 0, tudíž funkce nemá inflexní body.
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Funkce je konvexní v intervalech 
[image: image509.wmf])
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Funkce má 1 vodorovnou asymptotu a tou je osa x.

Takto vypadá graf funkce.
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Graf funkce vypadá takto:
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Je to tzv. Gaussova křivka Normálního rozdělení, která se používá ve statistice (viz PMS).
Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Předpokládejme, že 
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, jinak je průběh zřejmý (přímka s „dírou“).
Funkce 
[image: image519.wmf]f

 je spojitá v intervalech: 
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Funkce má jednu svislou asymptotu 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Rozlišíme 2 případy.
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Určíme ještě šikmou asymptotu.
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V -∞ je to stejné.
Asymptota v 
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Volby: 
[image: image561.wmf];

1

,

0

)

2

;

1

,

0

)

1

-

=

=

=

=

b

a

b

a


Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Funkce 
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Funkce má 1 svislou asymptotu: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Druhá derivace nikde nenabývá hodnoty 0, tudíž funkce nemá inflexní body.
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Funkce je konvexní v intervalu 
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Asymptota v 
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Funkce 
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Funkce má 1 svislou asymptotu: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Druhá derivace nikde nenabývá hodnoty 0, tudíž funkce nemá inflexní body.
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Funkce nabývá nulové hodnoty pro 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce nabývá hodnoty nula (anuluje se) pro 
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Funkce 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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  inflexní body
Funkce je sudá, první derivace je lichá, druhá derivace je sudá.

Funkce nemá asymptoty.
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Rovnice tečen v inflexních bodech: 
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Takto vypadá graf funkce
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Zaměříme se hlavně na průběh funkcí v intervalu 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce nabývá hodnoty nula (anuluje se) pro 
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce se anuluje (nabývá hodnoty 
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Funkce 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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Druhá derivace nikde nenabývá hodnoty 0, tudíž funkce nemá inflexní body.
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Funkce je konvexní v intervalu 
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce nabývá hodnoty nula pro 
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Funkce 
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 je tedy rostoucí v intervalu 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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[image: image1303.wmf]a
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Graf je za dalším příkladem.
Příklad 5.x.

Vyšetříme průběh funkce: 
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Nyní vypočteme derivaci funkce:
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Derivace funkce nabývá hodnoty nula pro 
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Funkce 
[image: image706.wmf]f

 je tedy klesající v intervalu 
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Nyní vypočteme druhou derivaci funkce:
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[image: image711.wmf];

)

1

(

)

3

(

2

)

1

(

6

2

)

1

(

4

4

2

2

3

2

2

3

2

3

3

2

3

3

+

-

=

+

+

-

=

+

+

-

+

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image712.wmf];
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[image: image714.wmf]konkávní;

je

0

)

(

)

0

;

3

(

konvexní;

je

0

)

(

)

3

;

(

f

x

f

x

f

x

f

x

Þ

<

¢

¢

Þ

-

Î

Þ

>

¢

¢

Þ

-

-¥

Î




[image: image715.wmf]konkávní;
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[image: image716.wmf];
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 inflexní body

Zde máme 2 grafy funkcí v jednom obrázku.
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Slovní úlohy na extrémy

Získané poznatky pro vyšetřování průběhu funkce a hledání extrémů funkce můžeme také použít k řešení některých slovních úloh na extrémy. Ukážeme si to několika příkladech. Někdy je obtížné funkci sestrojit.
Příklad 5.x.

Jak volit čísla 
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Î

y

x

,

, jejichž součet je dán (
[image: image719.wmf]c
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), aby jejich součin byl co největší? Konstanta 
[image: image720.wmf]R

Î

c

 je předem dána.

[image: image721.wmf];

2

)

(

;

)

(

)

(

2

x

c

x

S

x

x

c

x

c

x

y

x

x

S

-

=

¢

-

=

-

=

×

=



[image: image722.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image723.wmf]2
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte).
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Součin je tedy maximální při volbě 
[image: image725.wmf];
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Poznamenejme ještě, že tento příklad by šlo též řešit bez použití derivace. Položme: 
[image: image726.wmf];
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Je zřejmé, že součin je největší při volbě 
[image: image728.wmf]0
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Příklad 5.x.

Jak volit kladná čísla 
[image: image730.wmf]+
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, jejichž součin je dán (
[image: image731.wmf]c
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), aby jejich součet byl co nejmenší? Konstanta 
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[image: image734.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image735.wmf]c
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, funkce tam nabývá minima (ověřte).
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Součet je tedy minimální při volbě 
[image: image737.wmf];
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Příklad 5.x.

Je dán obvod obdélníka. Jak zvolit jeho rozměry 
[image: image738.wmf]b

a

,

 tak, aby jeho obsah byl maximální?
Pro obvod obdélníka platí vztah: 
[image: image739.wmf]);
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Pro obsah obdélníka platí vztah: 
[image: image741.wmf]);
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platí: 
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[image: image744.wmf];
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[image: image745.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image746.wmf]4
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte).

Rozměry je nejlepší volit takto: 
[image: image747.wmf];
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Jeho obsah činí: 
[image: image748.wmf];

16

2

O

ab

P

=

=


Příklad 5.x.

Je dán obsah obdélníka. Jak zvolit jeho rozměry 
[image: image749.wmf]b
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,

 tak, aby jeho obvod byl minimální?
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[image: image751.wmf])
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image752.wmf]P
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, funkce tam nabývá minima (ověřte).

Rozměry je nejlepší volit takto: 
[image: image753.wmf];
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Jeho obvod činí: 
[image: image754.wmf];
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Příklad 5.x.

Do půlkružnice o poloměru 
[image: image755.wmf]R

 je vepsán obdélník. Jak volit rozměry obdélníka, aby jeho obsah byl maximální.

Zvolíme to tak, aby střed půlkružnice byl v počátku soustavy souřadné a základna splývala s osou 
[image: image756.wmf]x

 (viz náčrtek).
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Mezi rozměry obdélníka platí vztah:
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[image: image760.wmf];
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[image: image761.wmf])
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image762.wmf]2
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte).
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Rozměry obdélníka je nejlepší volit takto: 
[image: image764.wmf];
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Jeho obsah činí: 
[image: image765.wmf];
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Určíme, kolik % obsahu půlkruhu zaujímá obsah obdélníka.
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Příklad 5.x.

Do rovnoramenného trojúhelníka o délce základny 
[image: image767.wmf]z

 a výšce 
[image: image768.wmf]h

 je vepsán obdélník. Jaké rozměry zvolit, aby obsah obdélníka byl maximální?
[image: image1306.wmf]a

-

Zvolíme to tak, aby střed základny byl v počátku soustavy souřadné a základna splývala s osou 
[image: image769.wmf]x

 (viz náčrtek).

Vrcholy trojúhelníka mají souřadnice: 
[image: image770.wmf][
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Přímky, na kterých leží ramena, mají rovnice:

[image: image771.wmf];
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[image: image772.wmf];
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Vrcholy obdélníka mají souřadnice: 
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Rozměry obdélníka jsou vázány vztahy: 
[image: image775.wmf]);
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[image: image776.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image778.wmf]2
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte).


[image: image779.wmf];

2

)

2

1

1

(

)

2

1

(

h

h

z

z

h

b

=

-

=

-

=


Obdélník má tedy maximální obsah při volbě rozměrů: 
[image: image780.wmf];
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jeho obsah činí: 
[image: image781.wmf];
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Určíme, kolik % obsahu trojúhelníka zaujímá obsah vepsaného obdélníka.
Obsah trojúhelníka je: 
[image: image782.wmf];

2

1

zh

P

t

=



[image: image783.wmf]%
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Obsah vepsaného obdélníka zaujímá polovinu obsahu trojúhelníka.
Příklad 5.x.

Do půlkružnice o poloměru 
[image: image784.wmf]R

 je vepsán rovnoramenný lichoběžník, přičemž jedna základna splývá se základnou půlkružnice. Jak volit rozměry lichoběžníka, aby jeho obsah byl maximální.
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Zvolíme to tak, aby střed půlkružnice byl v počátku soustavy souřadné a základna splývala s osou 
[image: image785.wmf]x

 (viz náčrtek).

Body na dolní základně mají souřadnice: 
[image: image786.wmf][
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Body na horní základně mají souřadnice: 
[image: image787.wmf][
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[image: image788.wmf]-
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výška lichoběžníka
Rovnice kružnice je: 
[image: image789.wmf];
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Platí vztah: 
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image797.wmf]2
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte).
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Obsah lichoběžníka je: 
[image: image799.wmf];
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Určíme, kolik % obsahu půlkruhu zaujímá obsah lichoběžníka.
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Určíme ještě úhel při delší základně lichoběžníka.

[image: image801.wmf];
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Úhel při základně je 60°, lichoběžník se skládá ze 3 rovnostranných trojúhelníků, délka strany je 
[image: image802.wmf]R

.
Ukážeme si ještě jiný způsob výpočtu, přes úhel 
[image: image803.wmf]a

 při základně. Protože lichoběžník je rovnoramenný, jsou úhly při dolní základně shodné, také úhly při horní základně jsou shodné. Nechť je úhel při dolní základně 
[image: image804.wmf]a

, přičemž platí: 
[image: image805.wmf]);
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Rovnice přímek, na kterých jsou ramena, jsou:

[image: image806.wmf]);
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Určíme průsečíky ramene s kružnicí.
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Vznikla kvadratická rovnice, která má 2 kořeny.
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Kořen 
[image: image812.wmf]R
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Určíme průsečíky ramene s kružnicí.
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[image: image815.wmf]0
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Vznikla kvadratická rovnice, která má 2 kořeny.
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Kořen 
[image: image819.wmf]R
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Dolní základna má délku: 
[image: image821.wmf]R

2

,
horní základna má délku: 
[image: image822.wmf];
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Obsah lichoběžníka je: 
[image: image823.wmf]=
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[image: image824.wmf];
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Výrazy můžeme ještě upravit následovně:

[image: image825.wmf]);
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[image: image826.wmf]);
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Dolní základna má délku: 
[image: image827.wmf]R
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, horní základna má délku: 
[image: image828.wmf])
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[image: image829.wmf];
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[image: image831.wmf]);
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Případ 
[image: image832.wmf]0
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 není zajímavý. Vyřešíme rovnici: 
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[image: image836.wmf]3
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Nás ovšem zajímá jen kladný kořen, 
[image: image837.wmf];
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[image: image838.wmf];
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To souhlasí s výsledkem zjištěným dříve.
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To odpovídá obsahu trojúhelníka, kde horní základna má nulovou délku.
Příklad 5.x.

Buď dána elipsa se středem v počátku o rovnici: 
[image: image840.wmf];
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[image: image841.wmf]0
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 jsou délky poloos. Máme do elipsy vepsat obdélník tak, aby jeho strany byly rovnoběžné s osami elipsy a aby jeho obsah byl maximální. Jaké rozměry zvolit?

[image: image1308.wmf]a
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Souřadnice vrcholů obdélníka jsou tyto: 
[image: image842.wmf][
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 Protože vrcholy obdélníka leží na elipse, musí platit: 
[image: image845.wmf];
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 Obsah obdélníka je pak roven: 
[image: image846.wmf];
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Z rovnice 
[image: image847.wmf];
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[image: image850.wmf];
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[image: image851.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image852.wmf]2
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte).
Rozměry je nejlepší volit takto: 
[image: image853.wmf];
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Strany obdélníka budou mít délky: 
[image: image854.wmf];
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Obsah obdélníka bude 
[image: image855.wmf];
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 (maximální možný obsah).
Budeme-li uvažovat speciální případ kružnici (
[image: image856.wmf]R
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), budou mít strany obdélníka délky: 
[image: image857.wmf];
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 tj. jde o čtverec. Obsah čtverce bude: 
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Poměr obsahu obdélníka a obsahu elipsy je: 
[image: image859.wmf];
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Obsah maximálního vepsaného obdélníka je asi 64% obsahu elipsy. Vzorec pro obsah elipsy bude odvozen později.
Příklad 5.x.

Jak volit kladná čísla 
[image: image860.wmf]+
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[image: image865.wmf];
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[image: image867.wmf](
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[image: image868.wmf]);
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[image: image869.wmf]0
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Maxima se dosáhne při volbě čísel: 
[image: image871.wmf];
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 (ověřte)
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Je-li speciálně 
[image: image873.wmf]n

m
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, dostaneme: 
[image: image874.wmf];
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maximum nabývá hodnoty: 
[image: image875.wmf];
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Je-li speciálně 
[image: image876.wmf]1
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, máme přiklad 5.x.
Příklad 5.x.

Do polokoule o poloměru 
[image: image877.wmf]R

 je „vepsán“ kvádr se čtvercovou podstavou. Určeme jeho rozměry tak, aby jeho objem byl maximální (náčrtek).
Předpokládáme, že střed podstavy kvádru splývá se středem kruhové podstavy polokoule. Rozměry kvádru jsou 
[image: image878.wmf]h
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,

,

, objem kvádru je: 
[image: image879.wmf];
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[image: image881.wmf];

2

0

R

a

£

£


[image: image1309.wmf]B
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[image: image883.wmf];
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[image: image884.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image885.wmf]0
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a

, funkce tam nabývá minima (ověřte). Tento extrém pro nás není zajímavý. Derivace funkce se také anuluje pro 
[image: image886.wmf]R
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte). Tento extrém nás zajímá.

Rozměry kvádru je nejlepší volit takto: 
[image: image887.wmf];
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Objem kvádru pak bude: 
[image: image888.wmf];
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 (maximální možný objem).
Poměr objemu kvádru a objemu polokoule je: 
[image: image889.wmf];
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Maximální objem vepsaného kvádru je asi 37% objemu polokoule.
Příklad 5.x.

Do kužele o poloměru 
[image: image890.wmf]K

r

 a výšce 
[image: image891.wmf]K

v

 je „vepsán“ válec. Určeme jeho rozměry (poloměr, výška) tak, aby jeho objem byl maximální (náčrtek).
Předpokládáme, že osa válce splývá s osou kužele, střed podstavy válce splývá se středem kruhové podstavy kužele.

Poloměr válce je 
[image: image892.wmf]r

, výška válce je 
[image: image893.wmf]v

, objem válce je: 
[image: image894.wmf];
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[image: image897.wmf]K
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[image: image899.wmf]K
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 jsou konstanty)
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[image: image901.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image902.wmf]0
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r

, funkce tam nabývá minima (ověřte). Tento extrém pro nás není zajímavý. Derivace funkce se také anuluje pro 
[image: image903.wmf]K
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte). Tento extrém nás zajímá.

Rozměry válce je nejlepší volit takto: 
[image: image904.wmf];

3

1

;

3

2

K

K

v

v

r

r

=

=


[image: image1310.wmf]1

Objem válce pak bude: 
[image: image905.wmf];
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 (maximální možný objem).

Poměr objemu válce a objemu kužele je: 
[image: image906.wmf];
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Maximální objem vepsaného válce je asi 44% objemu kužele.

Příklad 5.x.

Do koule o poloměru 
[image: image907.wmf]R

 je „vepsán“ válec. Určeme jeho rozměry (poloměr, výška) tak, aby jeho objem byl maximální (náčrtek).

Předpokládáme, že osa válce prochází středem koule a střed válce splývá se středem koule. Nechť 
[image: image908.wmf]r

 je poloměr válce, 
[image: image909.wmf]v

 je výška válce.
[image: image1311.wmf]1

-

Mezi poloměrem koule, poloměrem a výškou válce platí následující vztah: 
[image: image910.wmf];
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[image: image911.wmf];
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Odtud dále dostaneme: 
[image: image912.wmf];
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Pro objem válce platí: 
[image: image913.wmf];
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[image: image914.wmf];
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[image: image915.wmf]=
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[image: image916.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image917.wmf]0

=

r

, funkce tam nabývá minima (ověřte). Tento extrém pro nás není zajímavý. Derivace funkce se také anuluje pro 
[image: image918.wmf]R

r
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte). Tento extrém nás zajímá.

Rozměry válce je nejlepší volit takto: 
[image: image919.wmf];
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Objem válce pak bude: 
[image: image920.wmf];
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 (maximální možný objem).

Poměr objemu válce a objemu koule je: 
[image: image921.wmf];
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Maximální objem vepsaného válce je asi 58% objemu koule.

Příklad 5.x.

Do koule o poloměru 
[image: image922.wmf]R

 je „vepsán“ kužel. Určeme jeho rozměry (poloměr, výška) tak, aby jeho objem byl maximální (náčrtek).

Předpokládáme, že osa kužele prochází středem koule. Nechť 
[image: image923.wmf]r

 je poloměr kužele, 
[image: image924.wmf]v

 je výška kužele.

[image: image1312.wmf]a

+

Mezi poloměrem koule, poloměrem a výškou kužele platí následující vztah: 
[image: image925.wmf];

)

(

2

2

2

R

r

R

v

=

+

-

 dále platí: 
[image: image926.wmf];
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Odtud dále dostaneme: 
[image: image927.wmf]0
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Pro objem kužele platí: 
[image: image930.wmf]);
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[image: image931.wmf]);
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[image: image932.wmf]);
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image933.wmf]0
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v

, funkce tam nabývá minima (ověřte). Tento extrém pro nás není zajímavý. Derivace funkce se také anuluje pro 
[image: image934.wmf]R

v
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, funkce tam nabývá maxima (ověřte). Tento extrém nás zajímá.

Rozměry kužele je nejlepší volit takto: 
[image: image935.wmf];
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[image: image936.wmf];
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Objem kužele pak bude: 
[image: image937.wmf];
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Poměr objemu kužele a objemu koule je: 
[image: image938.wmf]%
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Maximální objem vepsaného kužele je asi 29,6% objemu koule.

Příklad 5.x.

Pozemek tvaru obdélníka přiléhá jednou stranou ke stěně již hotové, plocha pozemku 
[image: image939.wmf]P

 je dána. Pozemek chceme oplotit, stačí ze tří stran. Jaké máme volit rozměry pozemku, aby oplocení bylo co nejkratší?

[image: image940.wmf];
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 (délka strany přiléhající ke zdi je 
[image: image941.wmf]a
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[image: image943.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image944.wmf]P

a

2

=

, funkce tam nabývá minima (ověřte).
Rozměry pozemku je nejlepší volit takto: 
[image: image945.wmf];
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Tedy strana přiléhající ke zdi bude 2( delší než strana kolmá ke zdi.
Délka oplocení pak bude: 
[image: image946.wmf];
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Nechť je např. plocha pozemku 
[image: image947.wmf]2
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. Pak jsou optimální rozměry: 
[image: image948.wmf];
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[image: image949.wmf];
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Příklad 5.x.

Pozemek je tvaru obdélníka, jeho plocha 
[image: image950.wmf]P

 je dána. Pozemek chceme oplotit, pak ještě rozdělit plotem na 2 stejné díly (tj. rozpůlit). Jaké máme volit rozměry pozemku, aby oplocení bylo co nejkratší?

Rozměry pozemku jsou 
[image: image951.wmf];
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[image: image953.wmf]b
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[image: image956.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image957.wmf]P

b
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, funkce tam nabývá minima (ověřte).

Rozměry pozemku je nejlepší volit takto: 
[image: image958.wmf];
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tedy 
[image: image959.wmf]b
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.
Délka oplocení bude činit: 
[image: image960.wmf];
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Nechť je např. plocha pozemku 
[image: image961.wmf]2
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. Pak jsou optimální rozměry:

[image: image962.wmf];
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Délka oplocení bude: 
[image: image963.wmf];
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Příklad 5.x.

Z obdélníkového kartonu o rozměrech 
[image: image964.wmf]b

a

´

 se mají v rozích vystřihnout stejné čtverce o délce strany 
[image: image965.wmf]x

. Pak se má z kartonu zhotovit krabice bez víka (viz náčrtek). Jak zvolit délku strany čtverce 
[image: image966.wmf]x

, aby objem vzniklé krabice byl maximální.
Platí: 
[image: image967.wmf]);
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 Vzniklá krabice bude mít tvar kvádru.
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)

(

2

4

)

4

)

(

2

(

)

2

)(

2

(

)

(

2

3

2

x

ab

x

b

a

x

x

x

b

a

x

ab

x

x

b

x

a

x

V

+

+

-

=

+

+

-

=

-

-

=



[image: image969.wmf];
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[image: image970.wmf];
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Nyní je nutno vyřešit kvadratickou rovnici 
[image: image971.wmf];
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 což bude v obecném případě komplikované.
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[image: image973.wmf];
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Nechť jsou např. rozměry kartonu: 
[image: image974.wmf];
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Kořen 
[image: image976.wmf]3
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 zřejmě nevyhovuje podmínce 
[image: image977.wmf];
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[image: image978.wmf]10
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Rozměry vzniklého kvádru budou: 
[image: image979.wmf];
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Nechť je speciálně karton čtvercový, tj. 
[image: image981.wmf]b
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, pak platí: 
[image: image982.wmf];
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Kořen 
[image: image984.wmf]2
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 je pro nás nezajímavý.
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Příklad 5.x.

Z válcové klády o poloměru 
[image: image986.wmf]R

 máme vyřezat trám o šířce 
[image: image987.wmf]a

 a výšce 
[image: image988.wmf]b

. Pevnost trámu je přímo úměrná šířce a kvadrátu výšky, tj. 
[image: image989.wmf];
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 kde 
[image: image990.wmf]k

 je tzv. konstanta úměrnosti. Jak zvolit rozměry trámu, aby byl co nejpevnější.

[image: image1314.wmf]0

Pro šířku a výšku platí vztah: 
[image: image991.wmf];
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[image: image993.wmf]);
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[image: image994.wmf]);
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image995.wmf];
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 ale nás zajímá jen kladný kořen. Pro 
[image: image996.wmf]R
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 nabývá funkce maxima (ověřte). Nejlepší je rozměry volit takto:
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Při volbě 
[image: image998.wmf];

3

6

2

;

3

3

2

R

b

R

a

=

=

 bude trám nejpevnější. Bude platit: 
[image: image999.wmf]2
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Příklad 5.x.

Máme nádobu tvaru kvádru (bez víka), jehož podstava je čtverec. Objem kvádru je dán. Jaké zvolit rozměry, aby byl co nejmenší povrch?

Buď podstavná hrana 
[image: image1000.wmf]a

, výška 
[image: image1001.wmf]h

, 
[image: image1002.wmf];
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[image: image1003.wmf];
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[image: image1004.wmf];
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Nyní vyřešíme rovnici: 
[image: image1005.wmf];
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Dostáváme tak: 
[image: image1006.wmf];
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Tedy výška kvádru bude polovina délky podstavné hrany.

[image: image1007.wmf];
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Při této volbě bude nejmenší povrch, tj. spotřebuje se co nejméně materiálu na její zhotovení.

Nechť je např. objem nádoby 
[image: image1008.wmf]3
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. Pak je nejlepší volit rozměry takto: 
[image: image1009.wmf];
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Povrch bude činit: 
[image: image1010.wmf];
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Příklad 5.x.

Řeka tekoucí od západu na východ je široká 
[image: image1011.wmf]d

 metrů. Z jistého místa 
[image: image1012.wmf]A

 na pravém břehu stavíme potrubí, které má vést do jistého místa 
[image: image1013.wmf]D

 na druhém břehu řeky. Místo 
[image: image1014.wmf]D

 je vzdáleno 
[image: image1015.wmf]l

 metrů od místa 
[image: image1016.wmf]A

 východním směrem. Buď dále místo 
[image: image1017.wmf]B

 na pravém břehu naproti místu 
[image: image1018.wmf]D

. Tedy místo 
[image: image1019.wmf]B

 je také vzdáleno 
[image: image1020.wmf]l

 metrů od místa 
[image: image1021.wmf]A

 východním směrem. Postavení 
[image: image1022.wmf]m
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 potrubí na břehu stojí 
[image: image1023.wmf]p

 Kč, postavení 
[image: image1024.wmf]m
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 potrubí přes řeku stojí 
[image: image1025.wmf]q

 Kč, přičemž platí 
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. Potrubí povede z místa 
[image: image1027.wmf]A

 do místa 
[image: image1028.wmf]C

 po břehu, přičemž místo 
[image: image1029.wmf]C

 leží na břehu mezi místy 
[image: image1030.wmf]B
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 (tj. leží na úsečce 
[image: image1031.wmf]AB

). Pak povede z místa 
[image: image1032.wmf]C

 do místa 
[image: image1033.wmf]D

 přes řeku (viz náčrtek).
[image: image1315.wmf]0


V jaké vzdálenosti bude místo 
[image: image1034.wmf]C

 od místa 
[image: image1035.wmf]A

, aby náklady na stavbu potrubí byly minimální? Jaká bude délka potrubí a jaké budou náklady na jeho stavbu?
Máme tedy: 
[image: image1036.wmf];
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Položme dále: 
[image: image1038.wmf];
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Náklady na stavbu potrubí činí:

[image: image1041.wmf];

)

(

;

)

0

(

;

)

(

)

(

2

2

2

2

qd

pl

l

P

d

l

q

P

d

x

l

q

px

x

P

+

=

+

=

+

-

+

=



[image: image1042.wmf];
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Nyní musíme vyřešit rovnici: 
[image: image1043.wmf];
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[image: image1044.wmf]);
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[image: image1045.wmf](

)

;

)

(

)

(

2

2

2

2

2

x

l

q

d

x

l

p

-

=

+

-

 tj. 
[image: image1046.wmf];
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Vzhledem k podmínce 
[image: image1047.wmf]q
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Dále dostáváme: 
[image: image1049.wmf];
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Délka potrubí po břehu bude: 
[image: image1050.wmf]2
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Celková délka potrubí je: 
[image: image1053.wmf];
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Náklady na stavbu potrubí činí:

[image: image1054.wmf];
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Určeme ještě velikost úhlu 
[image: image1055.wmf]BCD
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Předpokládejme, že platí: 
[image: image1057.wmf]2
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Obecně volíme: 
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 (potrubí nevede po břehu).
Celková délka potrubí je: 
[image: image1064.wmf];
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Příklad 5.x.

Z bodu A vede cesta východním směrem. Na sever od cesty je bod B, kam se chceme dostat. Vzdálenost bodů A,B je ve východním směru 
[image: image1066.wmf]d

, v severním směru 
[image: image1067.wmf]h

, tj. 
[image: image1068.wmf](
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Z bodu A vyrazíme po cestě východním směrem do bodu C rychlostí 
[image: image1069.wmf]1
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, pak půjdeme šikmo terénem k bodu B rychlostí 
[image: image1070.wmf]2

v

, přičemž předpokládáme, že 
[image: image1071.wmf]2
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Máme určit vzdálenost bodů A,C (označme ji 
[image: image1072.wmf]x

) tak, abychom se do cíle (bod B) dostali co nejdříve (viz náčrtek). Předpokládáme, že 
[image: image1073.wmf]d
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[image: image1316.wmf]D

Platí: 
[image: image1074.wmf];
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Ujdeme vzdálenost: 
[image: image1075.wmf];
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přičemž čas, který půjdeme, je: 
[image: image1076.wmf];
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[image: image1077.wmf];
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 položme ještě: 
[image: image1078.wmf]x
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pak řešíme rovnici: 
[image: image1079.wmf];
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Na obou stranách rovnice jsou kladná čísla, rovnici umocníme na druhou, dostaneme: 
[image: image1082.wmf];
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Dostáváme: 
[image: image1084.wmf];
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Předpoklad 
[image: image1086.wmf]2
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 předpokládejme, že platí 
[image: image1090.wmf];
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Vzdálenost, kterou ujdeme, je:

[image: image1092.wmf]=
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[image: image1093.wmf];
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Doba, kterou půjdeme, je:

[image: image1094.wmf]=
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[image: image1095.wmf]=
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V případě 
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 tj. nejdeme po cestě.
Obecně volíme: 
[image: image1100.wmf])
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Nechť je např. 
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Po cestě půjdeme 3,5 km po dobu 42 min. Terénem půjdeme 2,5 km po dobu 50 min.
Celkem ujdeme 6 km za dobu 92 min, což je 1 h 32 min.
Příklad 5.x.

Máme kládu tvaru komolého kužele, přičemž délka klády je 
[image: image1108.wmf]h

, poloměry podstav jsou 
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. Z klády máme vyříznout trám tvaru kvádru se čtvercovou podstavou tak, aby osa trámu splývala s osou klády. Jak to provést, aby objem trámu byl co největší?
Předpokládáme, že odřízneme kus s menší podstavou, délka odříznutého kusu bude 
[image: image1111.wmf]x

. Příslušný poloměr bude 
[image: image1112.wmf])
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Vztah plyne z podobnosti trojúhelníků (viz náčrtek). Odtud dále vyplývá:
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Obsah čtvercové podstavy je 
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[image: image1119.wmf](
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[image: image1120.wmf];
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Předpokládejme, že 
[image: image1121.wmf];
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Derivace funkce se anuluje pro 
[image: image1122.wmf];
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funkce tam má maximum (ověřte).
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V případě 
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V případě 
[image: image1130.wmf]0
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[image: image1132.wmf];
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Příklad 5.x.

Buď dána elipsa se středem v počátku o rovnici: 
[image: image1133.wmf];
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 jsou délky poloos. Nechť přímka prochází bodem o souřadnicích: 
[image: image1135.wmf][
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. Máme určit směrnici přímky tak, aby vytínala v elipse co nejdelší tětivu.
[image: image1317.wmf]B

Rovnice přímky je: 
[image: image1136.wmf]b
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, kde 
[image: image1137.wmf]k

 je směrnice přímky.
Nyní najdeme průsečíky přímky a elipsy, tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image1138.wmf];
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[image: image1141.wmf](
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Rovnice má 2 řešení:
[image: image1142.wmf];
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Průsečíky přímky a elipsy jsou: 
[image: image1144.wmf][
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Souřadnice bodů 
[image: image1147.wmf]2
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 vyhovují rovnici elipsy.
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 (sudá funkce)
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+

×

+

-

+

=

+

×

+

-

-

+

+

+

=

4

2

2

2

2

2

3

2

3

2

2

2

4

2

2

2

2

2

5

2

3

2

5

2

3

2

3

2

2

2

)

(

2

2

)

(

2

2

2

2

2

k

k

k

a

b

k

a

k

b

k

b

b

a

k

k

k

a

b

k

a

k

a

k

a

k

a

k

b

k

b

b

a



[image: image1155.wmf](

)

(

)

=

+

×

+

-

+

=

+

×

+

-

+

=

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

)

(

)

2

(

2

)

(

)

2

(

2

k

k

k

a

b

a

b

k

b

k

b

a

k

k

k

a

b

a

b

k

b

k

b

a



[image: image1156.wmf](

)

;

0

;

1

)

(

)

2

(

sgn

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

¹

+

×

+

-

+

×

=

k

k

k

a

b

a

b

k

b

k

b

a


Zde je nutno rozlišit 2 případy.
a) 
[image: image1157.wmf];
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Funkce je pro 
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 rostoucí (derivace kladná),
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[image: image1159.wmf])

0

;

(

-¥

Î

k

 klesající (derivace záporná).
Nejdelší tětiva má délku 
[image: image1160.wmf]b
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Vyřešíme rovnici: 
[image: image1164.wmf];
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Derivace funkce nabývá nulové hodnoty pro 
[image: image1165.wmf];
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Funkce tam nabývá lokálního maxima (ověřte).
Pro délku tětivy platí: 
[image: image1166.wmf];
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Příklad 5.x.

Buď dána elipsa se středem v počátku o rovnici: 
[image: image1167.wmf];
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[image: image1168.wmf]0
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 jsou délky poloos. Máme do elipsy vepsat rovnoramenný trojúhelník tak, aby jeho základna byla rovnoběžná s osou 
[image: image1169.wmf]x

, osa základny splývala s osou 
[image: image1170.wmf]y

 a jeho obsah byl maximální. Jaké rozměry zvolit?

[image: image1318.wmf]C

Délka základny je 
[image: image1171.wmf]z

, výška k základně je 
[image: image1172.wmf]v

. Hlavní vrchol má souřadnice 
[image: image1173.wmf][
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, vrcholy při základně mají souřadnice: 
[image: image1174.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

v

b

z

v

b

z

;

2

,

;

2

.
Předpokládáme, že platí: 
[image: image1175.wmf];
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 protože vrcholy trojúhelníka leží na elipse, musí platit: 
[image: image1176.wmf];
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[image: image1177.wmf](
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[image: image1179.wmf];
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[image: image1180.wmf]=
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[image: image1181.wmf];
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Derivace nabývá nulové hodnoty pro 
[image: image1182.wmf]0
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 nebo pro 
[image: image1183.wmf]b
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. Pro 
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 nabývá funkce minima (nezajímavé), pro 
[image: image1185.wmf]b
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 nabývá funkce maxima (ověřte).

[image: image1186.wmf];
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[image: image1187.wmf];
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Nejlepší je volit rozměry takto: 
[image: image1188.wmf];
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 vrcholy při základně budou mít souřadnice: 
[image: image1189.wmf]ú
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Obsah trojúhelníka bude: 
[image: image1190.wmf];
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Pro délky ramen platí: 
[image: image1191.wmf];
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Pro úhly při základně platí: 
[image: image1192.wmf];
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Poměr obsahu trojúhelníka a obsahu elipsy je: 
[image: image1193.wmf];
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Obsah maximálního vepsaného trojúhelníka je asi 41% obsahu elipsy. Vzorec pro obsah elipsy bude odvozen později.

Pokud bude 
[image: image1194.wmf]r
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, přejde elipsa v kružnici. Obsah trojúhelníka bude 
[image: image1195.wmf];
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[image: image1196.wmf];
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 tedy trojúhelník bude rovnostranný.
Příklad 5.x.

Buď dána parabola o rovnici: 
[image: image1197.wmf];
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 osa 
[image: image1198.wmf]x

 vytíná na parabole úseč. Do úseče vepíšeme obdélník tak, že jedna strana leží na základně. Jak zvolit rozměry obdélníka, aby jeho obsah byl maximální? (náčrtek)
Výška úseče je 
[image: image1199.wmf]d
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, parabola protíná osu 
[image: image1200.wmf]x

 v bodech: 
[image: image1201.wmf][
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, šířka úseče je 
[image: image1202.wmf]c
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. Rozměry obdélníka jsou 
[image: image1203.wmf]b
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.
Souřadnice vrcholů obdélníka jsou: 
[image: image1204.wmf][
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. Pro rozměry obdélníka platí: 
[image: image1205.wmf];
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[image: image1206.wmf];
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Rovnice 
[image: image1207.wmf];
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[image: image1208.wmf];
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nás zajímá jen kladný kořen. Pro 
[image: image1209.wmf]c
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 nabývá funkce maxima (ověřte).
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Rozměry obdélníka je nejlepší volit takto: 
[image: image1211.wmf];
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[image: image1212.wmf];
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Určíme poměr jedné strany ku šířce úseče: 
[image: image1213.wmf];
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Určíme poměr druhé strany ku výšce úseče: 
[image: image1214.wmf];
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Určíme ještě, jakou část plochy úseče zaujímá obdélník.
Plocha parabolické úseče je: 
[image: image1215.wmf];
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 (viz Příklad 8.x.)
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Plocha obdélníka zaujímá asi 58% plochy parabolické úseče.
Příklad 5.x.

Buď dána elipsa se středem v počátku o rovnici: 
[image: image1217.wmf];
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[image: image1218.wmf]0
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 jsou délky poloos. Nechť je dán bod na elipse v 1. kvadrantu 
[image: image1219.wmf][
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[image: image1220.wmf];
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[image: image1221.wmf]0
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. Máme určit takový bod na elipse, aby tečna v tom bodě vymezovala s osami souřadnic trojúhelník s minimálním obsahem. Platí: 
[image: image1222.wmf];
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Rovnice tečny elipsy v daném bodě dotyku je: 
[image: image1223.wmf];
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 průsečíky s osami souřadnic jsou: 
[image: image1224.wmf],
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 Obsah trojúhelníka je: 
[image: image1225.wmf];
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Z rovnice elipsy vyplývá: 
[image: image1226.wmf];
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[image: image1227.wmf];
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[image: image1228.wmf];
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[image: image1229.wmf]=
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[image: image1230.wmf];
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Derivace se anuluje pro 
[image: image1231.wmf];
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 (záporný kořen nás momentálně nezajímá), je tam lokální minimum (ověřte).

[image: image1232.wmf];
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Hledaný bod na elipse je: 
[image: image1233.wmf]ú
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Rovnice tečny je: 
[image: image1235.wmf];
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 průsečíky s osami jsou: 
[image: image1236.wmf][
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Obsah trojúhelníka je: 
[image: image1237.wmf];
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 (minimální obsah).
V ostatních kvadrantech je to podobné.
Je-li speciálně elipsa kružnice (
[image: image1238.wmf]r
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), je hledaný bod dotyku: 
[image: image1239.wmf]ú
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obsah trojúhelníka je 
[image: image1240.wmf];
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Příklad 5.x.

Je dán rovnoramenný lichoběžník, je dána kratší základna 
[image: image1241.wmf]z

, rameno je 
[image: image1242.wmf]a

. Jak musí být dlouhá delší základna, aby jeho obsah byl co největší? (náčrtek)
[image: image1319.wmf]A

Buď 
[image: image1243.wmf]a

 úhel, který svírá rameno s delší základnou.
Pro delší základnu platí: 
[image: image1244.wmf];
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Pro obsah lichoběžníka platí:

[image: image1246.wmf];
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[image: image1247.wmf];
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[image: image1248.wmf]=
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[image: image1249.wmf]);
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[image: image1250.wmf];
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 (nás zajímá kladný kořen)

[image: image1251.wmf];
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Situace se poněkud zjednoduší, pokud bude 
[image: image1252.wmf]a
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[image: image1254.wmf];

2

2

4

2

3

2

9

2

8

~

2

2

2

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

=

=

+

=

+

=

+

+

=



[image: image1255.wmf];
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Příklad 5.x.

Je dána kružnice o poloměru 
[image: image1256.wmf]0

>

R

. Chceme ji „opsat“ rovnoramenný trojúhelník s minimálním obsahem (daná kružnice bude do něj vepsaná, viz náčrtek).
Označme základnu 
[image: image1257.wmf]z

, výšku k základně 
[image: image1258.wmf]v

. Musí platit: 
[image: image1259.wmf];
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Pro délku ramen platí: 
[image: image1260.wmf];

4

2

1

2

2

2

2

2

v

z

v

z

a

+

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

=


[image: image1320.wmf]C

Pro obsah trojúhelníka platí: 
[image: image1261.wmf](
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 odtud dostaneme:

[image: image1262.wmf];
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Po umocnění na druhou dostaneme: 
[image: image1263.wmf]);
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 dále po úpravě: 
[image: image1264.wmf];
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 odtud dostáváme: 
[image: image1265.wmf];
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[image: image1266.wmf];
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[image: image1267.wmf];
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Derivace nabývá nulové hodnoty pro 
[image: image1268.wmf]0
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z

 (nezajímavé) a pro 
[image: image1269.wmf];
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 nás ovšem zajímá jen kladné číslo. Funkce tam nabývá minima (ověřte).
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Rozměry trojúhelníka je nejlepší volit takto: 
[image: image1271.wmf];
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obsah trojúhelníka je: 
[image: image1272.wmf];
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Snadno se ověří, že jde o rovnostranný trojúhelník. Určíme ještě poměr obsahu trojúhelníka ku obsahu kruhu: 
[image: image1273.wmf];
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Obsah trojúhelníka činí asi 165,4% obsahu kruhu.
Příklad 5.x.

Je dána koule o poloměru 
[image: image1274.wmf]0

>

R

. Chceme ji „opsat“ rotační kužel s minimálním objemem (daná koule bude do něj vepsaná, viz náčrtek).

[image: image1321.wmf]A

Poloměr kužele je 
[image: image1275.wmf]K

r

, výška kužele 
[image: image1276.wmf]K

v

. Musí platit: 
[image: image1277.wmf];
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Podobně jako v předchozím příkladu se odvodí, že platí vztah: 
[image: image1278.wmf](
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 po úpravě dostaneme: 
[image: image1279.wmf];
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[image: image1280.wmf];
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[image: image1281.wmf];
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Derivace nabývá nulové hodnoty pro 
[image: image1282.wmf]0
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 (nezajímavé) a pro 
[image: image1283.wmf];
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 nás ovšem zajímá jen kladné číslo. Funkce tam nabývá minima (ověřte).


[image: image1284.wmf];
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Rozměry kužele je nejlepší volit takto: 
[image: image1285.wmf];
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objem kužele je: 
[image: image1286.wmf];
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Určíme ještě poměr objemu kužele ku objemu koule: 
[image: image1287.wmf];
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Objem kužele je dvojnásobek objemu koule (200%).
Použité zdroje:

1) Berman G. H.: Sbornik zadač po kursu matematičeskovo analyza (ruský orig.)

2) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu I

3) Děmidovič B. P.: Sbírka úloh a cvičení z matematické analýzy

4) Jarník V.: Diferenciální počet I

5) Tarasov N. P.: Základy vyšší matematiky (1954)
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