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VI. Věta o střední hodnotě

Věta 6.1. (Rolleova věta)
Buď dána funkce 
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Věta 6.2. (Věta o střední hodnotě, Lagrangeova)
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Věta má jednoduchý geometrický význam (viz náčrtek). Větu o střední hodnotě ještě poněkud zobecníme.

Věta 6.3. (Zobecněná věta o střední hodnotě, Cauchyova)
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Poznámka:

Položíme-li ve větě 6.3. 
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Poznámka:

Následující postup při důkazu předchozí věty je nesprávný.
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neboť číslo 
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Věta 6.4.
Buď dána funkce 
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 na intervalu 
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Důkaz:
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tj. funkce splňuje Lipschicovu podmínku.
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Poznámka:

Pomocí věty o střední hodnotě lze též dokázat větu 5.x. Je-li derivace funkce na intervalu kladná (záporná), je funkce rostoucí (klesající).
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Věta 6.5. (1. L´Hospitalovo pravidlo)
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Zvolme 
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Tedy dostáváme tvrzení: 
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□

Věta 6.6. (2. L´Hospitalovo pravidlo)
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Podobně zvolme 
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Poznámka:

L´Hospitalovo pravidlo platí i v případě, že 
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L´Hospitalovo pravidlo se používá na výpočet limity v případě, že jde o typ 
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 nebo 
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 (tzv. neurčité výrazy). Pravidlo lze užít i opakovaně. Jeho použití si ukážeme na následujících příkladech. Není dobré ho ale používat bezmyšlenkovitě.

Pokud nejde o uvedené typy, nelze pravidlo použít. Někdy se ale podaří příklad na některý z uvedených typů převést.

Při použití L´Hospitalova pravidla se derivuje čitatel i jmenovatel, nejedná se o derivaci podílu.
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Příklad 6.2.
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(viz též př. 3.x.)
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(zobecnění předchozích příkladů)
Poznámka:

Pokud je příslušné číslo 
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násobný kořen polynomu v čitateli i ve jmenovateli, musí se L’Hospitalovo pravidlo použít opakovaně 
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 derivace, přičemž již není kořen 
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Příklad 6.3.
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Zde jsme kombinovali L’Hospitalovo pravidlo s úpravami.
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Poznámka:
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Příklad 6.4.
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(2( opakovaně použito)
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(3( opakovaně použito)
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(2( opakovaně použito)
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Příklad 6.x.
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d) Nechť funkce 
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Bude nutno použít 2( L’Hospitalovo pravidlo.
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Příklad za b) je zobecnění příkladu za a) (
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Napřed provedeme úpravy a pak použijeme L‘Hospitalovo pravidlo.
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Následující příklad nám ukazuje, že není dobré používat L‘Hospitalovo pravidlo „bezmyšlenkovitě“.

Příklad 6.x.
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Zde bylo nutno L´Hospitalovo pravidlo použít 2(, derivováním se výraz stal složitějším. Výpočet byl poměrně komplikovaný. Jednodušší postup je tento:
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Výpočet byl podstatně jednodušší, použili jsme výsledek dřívějšího příkladu.

Ještě komplikovanější by bylo bezmyšlenkovité použití L´Hospitalova pravidla na příklad:
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Derivovat 2( součin 3 funkcí by bylo komplikované. Lze zde též použít podobný trik jako dříve.
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Někdy je dobré kombinovat L´Hospitalovo pravidlo s částečným limitováním a částečnými úpravami, viz následující příklady.
Příklad 6.x.
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(4( použito l´Hospitalovo pravidlo)

i) 
[image: image242.wmf]=

-

-

=

-

-

=

-

-

®

®

®

x

bx

x

bx

x

ab

bx

ab

x

ab

bx

ab

x

ab

bx

a

x

ab

bx

a

x

x

x

cos

cos

cos

1

cos

1

lim

cos

cos

cos

cos

lim

sin

sin

tg

tg

lim

2

2

0

2

2

0

0



[image: image243.wmf]=

-

+

-

=

-

×

×

-

=

®

®

)

cos

(cos

)

cos

)(cos

cos

(cos

lim

)

cos

(cos

cos

cos

cos

cos

lim

0

2

2

2

2

0

x

bx

bx

x

bx

x

x

bx

x

bx

bx

x

x

x



[image: image244.wmf];

2

)

cos

(cos

lim

0

-

=

+

-

=

®

bx

x

x

 (limita nezávisí na parametrech)
Příklad 6.x.
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Tento příklad ještě zobecníme.
Příklad 6.x.
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Příklad 6.x.
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Zde jsme kombinovali l´Hospitalovo pravidlo s úpravami. Derivace vyšších řádů jsou složité.

Příklad 6.x. (důležitý)
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Zde jsme použili 
[image: image252.wmf]´

n

 2. l´Hospitalovo pravidlo.

Také platí:
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Důsledek:

Exponenciála roste (pro 
[image: image254.wmf]+¥

®

x

) rychleji než jakákoli mocnina.

Příklad 6.x. (důležitý)
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Důsledek:

Logaritmus roste (pro 
[image: image257.wmf]+¥

®

x

) pomaleji než jakákoli odmocnina.

Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
[image: image258.wmf];

0

;

ln

lim

0

>

+

®

a

a

x

x

x



[image: image259.wmf])

0

(

;

0

lim

;

ln

lim

0

0

>

=

-¥

=

+

®

+

®

a

a

x

x

x

x

 jde o typ 
[image: image260.wmf])

0

(

¥

×

, převedeme na typ 
[image: image261.wmf]"

"

¥

¥

.


[image: image262.wmf];

0

lim

1

lim

)

(

1

1

lim

ln

lim

ln

lim

0

0

1

0

0

0

=

-

=

-

=

-

×

=

=

+

®

-

+

®

-

-

+

®

-

+

®

+

®

a

a

a

a

a

a

a

a

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Pro 
[image: image263.wmf]1

=

a

 máme: 
[image: image264.wmf];

0

ln

lim

0

=

+

®

x

x

x


Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Použijeme substituci: 
[image: image269.wmf]x

y

1

=

.


[image: image270.wmf];

0

)

ln(

1

lim

ln

lim

0

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

¥

®

+

®

m

y

m

x

by

a

y

x

b

a

x

 (viz předchozí příklad)
Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Pozn.: Je-li 
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Pozn.: Je-li 
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Lze též převést na předchozí případ:
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Lze též převést na předchozí případ:
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Příklad 6.x.
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Příklad lze též počítat i elementárně.
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Příklad 6.x.
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Použili jsme výsledek dřívějšího příkladu.
Někdy použití L’Hospitalova pravidla nevede k cíli, což si ukážeme na následujících příkladech.

Příklad 6.x.
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 (jsme v začarovaném kruhu)
Limitu lze spočítat jednoduše bez použití L’Hospitalova pravidla.
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Příklad 6.x.
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(jsme v začarovaném kruhu), (viz též př. 3.x.)
Příklad 6.x.
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(jsme v začarovaném kruhu), (viz též př. 3.x.)

Příklad 6.x.
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L’Hospitalovo pravidlo zde nevede k cíli, limita ovšem existuje.
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Příklad 6.x.
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Zavedeme některé další pojmy, abychom se mohli účelně vyjadřovat.
Definice 6.x.
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Definice 6.x.
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Důkaz:

Použijeme opakovaně L´Hospitalovo pravidlo.
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□
Z dřívějších příkladů je patrné, že např.
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