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VIII. Riemannův a Newtonův integrál
V minulé kapitole jsme se zabývali neurčitým integrálem, neboli hledáním primitivní funkce. V této kapitole se budeme zabývat určitým integrálem. Definic určitého integrálu je celá řada, zde se omezíme na Riemannův a Newtonův integrál.

Pojednáme o Riemannově integrálu, ačkoli není zrovna nejlepší s ním pracovat. Vystihuje však názorně geometrický význam integrálu. Pak pojednáme o Newtonově integrálu a poukážeme na souvislost mezi nimi. Později (kap. XIV) pojednáme o obecnějším Lebesgueově integrálu.

Definice 8.1.

Buď dán omezený interval 
[image: image1925.wmf]a
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se nazývá dělení intervalu 
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Dále 
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 se nazývá norma dělení intervalu.
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Při dělení se interval rozdělí na několik menších intervalů (dílků). Je-li 
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dělících bodů (včetně krajních), je interval rozdělen na 
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 dílků. Norma dělení je vlastně délka největšího dílku. Zřejmě platí:
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Sjednocení napravo je disjunktní.

Je-li 
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Příklad 8.1.

Uvažujme tuto posloupnost dělení 
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Zřejmě platí: 
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Dělení 
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Příklad 8.1a.

Uvažujme tuto posloupnost dělení 
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Zřejmě platí: 
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nechť: 
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Poznámka:

Pokud jsou mezi dělicími body stejné vzdálenosti, nazývají se dělicí body ekvidistantní. Dělicí body v příkladech 8.1. a 8.1a. jsou ekvidistantní.

Dále se budeme zabývat případem, kdy funkce 
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 je oboustranně omezená na omezeném intervalu 
[image: image40.wmf]R

Ì

ñ

á

b

a

;

 a dáno dělení intervalu 
[image: image41.wmf]D

 (Def. 8.1.).

Položme:
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Pro úplnost ještě položme:
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Zřejmě platí: 
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 (V 1.8.), z omezenosti funkce plyne, že všechna čísla jsou konečná. Toto označení podržíme i nadále.
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Poznámka:

Je-li funkce 
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 na intervalu 
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 neklesající, platí:
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Je-li funkce 
[image: image58.wmf]f

 na intervalu 
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Je-li funkce 
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 na intervalu 
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Je-li funkce 
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 na intervalu 
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Definice 8.2.

Buď dána omezená funkce 
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 definovaná na omezeném intervalu 
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a) dolní součet příslušný dělení 
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b) horní součet příslušný dělení 
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Zřejmě pro každé dělení platí: 
[image: image79.wmf])
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Poznámka:

Je-li 
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Poznámka:

Je-li funkce 
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 na intervalu 
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Je-li funkce 
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 na intervalu 
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Definice 8.3.

Buď dána dělení 
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Jestliže ponecháme původní dělící body a dílčí intervaly dále ještě rozdělíme (tj. přidáme další dělící body), dělení intervalu tím „zjemníme“. Zřejmě platí: 
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Dílčí intervaly dělení 
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 můžeme rozdělit na 2 kategorie. Intervaly 1. kategorie jsou takové intervaly, jejichž vnitřek neobsahuje žádné dělící body dělení 
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Věta 8.1.

Buď dána omezená funkce 
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 definovaná na intervalu 
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Důkaz:

Nechť dělení 
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položme ještě: 
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Platí: 
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 (V 1.8.), tudíž také platí: 
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Dospěli jsme k těmto závěrům: 
[image: image126.wmf]);
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Každým přidáním dělícího bodu dolní součet vzroste (nebo zůstane stejný) a horní součet klesne (nebo zůstane stejný).

Takto budeme postupně přidávat dělící body, až dojdeme k dělení 
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Tedy platí tvrzení.
□
Každým zjemněním dělení tedy dolní součet vzroste (nebo zůstane stejný) a horní součet klesne (nebo zůstane stejný).

Poznámka:

Protože každé dělení je zjemnění triviálního dělení 
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Poznámka:

Funkce 
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 je oboustranně omezená na intervalu 
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Ukázali jsme, že zjemněním dělení dolní součet vzroste nebo zůstane stejný a horní součet klesne nebo zůstane stejný. Přírůstek (pokles) je ale omezen. Nechť 
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Je-li dělení 
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Při zjemnění dělení mají na zvětšení dolního součtu (na zmenšení horního součtu) vliv pouze intervaly 2. kategorie.

Je-li počet intervalů 2. kategorie menší nebo roven 
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Věta 8.2.

Buď dána omezená funkce 
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 definovaná na intervalu 
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Pak dle V 8.1. platí: 
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Věta nám říká, že libovolný dolní součet je menší (nebo je mu roven) než libovolný horní součet.
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Definice 8.4.

Buď dána omezená funkce 
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Definice 8.4a.
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Jestliže existuje Riemannův integrál přes interval 
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Později ukážeme, že spojitá funkce na uzavřeném intervalu 
[image: image171.wmf]ñ

á

b

a

;

 má Riemannův integrál. Je-li funkce 
[image: image172.wmf]f

 na intervalu 
[image: image173.wmf]ñ

á

b

a

;

 spojitá, dle V 3.x. je tam i omezená a dle V 3.x. platí:


[image: image174.wmf];

~

)

(

sup

)

(

max

;

~

)

(

inf

)

(

min

;

;

;

;

V

V

x

f

x

f

M

U

U

x

f

x

f

m

b

a

x

b

a

x

b

a

x

b

a

x

=

=

=

=

=

=

=

=

ñ

á

Î

ñ

á

Î

ñ

á

Î

ñ

á

Î



[image: image175.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

a

b

M

dx

x

f

R

a

b

m

b

a

-

×

£

£

-

×

ò


Věta 8.3.

Buď dána omezená funkce 
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Posloupnost: 
[image: image187.wmf]{

}

);

(

;

1

n

D

n

n

n

D

S

u

u

=

¥

=

 je neklesající (V 8.1.).

Posloupnost: 
[image: image188.wmf]{

}

);

(

;

1

n

H

n

n

n

D

S

v

v

=

¥

=

 je nerostoucí (V 8.1.).

Zřejmě platí: 
[image: image189.wmf]N

Î

"

£

n

v

u

n

n

.

Tudíž dle V 2.x. posloupnosti mají limitu, platí:


[image: image190.wmf]{

}

;

)

(

)

(

)

(

sup

lim

ò

£

Î

=

¥

®

b

a

D

n

D

n

n

dx

x

f

R

n

D

S

u

N



[image: image191.wmf]{

}

;

)

(

)

(

)

(

inf

lim

ò

³

Î

=

¥

®

b

a

H

n

H

n

n

dx

x

f

R

n

D

S

v

N


Zřejmě je posloupnost 
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Poznámka:
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Příklad 8.2.
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Příklad 8.3.
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Tedy v obou případech platí:
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Tento příklad ukazuje, že změna funkční hodnoty v jednom bodě nemá vliv na integrál.
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Příklad 8.4.
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Věta 8.4.

Buď funkce 
[image: image269.wmf]f

 spojitá na intervalu 
[image: image270.wmf]ñ

á

b

a

;

, pak existuje Riemannův integrál: 
[image: image271.wmf]ò

b

a

dx

x

f

R

)

(

)

(

.

Důkaz.

Je-li funkce na uzavřeném intervalu spojitá, je tam i omezená (V 3.x.).

Zvolme dělení 
[image: image272.wmf]b

x

x

x

x

x

a

D

n

n

=

<

<

<

<

<

=

-

1

2

1

0

:

K

, dále zvolme čísla 
[image: image273.wmf];

,

,

1

);

;

(

1

n

j

x

x

j

j

j

K

=

Î

-

x

 buď dáno 
[image: image274.wmf]0

>

e

. Protože funkce 
[image: image275.wmf]f

 je spojitá, existují 
[image: image276.wmf]j

d

 tak, že platí: 
[image: image277.wmf];

,

,

1

)

(

)

(

)

(

n

j

f

x

f

f

x

j

j

j

j

j

j

K

=

"

+

<

<

-

Þ

+

<

<

-

e

x

e

x

d

x

d

x

 Dělení a čísla 
[image: image278.wmf]j

d

 volme tak, aby platilo: 
[image: image279.wmf]j

j

j

j

j

j

j

x

x

d

x

x

d

x

+

£

<

<

£

-

-

1

 tj. 
[image: image280.wmf])

;

(

)

;

(

1

j

j

j

j

j

j

x

x

d

x

d

x

+

-

Ì

-

, tj. 
[image: image281.wmf];

,

,

1

2

)

(

n

j

D

j

K

=

"

<

d

n

 Pak také platí:


[image: image282.wmf];

,

,

1

;

)

(

)

(

)

(

n

j

f

V

f

U

f

j

j

j

j

j

K

=

+

£

£

£

£

-

e

x

x

e

x



[image: image283.wmf]);

(

)

(

)

(

)

)

(

(

)

(

1

1

1

1

a

b

x

f

x

x

f

x

f

D

S

n

j

j

j

n

j

j

n

j

j

j

n

j

j

j

D

-

×

-

D

=

D

×

-

D

=

D

×

-

³

å

å

å

å

=

=

=

=

e

x

e

x

e

x



[image: image284.wmf]);

(

)

(

)

(

)

)

(

(

)

(

1

1

1

1

a

b

x

f

x

x

f

x

f

D

S

n

j

j

j

n

j

j

n

j

j

j

n

j

j

j

H

-

×

+

D

=

D

×

+

D

=

D

×

+

£

å

å

å

å

=

=

=

=

e

x

e

x

e

x



[image: image285.wmf]);

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

a

b

x

f

D

S

x

f

D

S

a

b

x

f

n

j

j

j

H

n

j

j

j

D

n

j

j

j

-

×

+

D

£

£

D

£

£

-

×

-

D

å

å

å

=

=

=

e

x

x

e

x



[image: image286.wmf]);

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

D

S

dx

x

f

R

dx

x

f

R

D

S

H

b

a

H

b

a

D

D

£

£

£

ò

ò



[image: image287.wmf]);

(

2

)

(

)

(

0

a

b

D

S

D

S

D

H

-

×

£

-

£

e


Tedy také platí: 
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Příklad 8.5.

Vypočtěme integrál z lineární funkce 
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Funkce je na intervalu spojitá a rostoucí.

Uvažujme posloupnost dělení 
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(použili jsme známý vzorec: 
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Příklad 8.6.

Vypočtěme integrál z Dirichletovy funkce přes interval 
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 (Př. 3.x.)
Dirichletova funkce 
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Vzhledem k tomu že každý interval obsahuje jak racionální tak iracionální čísla, platí pro libovolné dělení 
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Riemannův integrál tedy neexistuje.

Věta 8.5.

Nechť funkce 
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Buď dáno D dělení intervalu 
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Věta 8.6.

Nechť funkce 
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(Věta říká toto: Změníme-li funkční hodnoty v konečně mnoha bodech, integrál funkce přes interval se nezmění.)
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Intervaly dělení 
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 rozdělíme na 2 druhy. Interval 1. druhu je takový interval, jehož vnitřek neobsahuje žádný prvek množiny 
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Volme dělení tak, aby každý dělící interval obsahoval nejvýše jeden prvek množiny 
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. Intervalů 2. druhu je nejvýše 
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Položme ještě: 
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Tedy platí (V 8.3.):
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Věta 8.7.
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viz V 8.5. bod 5. Funkce 
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 Lipschicovu podmínku.

3) Existuje-li limita funkce 
[image: image422.wmf]f

 zprava v bodě 
[image: image423.wmf])

;

0

b

a

x

á

Î

, platí:

[image: image424.wmf]);

(

)

(

lim

)

(

sup

lim

)

(

inf

lim

0

0

0

0

+

=

=

=

+

®

+

®

+

®

x

f

x

f

x

f

x

f

x

x

x

x

x

x



[image: image425.wmf](

)

;

)

(

1

lim

)

(

)

(

1

lim

)

(

0

0

0

0

0

0

0

ò

+

+

®

+

®

+

=

-

+

=

¢

h

x

x

h

h

dt

t

f

h

x

F

h

x

F

h

x

F

 přičemž

[image: image426.wmf]{

}

{

}

;

)

;

(

)

(

sup

)

(

1

)

;

(

)

(

inf

0

0

0

0

0

0

h

x

x

t

t

f

dt

t

f

h

h

x

x

t

t

f

h

x

x

+

Î

£

£

+

Î

ò

+


vzhledem k předchozí rovnosti platí: 
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4) Existuje-li limita funkce 
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 zleva v bodě 
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vzhledem k předchozí rovnosti platí: 
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5) Existuje-li oboustranná limita funkce 
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6) Je-li funkce 
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 spojitá zprava v bodě 
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 (bod 3)

7) Je-li funkce 
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 spojitá zleva v bodě 
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8) Je-li funkce 
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 spojitá oboustranně v bodě 
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□
Z věty 8.7. vyplývá, že funkce 
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Poznámka:

Z Lipschicovy podmínky sice plyne spojitost, ale zastřela by se jistá idea.

Poznámka:

Bod 6) věty 8.7. by šlo též dokázat takto: Zvolme 
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Bod 7) věty 8.7. by šlo též dokázat takto: Zvolme 
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Nyní již můžeme dokázat tvrzení z kapitoly 7, že ke každé spojité funkci existuje funkce primitivní.

Věta 8.8.

Ke každé spojité funkci na intervalu 
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Důkaz:

Je-li funkce na uzavřeném intervalu 
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Poznámka:

Funkce 
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Také se ji říká neurčitý Riemannův integrál.

Příklad 8.7.

Funkce 
[image: image475.wmf]F

 bude definovaná Riemannovým integrálem (viz dříve).

a) Je-li 
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 funkce z příkladu 8.2. je:

[image: image477.wmf];

;

);

(

)

(

);

(

)

(

ñ

á

Î

"

=

=

¢

-

×

=

b

a

x

x

f

C

x

F

a

x

C

x

F


b) Je-li 
[image: image478.wmf]f

 funkce z příkladu 8.3. je:
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c) Je-li 
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 funkce z příkladu 8.4. je:
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Funkce 
[image: image482.wmf]F

 je v bodě 
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 spojitá, má tam hrot, 
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d) Je-li 
[image: image485.wmf]f

 funkce z příkladu 8.5. je: 
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Geometrický význam Riemannova integrálu z nezáporné funkce je jasný. Je to plocha „pod grafem“, tj. plocha vymezená osou 
[image: image487.wmf]x

, svislicemi 
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 a grafem funkce. Je-li funkce záporná, bere se plocha mezi grafem a osou 
[image: image489.wmf]x

 záporně.

Provedeme-li dělení intervalu, nahrazuje se plocha „pod grafem“ součtem obsahů obdélníků. Z obrázku je patrné toto: Bude-li počet dělících bodů „neomezeně“ vzrůstat a délky dílčích intervalů „půjdou k nule“, bude se součet obsahů obdélníků (jak horní tak dolní) „blížit“ k velikosti plochy „pod grafem“, tj. k hodnotě Riemannova integrálu funkce.
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O velikosti „plochy pod grafem“ máme představu, v následující definici to upřesníme.

Definice 8.5.

Buď dána omezená funkce 
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Geometrický význam je jasný. Podmínka 1) nám říká, že plocha „pod grafem“ konstantní funkce je rovná ploše obdélníka. Podmínka 2) nám říká, že plochu „pod grafem“ můžeme „svislicí rozdělit na 2 díly“, také ji můžeme „rozdělit“ na libovolný konečný počet dílků. Podmínka 3) nám říká toto: Je-li graf funkce 
[image: image496.wmf]f

 pod grafem funkce 
[image: image497.wmf]g

, je také plocha „pod grafem funkce 
[image: image498.wmf]f

“ menší než plocha „pod grafem funkce 
[image: image499.wmf]g

“.

Věta 8.9.

Podmínkám plochy z definice 8.5. lze vyhovět právě jedním způsobem a to Riemannovým integrálem.
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Důkaz:

Riemannův integrál vyhovuje podmínkám 1), 2), 3) (viz Př. 8.2. V 8.5., pozn. za větou)

Ukážeme, že podmínkám vyhovuje pouze Riemannův integrál. Buď dáno 
[image: image501.wmf]D

 dělení intervalu 
[image: image502.wmf]ñ

á

b

a

;

: 
[image: image503.wmf]b

x

x

x

x

x

a

n

n

=

<

<

<

<

<

=

-

1

2

1

0

K

 (Def. 8.1). Podmínku 2) lze též vyjádřit takto: 
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Také platí: 
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 (podm. 1), 3)), tudíž: 
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Protože to platí pro každé dělení, je též:
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□

Definice 8.x.

Buď dána funkce 
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 na intervalu 
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 (Def. 7.1.). Pak Newtonův integrál funkce 
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Platí tedy: 
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Definice je korektní, neboť hodnota určitého integrálu (Newtonova) nezávisí na volbě primitivní funkce (ověřte).

Dále dodefinujme: 
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Věta 8.x.

Buď dána omezená funkce 
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 na intervalu 
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Důkaz:

Zvolme dělení intervalu 
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 primitivní funkce k funkci 
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, tj. platí: 
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 (Věta o střední hodnotě, V 6.x.)

Dále platí: 
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, tj. pro každé dělení intervalu platí: 
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□

Důležitá je následující věta:

Věta 8.x.
Buď dána spojitá funkce 
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 na uzavřeném intervalu 
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Důkaz:

Spojitá funkce je na uzavřeném intervalu též omezená (V 3.x), tedy má Riemannův integrál. Ke spojité funkci existuje primitivní funkce, tudíž existuje Newtonův integrál. Rovnost je zřejmá z předchozí věty.
□

Věta 8.x. (integrace per partes pro určité integrály)

Nechť funkce 
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Důkaz:

Protože platí: 
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Odtud již snadno plyne tvrzení.
□

Věta 8.x. (substituce pro určité integrály)

1) Nechť funkce 
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má-li aspoň jeden výraz smysl.

2) Nechť 
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má-li aspoň jeden výraz smysl.

Důkaz:

Buď 
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Protože také platí: 
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Pozor: Při použití substituční metody pro určité integrály je nutno vyměnit meze.

Integrální počet můžeme použít k výpočtu velikostí ploch, protože určitý integrál je geometricky plocha „pod grafem funkce“.

Poznámka:
Integrál z omezené funkce přes omezený interval se nazývá vlastní, pokud existuje. Již víme, že integrál ze spojité funkce na uzavřeném omezeném intervalu vždy existuje konečný. Integrál z funkce přes neomezený interval se nazývá nevlastní integrál vlivem meze. Integrál z neomezené funkce se nazývá nevlastní integrál vlivem funkce. Vlastní integrál má konečnou hodnotu. Nevlastní integrál může mít konečnou i nekonečnou hodnotu (viz dále).

Příklad 8.x.

1) Vypočtěme integrál: 
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  (obsah trojúhelníka)

2) Vypočtěme integrál: 
[image: image588.wmf];
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3) Vypočtěme integrál: 
[image: image589.wmf];
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4) Vypočtěme integrál: 
[image: image590.wmf];
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5) Vypočtěme integrál: 
[image: image591.wmf];
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6) Vypočtěme integrál: 
[image: image592.wmf];
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7) Vypočtěme integrál: 
[image: image593.wmf];
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8) Vypočtěme integrál: 
[image: image594.wmf];
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9) Předchozí příklad zobecníme, nechť 
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Je snadné uvedené výsledky interpretovat geometricky (proveďte).

Příklad 8.x.
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 (obsah obdélníka) (též Př. 8.2.)
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(obsah lichoběžníka) (Též. Př. 8.5.)
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 (obsah trojúhelníka)

4) 
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Příklad 8.x.

Určeme obsah obrazce, který je ohraničen parabolou: 
[image: image602.wmf]2
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 a přímkou o rovnici: 
[image: image603.wmf]2
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 (viz náčrtek).

Napřed určíme průsečíky přímky a paraboly, tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image604.wmf];
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2

;

1

2

1

=

-

=

x

x

 souřadnice průsečíků přímky a paraboly jsou: 
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Obsah plochy mezi přímkou a parabolou je 4,5 čtverečního dílku.
Určeme obsah obrazce, který je ohraničen parabolou: 
[image: image610.wmf]2
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 a přímkou o rovnici: 
[image: image611.wmf]2
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 (viz náčrtek).

Napřed určíme průsečíky přímky a paraboly, tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image612.wmf];
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Obsah plochy mezi přímkou a parabolou je 4,5 čtverečního dílku.

Příklad 8.x.

Určeme obsah obrazce, který je ohraničen parabolami o rovnicích: 
[image: image618.wmf];
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 (viz náčrtek).
Napřed určíme průsečíky parabol, tj. vyřešíme rovnici: 
[image: image619.wmf];
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 Zde je řešení hned zřejmé, rovnice má 2 kořeny 
[image: image621.wmf];
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]

[

]

3

;

3

,

0

;

0

2

1

=

=

P

P

. Paraboly se protínají v počátku soustavy souřadné. Budeme tedy integrovat přes interval 
[image: image623.wmf]ñ

á

3

;

0

.

[image: image624.wmf];

9

18

27

3

2

3

)

2

6

(

))

2

(

)

4

((

3

0

3

2

3

0

2

3

0

2

2

=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

-

-

-

ò

ò

x

x

dx

x

x

dx

x

x

x

x


Obsah plochy mezi parabolami je 9 čtverečních dílků.
Příklad 8.x.

Určeme obsah obrazce, který je ohraničen parabolami: 
[image: image625.wmf];
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Paraboly se protínají v bodech: 
[image: image626.wmf][
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 (také šlo použít výsledky předchozích příkladů)
Příklad 8.x.

Odvodíme vzorec pro obsah kruhu. K výpočtu použijeme výsledek příkladu 7.x.
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Tímto jsme vypočetli obsah půlkruhu, neboť graf funkce 
[image: image629.wmf]2
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 je horní půlkružnice se středem v počátku a poloměru 
[image: image630.wmf]R

 (viz náčrtek).
Obsah kruhu je tedy:


[image: image631.wmf];
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Příklad by šlo též řešit pomocí věty o substituci pro určité integrály.
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[image: image633.wmf];
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(substituce: 
[image: image634.wmf];
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Příklad 8.x.

Odvodíme vzorec pro obsah elipsy.
Rovnice elipsy je: 
[image: image635.wmf];
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[image: image636.wmf]0
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 jsou délky poloos elipsy.
Graf funkce 
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 je horní půlelipsa.
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Postup je stejný jako v předchozím příkladě. Vypočetli jsme obsah půlelipsy.
Obsah elipsy je tedy:

[image: image639.wmf];
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Příklad 8.x.

[image: image1892.wmf]2
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Odvodíme vzorec pro obsah kruhové úseče.
Nechť poloměr kružnice je 
[image: image640.wmf]0
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Odtud dále dostaneme:

[image: image645.wmf];
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Volíme znaménko +, protože se jedná o horní oblouk.
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[image: image647.wmf]);
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[image: image651.wmf];
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[image: image652.wmf];
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Průsečíky s osou 
[image: image653.wmf]x

 jsou: 
[image: image654.wmf][
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 Délka tětivy je: 
[image: image655.wmf];
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 Obsah úseče určíme pomocí integrálu. Použijeme též výsledek příkladu 7.x.
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[image: image658.wmf]);
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[image: image659.wmf]);
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Příklad by šlo také řešit bez použití integrálů. Obsah kruhové úseče získáme tak, že od obsahu kruhé výseče odečteme obsah tojúhelníka.
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[image: image661.wmf]a

 je úhel vyjádřený v radiánech.
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Speciálně pro 
[image: image663.wmf]p
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[image: image664.wmf];
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 (obsah půlkruhu)
Speciálně pro 
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 máme: 
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Délku tětivy lze určit též dle kosinové věty.
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[image: image668.wmf];
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Příklad 8.x.

Určeme obsah trojúhelníka, který je určen vrcholy: 
[image: image669.wmf][
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 (náčrtek). Je to pravoúhlý trojúhelník. (
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Jde o integrál z funkce 
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(substituce 
[image: image674.wmf];
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Bez použití substituce by byl výpočet delší.
Určeme obsah trojúhelníka, který je určen vrcholy: 
[image: image675.wmf][
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 (náčrtek). Je to pravoúhlý trojúhelník. (
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[image: image679.wmf];

2

1

2

1

1

0

2

1

0

0

1

0

bh

w

bh

dw

w

bh

dw

w

bh

dx

b

x

h

P

b

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ò

ò

ò

D


(substituce 
[image: image680.wmf];
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Bez použití substituce by byl výpočet delší.

Příklad 8.x.

Určeme obsah trojúhelníka, který je určen vrcholy: 
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Výpočet rozdělíme na 2 integrály:
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Bez použití substituce by byl výpočet delší.

Příklad 8.x.

Vypočtěme integrály: 
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Poslední integrál vyšel nulový proto, že funkce kosinus je v intervalu 
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrály: 
[image: image697.wmf];
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Příklad 8.x.

Je-li 
[image: image700.wmf]f

 lichá funkce, platí: 
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Primitivní funkce (k funkci 
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) je sudá, tj.
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Plochy jsou navzájem opačné, tak se „vyruší“.
Příklad 8.x.

Je-li 
[image: image706.wmf]f

 sudá funkce, platí: 
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Existuje primitivní funkce (k funkci 
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Plochy jsou stejné, tak se zdvojnásobí.
Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Dostáváme důležitý výsledek:
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Příklad bylo možno též řešit užitím výsledků příkladu 7.x.

Položíme-li speciálně 
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Dále tento příklad zobecníme.

Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Předpokládejme, že 
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4

2

2

2

arctg

2

2

b

ac

D

D

ay

D

-

=

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

=

+¥

¥

-

p

p


(substituce: 
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Dostáváme důležitý výsledek:
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Položíme-li speciálně 
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Vypočteme další integrály s využitím výsledku příkladu 7.x.
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9

3

4

3

3

4

3

2

3

2

6

2

3

2

3

1

2

arctg

3

2

1

1

0

0

2

p

p

p

p

p

=

=

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

+

-

+¥

+¥

ò

x

dx

x

x
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[image: image743.wmf];
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Analogicky se vypočte:
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Zobecněný přírůstek zde nemá smysl, ale lze to obejít tímto trikem:
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V tomto případě říkáme, že integrál existuje ve smyslu hlavní hodnoty. Dále tento příklad ještě zobecníme.

Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme-li podobný trik jako dříve, dostaneme:
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Dostáváme tento výsledek:
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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K výpočtu použijeme výsledek příkladu 7.x. předpokládejme napřed, že 
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Dá se očekávat, že výsledek bude platit i pro 
[image: image773.wmf]b
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Dostáváme tento výsledek:
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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K výpočtu použijeme výsledek předchozího příkladu.
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Dostáváme tento výsledek:
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 Výsledek platí i pro 
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Vyjdeme z rovnost odvozené v příkladu 7.x., dostaneme:
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Odtud dostaneme indukcí:

[image: image791.wmf];
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(viz též příklad 16.x, 17.x.)
Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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K výpočtu použijeme výsledek příkladu 7.x. předpokládejme napřed, že 
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Dá se očekávat, že výsledek bude platit i pro 
[image: image798.wmf]b
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Dostáváme tento výsledek:
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Je-li 
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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K výpočtu použijeme výsledek předchozího příkladu.
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Dostáváme tento výsledek:
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 Výsledek platí i pro 
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Příklad 8.x. (důležitý)

Vypočtěme integrál: 
[image: image811.wmf];
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Dostáváme tento výsledek:
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Příklad 8.x. (důležitý)

Vypočtěme integrál: 
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Zřejmě je 
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Nyní použijeme metodu per partes.
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(per partes: 
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 (viz Př. 6.x.)

Dostali jsme tedy rekurentní vzorec: 
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Poznámka:

Později (kapitola XVII) bude pojednáno o funkci Gama, což je zobecnění faktoriálu, definuje se takto: 
[image: image822.wmf];
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Příklad 8.x. (důležitý)

Vypočtěme integrál: 
[image: image823.wmf];
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Platí toto:
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Nyní použijeme metodu per partes 2 způsoby:
1) položíme: 
[image: image826.wmf];
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Dostali jsme rekurentní vzorec: 
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Podobně postupujeme dále, dostaneme:
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2) položíme: 
[image: image834.wmf];
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Dostali jsme rekurentní vzorec: 
[image: image837.wmf];
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Podobně postupujeme dále, dostaneme:
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Výsledek:
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Poznámka:

Později (kapitola XVII) bude pojednáno o funkci Beta, platí: 
[image: image843.wmf];
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Příklad 8.x.

Určíme integrály: 
[image: image844.wmf];
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Máme tedy: 
[image: image847.wmf];
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 (viz též př. 8.x.) Později ukážeme, že platí: 
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Použijeme vztahy z příkladu 7.x. Rozlišíme případy, kdy 
[image: image849.wmf]n

 je sudé a kdy je liché.
Připomeneme si označení: 
[image: image850.wmf];
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Platí: 
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Protože platí: 
[image: image864.wmf];
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který je znám jako Wallisova formule: 
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Wallisovu formuli můžeme ještě upravit několika způsoby.
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Dostáváme tak další součinové vyjádření čísla 
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Z Wallisovy formule dále vyplývá: 
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrály: 
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Použijeme výsledek z příkladu 7.x., rozlišíme 2 případy:
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Příklad 8.x.

Vypočteme integrály: 
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Použijeme metodu per partes pro určité integrály,
položme: 
[image: image888.wmf];
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Máme tyto rovnice:
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řešením je: 
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Získali jsme tyto výsledky:

[image: image893.wmf];
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Je-li speciálně 
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Poznámka:
Trochu předběhneme a použijeme identitu (bude odvozena v kap. X), která umožní snáze vypočítat předchozí integrály.


[image: image896.wmf];

sin

cos

;

sin

cos

x

i

x

e

x

i

x

e

ix

ix

-

=

+

=

-


Odtud dále vyplývá: 
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Předpoklad 
[image: image902.wmf]0
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 je nutný. Výpočet jsme provedli „na dluh“.
Příklad 8.x.

Vypočteme integrály: 
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Zde je nutno předpokládat více, tj. 
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Výsledky vyšly podobné, akorát ve jmenovateli je místo součtu rozdíl.
Příklad 8.x.

Vypočteme integrály: 
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Použijeme výsledky příkladů: 7.x., 7.x.
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Platí: 
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Zajímavé je, že oba výsledky jsou stejné.
Příklad 8.x.

Vypočteme integrály: 
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Použijeme výsledky příkladů: 7.x., 7.x.

Provedeme pomocné výpočty. Vyjdeme ze vzorce: 
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Položme: 
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 dostaneme kvadratickou rovnici, která má řešení: 
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 dostaneme kvadratickou rovnici, která má řešení: 
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Poznámka: Vyšel dvojnásobek výsledku v předchozím příkladu, což je pochopitelné.
Příklad 8.x.

Vypočteme integrály: 
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Použijeme výsledky příkladů: 7.x., 7.x.
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Poznámka: Vyšel dvojnásobek výsledku v předchozím příkladu, což je pochopitelné.

Příklad 8.x.

Vypočteme integrál: 
[image: image952.wmf];
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Zkusíme jiný postup (př. 7.x.).
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Příklad 8.x.

Vypočteme integrál: 
[image: image954.wmf];
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Použijeme výsledky příkladu 7.x.,
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Platí: 
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Příklad 8.x.

Vypočteme integrál: 
[image: image958.wmf];

1

1

0

3

ò

+¥

+

dx

x


Použijeme výsledky příkladu 7.x.,
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Platí: 
[image: image961.wmf];
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Příklad 8.x.

Vypočtěme obsah obrazce, který je vymezen následujícími přímkami:
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 (viz náčrtek)
Určíme souřadnice jednotlivých bodů (vyřešíme soustavu rovnic).
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Určíme obsah čtyřúhelníku 
[image: image965.wmf]ABCD

.

[image: image1893.wmf]1

x


úsek od A do B

[image: image966.wmf](

)

(

)

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

=

-

+

=

-

-

+

+

+

+

+

+

ò

ò

1

1

1

1

1

1

2

)

1

(

)

)

1

(

)

(

2

a

b

a

b

a

b

b

b

b

a

a

a

a

a

a

ax

x

dx

a

x

dx

x

a

x



[image: image967.wmf];

1

2

1

1

)

1

(

2

1

1

)

1

(

2

1

)

1

(

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

+

×

+

+

-

+

×

+

=

+

+

+

-

+

-

+

×

+

=

b

a

a

b

b

b

a

a

b

a

a

a

a

a

a

a


úsek od B do D
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Součet všech tří integrálů dá toto:
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Výpočet byl poměrně zdlouhavý, ukážeme si jednodušší řešení. Trochu předběhneme, uděláme to přes dvojný integrál (viz kap. 15). Zavedeme polární souřadnice.
Přímka o rovnici 
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Vyšel nám stejný výsledek, ale výpočet nebyl tak zdlouhavý.
Příklad 8.x.

Vypočtěme obsah obrazce, který je vymezen následujícími křivkami:
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 (viz náčrtek)
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Příklad 8.x.

Vypočtěme obsah obrazce omezeného následujícími křivkami:
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Určíme obsah obrazce s krajními body 
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Určíme souřadnice jednotlivých bodů (vyřešíme soustavu rovnic).
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Rozlišíme 2 případy, 
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Předpokládejme nyní, že 
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 „bod B je před bodem D“.
Vypočítáme 3 integrály.
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Součet 3 integrálů dá toto:
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Předpokládejme nyní, že 
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 „bod B je za bodem D“.

Vypočítáme 3 integrály.
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Součet 3 integrálů dá toto:
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V obou případech vyšel stejný výsledek. Výpočet byl poměrně zdlouhavý, v  příkladu 15.x. je jednodušší řešení přes dvojný integrál. Ještě si ukážeme zobecnění.
Příklad 8.x.

Vypočtěme obsah obrazce omezeného následujícími křivkami:
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Určíme obsah obrazce s krajními body 
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.

Určíme souřadnice jednotlivých bodů (vyřešíme soustavu rovnic).
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Rozlišíme 2 případy, 
[image: image1011.wmf];
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Předpokládejme nyní, že 
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 „bod B je před bodem D“.

Vypočítáme 3 integrály.
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Součet 3 integrálů dá toto:
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Předpokládejme nyní, že 
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 „bod B je za bodem D“.

Vypočítáme 3 integrály.
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Součet 3 integrálů dá toto:
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[image: image1028.wmf];
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V obou případech vyšel stejný výsledek. Výpočet byl poměrně zdlouhavý, v  příkladu 15.x. je jednodušší řešení přes dvojný integrál.
Příklad 8.x.
Vypočtěme integrály: 
[image: image1029.wmf];

)

ln(cos

;

)

ln(sin

2

2

0

0

ò

ò

p

p

dx

x

dx

x


Integrály nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární. Pomůžeme si následujícím trikem:
Použijeme vztahy: 
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(substituce: 
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Integrály mají tedy stejnou hodnotu, platí rovnost: 
[image: image1033.wmf];
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Také je zřejmé, že integrály mají zápornou hodnotu, neboť 
[image: image1034.wmf];
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Dále platí: 
[image: image1037.wmf];
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Nadále použijeme vzorec: 
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(substituce: 
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Dále dostaneme:
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Získali jsme tedy tyto výsledky:
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Získáme další výsledky:
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Příklad 8.x.

Vypočtěme integrál: 
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Vzhledem k periodicitě funkce 
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Příklad 8.a.

Vypočtěme integrál: 
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Vzhledem k periodicitě funkce 
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Vzorec pro délku hladké křivky, která představuje graf funkce, je následující:
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Příklad 8.x.

Určeme délku kružnice.

Napřed určíme délku horní půlkružnice, 
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Příklad 8.x.

Určeme délku řetězovky o rovnici 
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Příklad 8.x.

Určeme délku oblouku paraboly o rovnici: 
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Použili jsme výsledek příkladu 7.x.
Zde vidíme, jak je vzorec pro délku oblouku paraboly složitý.
Již víme, že spojitá funkce má přes uzavřený omezený interval konečný integrál. Při výpočtu integrálu je vždy nutno ověřit spojitost integrované funkce. Pokud to neuděláme, můžeme dojít k nesprávným výsledkům, což si ukážeme na následujících příkladech.

Příklad 8.x.
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Tento výsledek je ovšem nesprávný, protože integrovaná funkce 
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x

 není v 
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 spojitá. Správný postup je tento:
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Platí: 
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Integrál je nutno rozdělit na dva, přičemž oba jsou nevlastní (vlivem funkce) a divergentní. U primitivní funkce 
[image: image1133.wmf]x
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 je nutno brát jednou limitu zleva, podruhé zprava. Limita zleva a zprava se nerovnají.
Příklad 8.x.
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Tentokrát nám náhodou vyšel správný výsledek, i když postup je nesprávný. Integrovaná funkce 
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 není v 
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 spojitá. Správný postup je tento:
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Platí: 
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Primitivní funkce má v 
[image: image1139.wmf]0

 stejnou limitu zprava i zleva, i když není v 
[image: image1140.wmf]0

 definovaná.
Jedná se o součet dvou nevlastních konvergentních integrálů (vlivem funkce).
Příklad 8.x.
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Tento výsledek je ovšem nesprávný, protože integrovaná funkce 
[image: image1142.wmf]x
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 není v 
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 spojitá. Správný postup je tento:
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Daný integrál tedy neexistuje, přitom platí:
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Zvolme nyní 
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Příklad 8.x.
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Tentokrát nám náhodou vyšel správný výsledek, i když postup není zcela správný. Integrovaná funkce 
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 spojitá. Správný postup je tento:
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Primitivní funkce 
[image: image1153.wmf]3
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x

 ovšem v 
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 spojitá je. Zde jde o dva nevlastní konvergentní integrály.
Příklad 8.x.
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Příklad 8.x.

Vypočteme integrály: 
[image: image1159.wmf];
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Kdybychom bezmyšlenkovitě použili substituci 
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, dospěli bychom k chybným výsledkům.
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Substituci 
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 nemůžeme použít v žádném intervalu, který obsahuje bod 
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, neboť tam není funkce tangens definována. Správný je následující postup.
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Platí toto: 
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Také lze v intervalu 
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Platí toto: 
[image: image1176.wmf];
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Ukážeme si výpočet určitého integrálu (obsahu plochy), je-li funkce zadaná parametricky.
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Také platí: 
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 (věta o derivaci složené funkce). Nechť platí: 
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Příklad 8.x.

Odvodíme vzorec pro obsah elipsy ještě jinak.
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Příklad 8.x.

Vypočtěme obsah plochy vymezené jedním obloukem cykloidy a osou 
[image: image1185.wmf]x

.

[image: image1186.wmf];

0

;

2

;

0

);

cos

1

(

)

(

);

sin

(

)

(

>

ñ

á

Î

-

=

-

=

a

t

t

a

t

y

t

t

a

t

x

p
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Ukážeme si také výpočet délky křivky, je-li funkce zadaná parametricky.
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je-li 
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Podobným způsobem můžeme určit i délku křivky v prostoru.
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Příklad 8.x.

Odvodíme vzorec pro délku kružnice ještě jinak.
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Kdybychom chtěli odvodit vzorec pro délku elipsy, narazíme na problém.

[image: image1197.wmf];
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 Tento integrál neumíme spočítat, pokud 
[image: image1198.wmf]b
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Příklad 8.x.

Vypočtěme délku jednoho oblouku cykloidy.
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Příklad 8.x.

Vypočtěme délku jednoho závitu závitnice.
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[image: image1202.wmf];
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Příklad 8.x.

Určeme délku prostorové křivky dané parametricky: 
[image: image1204.wmf];

2

)

(

;

3

)

(

;

3

)

(

3

2

t

t

z

t

t

y

t

t

x

=

=

=

 mezi body: 
[image: image1205.wmf][

]

[

]

2

;

3

;

3

,

0

;

0

;

0

, tj. 
[image: image1206.wmf]ñ

á

Î

1

;

0

t

.

[image: image1207.wmf];

6

)

(

;

6

)

(

;

3

)

(

2

t

t

z

t

t

y

t

x

=

¢

=

¢

=

¢



[image: image1208.wmf]=
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Ukážeme si také některé aplikace integrálů, např. ve fyzice (více o tom viz kap. 15).
Příklad:
Určeme hmotnost tyče překrývající interval 
[image: image1210.wmf]ñ
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, kde délková hustota 
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(

x

r

 závisí na poloze.


[image: image1212.wmf];

)

(

ò

=

b

a

dx

x

m

r


Je-li speciálně tyč homogenní, je hustota konstantní, tj. 
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Souřadnice těžiště se počítá následovně:
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kde 
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 je statický moment tyče vzhledem k počátku.

Podobně 
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 je statický moment vzhledem k bodu 
[image: image1218.wmf]0

x

.
Zřejmě platí: 
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Také platí: 
[image: image1220.wmf];
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Statický moment vzhledem k těžišti je roven nule.
Je-li speciálně tyč homogenní, je hustota konstantní, tj. 
[image: image1221.wmf]r
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[image: image1223.wmf];

2

2

1

2

2

0

b

a

a

b

a

b

m

M

x

T

+

=

-

-

×

=

=


Hustota se v podílu vykrátí.
Příklad:

Určeme moment setrvačnosti tyče překrývající interval 
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 vzhledem k počátku, kde délková hustota 
[image: image1225.wmf])
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Je-li speciálně tyč homogenní, je hustota konstantní, tj. 
[image: image1227.wmf]r
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Podobně 
[image: image1229.wmf];
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 je moment setrvačnosti vzhledem k bodu 
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Nyní odvodíme důležitý vztah.
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[image: image1232.wmf]=
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[image: image1233.wmf];
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vzhledem k tomu, že 
[image: image1234.wmf];
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Dostali jsme tedy vztah: 
[image: image1235.wmf];
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Tento vztah je znám jako Steinerova věta.
Nejmenší je moment setrvačnosti vzhledem k těžišti.

Příklad:

Určeme hmotnost a těžiště tyče délky 
[image: image1236.wmf]m

l

10

=

, kde hustota závisí na vzdálenosti od konce tyče vztahem: 
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Položme: 
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[image: image1241.wmf];
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Pokud to vezmeme z „druhého konce“, máme hustotu: 
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[image: image1244.wmf][
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[image: image1245.wmf];
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Numerický výpočet integrálu

Také si ukážeme numerický výpočet určitého integrálu. V některých případech je výpočet primitivní funkce obtížný nebo dokonce nemožný, proto jsme odkázání na numerický výpočet. Již dříve bylo zmíněno, že určitý integrál je geometricky „plocha pod grafem funkce“. Na tom je založen numerický výpočet.

Chceme vypočítat integrál: 
[image: image1246.wmf];
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Provedeme dělení intervalu: 
[image: image1247.wmf];
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položme: 
[image: image1248.wmf];
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[image: image1250.wmf];
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[image: image1251.wmf];
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Dělicí body jsou ekvidistantní. Číslo 
[image: image1252.wmf]0
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 se nazývá krok metody.

· Obdélníková metoda
V každém malém intervalu 
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. Plochu pod grafem nahradíme v každém malém intervalu obdélníčkem.
Integrál pak nahradíme součtem:
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nebo také součtem:
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[image: image1258.wmf];
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Zřejmě platí: čím menší zvolíme krok 
[image: image1259.wmf]0
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, tím přesněji součty aproximují hodnotu integrálu.
Je-li speciálně funkce 
[image: image1260.wmf]f

 na intervalu 
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 neklesající, je výraz nalevo roven dolnímu součtu příslušnému dělení 
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, výraz napravo je roven hornímu součtu příslušnému dělení 
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 na intervalu 
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 nerostoucí, je výraz nalevo roven hornímu součtu příslušnému dělení 
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, výraz napravo je roven dolnímu součtu příslušnému dělení 
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Platí: 
[image: image1268.wmf]);
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V obdélníkové metodě funkční hodnotu v nultém nebo posledním kroku vynecháme, nezahrneme ji.
Také nás zajímá, jaké chyby se při numerickém výpočtu integrálu dopustíme. Pokusíme se o odhad chyby.

Předpokládejme, že funkce 
[image: image1269.wmf]f

 má na intervalu 
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[image: image1271.wmf];

)

(

:

M

x

f

M

£

¢

Î

$

+

R

 Dle věty o střední hodnotě (V 6.x.) existují čísla 
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V každém intervalu 
[image: image1274.wmf])
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[image: image1276.wmf];
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Vzhledem k tomu, že 
[image: image1277.wmf];
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Je zřejmé, že čím více je dílků (čím menší krok), tím je chyba menší.
· Lichoběžníková metoda

V každém malém intervalu 
[image: image1279.wmf]ñ
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Plochu pod grafem nahradíme v každém malém intervalu lichoběžníkem. Plocha lichoběžníka v malém intervalu je: 
[image: image1281.wmf]h
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Integrál pak nahradíme součtem:
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(náčrtek)
Funkční hodnoty v nultém a posledním bodě bereme jen polovinou, funkční hodnoty v ostatních bodech bereme jednou. Výsledný součet násobíme délkou kroku.

Lichoběžníková metoda je o něco přesnější než obdélníková metoda.
Existují také ještě další numerické metody pro výpočet určitého integrálu, např. Simpsonova metoda, která je ještě přesnější.
· Simpsonova metoda
Předpokládejme, že máme lichý počet dělicích bodů, tedy sudý počet intervalů. Dělicí body označme: 
[image: image1284.wmf];
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V každém intervalu tvaru: 
[image: image1286.wmf];

,

,

1

,

;

2

2

2

k

j

x

x

j

j

K

=

ñ

á

-

 nahradíme funkci parabolou tak, aby platilo následující:
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Koeficienty bychom mohli určit řešením soustavy rovnic, nebo použijeme Lagrangeův interpolační polynom (viz …). Uvedeme ho v intervalu: 
[image: image1288.wmf]ñ
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Platí: 
[image: image1289.wmf];
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[image: image1291.wmf];
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[image: image1292.wmf](
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Výpočet by byl zdlouhavý, některé kroky jsme přeskočili, dopočtěte. Ukážeme si ještě jiný způsob výpočtu.
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Integrál pak nahradíme součtem:

[image: image1297.wmf](
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Funkční hodnoty v bodech se sudým pořadovým číslem bereme 2(, s výjimkou nultého a posledního, ty bereme jen 1(. Funkční hodnoty v bodech s lichým pořadovým číslem bereme 4(. Výsledný součet vynásobíme třetinou délky kroku.
· Kvadraturní metoda
Nechť známe funkční hodnoty v 
[image: image1299.wmf]n

 různých bodech 
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 Nabízí se možnost nahradit funkci Lagrangeovým interpolačním polynomem a pak počítat integrál z polynomické funkce.
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Místo integrálu 
[image: image1303.wmf]ò
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Položme: 
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 pak platí: 
[image: image1306.wmf];

)

(

1

å

ò

=

=

n

i

i

i

b

a

y

C

dx

x

L


Vzniká otázka, jaké chyby se při interpolaci dopustíme. Pokud existuje 
[image: image1307.wmf])
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Uvedeme si věty o střední hodnotě integrálního počtu.
Věta 8.x. (první věta o střední hodnotě integrálního počtu)
Buďte 
[image: image1310.wmf]g
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,

 spojité funkce definované na intervalu 
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Důkaz:
Spojitá funkce je na uzavřeném omezeném intervalu omezená a nabývá tam svého suprema a infima (V 3.x.), tj. existují reálná čísla s vlastností: 
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Předpokládejme, že funkce 
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 není identicky rovna nule (jinak je rovnost splněna triviálně). Pak máme: 
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Spojitá funkce má Darbouxovu vlastnost, tedy existuje 
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Poznámka:

Je-li speciálně 
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Výraz 
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 je průměrná hodnota funkce na intervalu.
Ostatně z věty o střední hodnotě (V. 6.x.) plyne toto: (nechť 
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Poznámka:

První věta o střední hodnotě IP by platila i za předpokladu, že funkce 
[image: image1330.wmf]g

 je nekladná. Pak bychom přešli k funkci 
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O funkci 
[image: image1334.wmf]g

 tedy stačí předpokládat, že nemění znaménko.

Věta 8.x. (druhá věta o střední hodnotě integrálního počtu)
Buďte 
[image: image1335.wmf]g
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 spojité funkce definované na intervalu 
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Důkaz:

Předpokládejme existenci derivace funkce 
[image: image1340.wmf]g

 (funkce 
[image: image1341.wmf]g
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). Vzhledem k monotonii funkce 
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 její derivace nemění znaménko. Buď funkce 
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 primitivní funkce k funkci 
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 (dle V 8.x. existuje).
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Dle 1. věty o střední hodnotě IP existuje 
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Je-li speciálně 
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 (identická jednička), přejde tvrzení věty na tvar:
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Poznámka:
Jestliže nevlastní integrál dané funkce má konečnou hodnotu, říkáme, že integrál konverguje. Jestliže integrál z absolutní hodnoty dané funkce má konečnou hodnotu, říkáme, že integrál konverguje absolutně. Jestliže integrál z dané funkce má konečnou hodnotu, ale integrál z absolutní hodnoty dané funkce má nekonečnou hodnotu, říkáme, že integrál konverguje neabsolutně. Jestliže nevlastní integrál má nekonečnou hodnotu, říkáme, že diverguje.
V následujících příkladech budeme zkoumat konvergenci nevlastních integrálů. Vlastní integrál vždy konverguje absolutně.
Příklad 8.x.

Počítejme integrály:
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Uvedeme si některá kriteria pro konvergenci integrálů. Základní věta (viz V 8.x.) říká, že spojitá funkce má přes uzavřený omezený interval konečný (Newtonův) integrál. Dále jsou srovnávací kriteria, uvedeme si příklad.
Tvrzení: (srovnávací kriterium)
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Věta 8.xb. (Dirichletovo kriterium pro integrály)
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Daný integrál tedy diverguje.
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Integrál diverguje (viz též Př. 8.x.).
Příklad 8.x.
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Tedy daný integrál konverguje, když platí: 
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Příklad 8.x.
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Aby integrál konvergoval, musí platit: 
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Příklad 8.x.
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Aby integrál konvergoval, musí platit: 
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Daný integrál tedy konverguje (absolutně), právě když platí: 
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Proberme ještě speciální případy.
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integrál konverguje, právě když platí: 
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integrál konverguje, právě když platí: 
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Příklad 8.x.

Určeme, pro které hodnoty parametrů 
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Daný integrál konverguje absolutně, právě když platí: 
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Dle Dirichletova kriteria daný integrál konverguje neabsolutně, pokud je: 
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integrál konverguje absolutně, právě když platí: 
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integrál konverguje absolutně, právě když platí: 
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Pro žádnou hodnotu 
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Pro ty hodnoty také integrál 
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Daný integrál konverguje absolutně pro 
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Aby integrál absolutně konvergoval, musí platit: 
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Definice 8.x.
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[image: image1761.wmf];
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Riemannův integrál je tedy speciální případ Riemann Stieltjesova integrálu.
Tvrzení 8.x.
Nechť má za dané situace funkce 
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pokud jeden z integrálů existuje.

Důkaz:

Použijeme větu o střední hodnotě (V 6.x.). Pro každý dílčí interval 
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Položme ještě: 
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Zřejmě je: 
[image: image1773.wmf]);
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Dále dostáváme:
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Pokud jeden z integrálů existuje, výraz 
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=

-

-

¢

n

j

j

j

j

j

x

x

g

f

1

1

)

)(

(

)

(

x

x

 konverguje k jeho hodnotě a tudíž existuje i druhý integrál.
□
Poznámka:
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Riemann Stieltjesův integrál podle konstantní funkce je roven nule.

Poznámka:
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Předpokládáme stále, že funkce 
[image: image1781.wmf]g

 je neklesající, ale předpoklad spojitosti nyní opustíme. Jedinými druhy nespojitosti u neklesající funkce jsou skoky, kterých je nejvýše spočetně mnoho (viz dále). Pokud má funkce 
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Má-li funkce 
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 v bodě 
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Zvolme dělení intervalu 
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Pokud provádíme zjemnění dělení a norma jde k nule, platí (za jistých předpokladů) toto: 
[image: image1802.wmf]);
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Předpokládejme nyní, že množina dělících bodů neobsahuje bod 
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Předpokládejme spojitost funkce 
[image: image1809.wmf]f

 v bodě 
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Pokud provádíme zjemnění dělení a norma jde k nule, platí (za jistých předpokladů) toto: 
[image: image1813.wmf]);
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Dostali jsme: 
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V tomto případě integrál závisí jen na funkční hodnotě 
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Příklad můžeme nyní zobecnit. Předpokládejme, že funkce 
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Pokud má funkce 
[image: image1827.wmf]g

 skok v krajních bodech intervalu, klademe: 
[image: image1828.wmf]);
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V krajním bodě a nás zajímá jen skok zprava, v krajním bodě b nás zajímá jen skok zleva.
Poznamenejme, že platí toto:
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Je-li funkce 
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Je-li funkce 
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Je-li funkce 
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Zde je také rozdíl, jestli integrujeme přes otevřený nebo uzavřený interval. Funkce, podle které integrujeme, může mít v krajních bodech intervalu skok.

[image: image1847.wmf]{

}

{

}

;

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

;

(

;

ò

ò

ò

ò

-

+

ñ

á

+

+

=

b

b

a

a

b

a

x

dg

x

f

x

dg

x

f

x

dg

x

f

x

dg

x

f



[image: image1848.wmf]=

+

+

=

ò

ò

ò

ò

-

-

+

+

b

b

b

a

a

a

b

a

x

dg

x

f

x

dg

x

f

x

dg

x

f

x

dg

x

f

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(
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V případě, že funkce 
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Poslední integrál má zřejmě hodnotu nula.
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