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XII. Funkce více proměnných

V této kapitole se budeme zabývat reálnými funkcemi více reálných proměnných.

Definice 12.1.
Buď 
[image: image1.wmf];
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 reálných proměnných (
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Poznámka:
Funkce je „předpis“, který každé uspořádané 
[image: image5.wmf]-
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tici reálných čísel přiřadí nejvýše 1 reálné číslo. Je-li 
[image: image6.wmf]1
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, jde o funkci jedné reálné proměnné. V praxi se často stává, že jedna veličina závisí na více veličinách.

Definice 12.2.

Buď 
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[image: image8.wmf]m

M

R

F

®

:

 je reálná vektorová funkce 
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 reálných proměnných o 
[image: image10.wmf]m

 složkách (
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 (zobrazení z množiny do množiny).
Je-li speciálně 
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, jde o funkci 
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 proměnných (Def. 12.1.).

V 
[image: image16.wmf]n

R

 definujeme metriku takto:
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Speciálně pro 
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 (viz též Př. 11.x.)
Okolí bodu v 
[image: image20.wmf]n
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 definujeme ve smyslu def. 11.x, limitu a spojitost funkce ve smyslu def 11.x. Zřejmě 
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 je separabilní prostor, neboť 
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 je hustá spočetná množina.

Poznámka:

Určit limitu funkce 2 proměnných je značně obtížné, obecně to nelze udělat tak, že vypočteme sled 2 limit. Může se stát, že limita vyjde pokaždé jinak, což je postačující podmínka toho, že limita neexistuje. Ani v případě, že to vyjde stejně, nemáme ještě zaručenou existenci limity. V rovině se můžeme k bodu přibližovat z různých směrů po různých křivkách.
Příklad 12.x.

Uvažujme funkci dvou proměnných: 
[image: image23.wmf];
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 Je zřejmé, že funkce není v bodě 
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 (v počátku) definována. Pokusme se určit limitu v bodě 
[image: image25.wmf][

]

0

;

0

=

O

. Předpokládejme, že se k bodu 
[image: image26.wmf]O

 „blížíme“ po přímce o rovnici: 
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Protože limita závisí na směru, limita (vzhledem k 
[image: image37.wmf]2
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) neexistuje. Přitom platí: 
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Zkusme ještě provést substituci, zavedeme polární souřadnice: 
[image: image40.wmf];
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Protože limita závisí na úhlu, dvojná limita neexistuje.

Příklad 12.x.

Uvažujme funkci dvou proměnných: 
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 Je zřejmé, že funkce není v bodě 
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 (v počátku) definována. Pokusme se určit limitu v bodě O. Předpokládejme, že se k bodu O „blížíme“ po přímce o rovnici: 
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 jako v předchozím příkladě. Budeme počítat limitu vzhledem k množině 
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 (Def. 11.15.).
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Protože limita je pokaždé jiná, limita (vzhledem k 
[image: image48.wmf]2
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) neexistuje. Přitom platí: 
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Příklad 12.x.

Uvažujme funkci dvou proměnných: 
[image: image51.wmf];
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 Je zřejmé, že funkce není v bodě 
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 (v počátku) definována. Pokusme se určit limitu v bodě O. Předpokládejme, že se k bodu O „blížíme“ po přímce o rovnici: 
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Limita vzhledem k přímce je vždy 0, přesto limita (vzhledem k 
[image: image56.wmf]2
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) neexistuje. Přitom platí: 
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 Zkusme se k bodu 
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Protože limita vzhledem k parabole je jiná než limita vzhledem k přímce, limita vzhledem k 
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Příklad 12.x.

Uvažujme funkci dvou proměnných: 
[image: image63.wmf];
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 Je zřejmé, že funkce není v bodě 
[image: image64.wmf][

]

3

;

2

=

A

 definována. Pokusme se určit limitu v bodě A. Předpokládejme, že se k bodu A „blížíme“ po přímce o rovnici: 
[image: image65.wmf])

2

(

3

-

+

=

x

k

y

. Položme: 
[image: image66.wmf][

]

{

}

;

;

)

2

(

3

;

2

R

R

Î

-

=

-

Î

=

k

x

k

y

y

x

M

k

 
[image: image67.wmf][
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. Budeme počítat limitu vzhledem k množině 
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[image: image72.wmf];
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Protože limita závisí na směru, limita (vzhledem k 
[image: image73.wmf]2
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) neexistuje. Přitom platí: 
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Dále tento příklad zobecníme.

Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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 přičemž předpokládáme, že: 
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 tj. jde o neurčitý výraz 
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Vypočtěme dvojnásobné limity:
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Protože se limity nerovnají, dvojná limita neexistuje.

Uvažujme přímku o rovnici: 
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Limita závisí na směrnici přímky, tudíž dvojná limita neexistuje.
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Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.

Příklad 12.x. (zobecnění příkladu)
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.

Příklad 12.x.
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.

Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.
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Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.

Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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Příklad 12.x. (zobecnění)
Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.

Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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Příklad 12.x. (zobecnění)
Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.
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Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.
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Zkusme určit limitu: 
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Položme: 
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Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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Položme: 
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 pak limita přejde v jednoduchou limitu.
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Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru.
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Zkusme určit limitu: 
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 pak limita přejde v jednoduchou limitu.
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Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
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Dvojná limita existuje, protože limita nezávisí na směru. Spočtěme ještě dvojnásobné limity.
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Příklad 12.x.

Určeme dvojnásobné limity:
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b) 
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Protože dvojnásobné limity se nerovnají, limita neexistuje.
Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
[image: image148.wmf][
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Zkusme určit limitu: 
[image: image150.wmf][
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Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
[image: image152.wmf][
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Protože se dvojnásobné limity nerovnají, limita neexistuje.

Uvažujme přímku o rovnici: 
[image: image156.wmf])
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, určíme limitu vzhledem k této přímce.
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Limita závisí na směru. Platí toto:

[image: image159.wmf](
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Příklad 12.x.

Zkusme určit limitu: 
[image: image161.wmf][
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Pomůže nám odhad: 
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Zřejmě je: 
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Definice 12.x.
Buď dána funkce dvou proměnných 
[image: image170.wmf])
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. Parciální derivace podle jednotlivých proměnných definujeme takto:
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pokud limity existují.
Nadále tuto definici ještě zobecníme.

Definice 12.x.

Buď dána funkce 
[image: image172.wmf]n

 proměnných 
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. Parciální derivace podle jednotlivých proměnných definujeme takto:
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Parciální derivace počítáme tak, že ostatní proměnné pokládáme za konstanty. Derivujeme pouze podle jedné proměnné.
Poznámka:

Někdy budeme užívat stručný zápis 
[image: image175.wmf]);
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Definice 12.x.

Buď dána funkce 
[image: image176.wmf]n

 proměnných 
[image: image177.wmf])
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, nechť existují parciální derivace 1. řádu Vektor parciálních derivací je gradient funkce, značí se 
[image: image178.wmf]F
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Někdy se gradient funkce značí též takto: 
[image: image180.wmf]F

grad

.

[image: image181.wmf]-

j

tá složka gradientu je derivace funkce podle proměnné 
[image: image182.wmf]j

x

.

Definice 12.x.

Buď dána funkce 
[image: image183.wmf]n

 proměnných 
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Lineární forma 
[image: image186.wmf];
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 je totální diferenciál funkce 
[image: image187.wmf]F
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Poznámka:

Položme: 
[image: image190.wmf];
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Podmínka existence totálního diferenciálu lze ekvivalentně vyjádřit takto: Existuje lineární forma 
[image: image191.wmf])
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Věta 12.x.
Má-li funkce 
[image: image194.wmf]n

 proměnných 
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 totální diferenciál, pak v něm existují všechny parciální derivace 1. řádu a platí: 
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Důkaz:
Zvolme 
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[image: image199.wmf]);
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[image: image200.wmf]=
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[image: image201.wmf];
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Tedy platí: 
[image: image202.wmf];
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□
Poznamenejme, že existence parciálních derivací 1. řádu ještě nezaručuje existenci totálního diferenciálu. Pokud jsou ovšem parciální derivace spojité, pak totální diferenciál existuje. Naopak existence totálního diferenciálu zaručuje existenci parciálních derivací 1. řádu.
Definujme „formální vektor“ 
[image: image203.wmf]dx

 takto: 
[image: image204.wmf])
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Totální diferenciál je skalární součin gradientu a formálního vektoru 
[image: image206.wmf]dx

.
Pro funkci 1 proměnné splývá totální diferenciál s obyčejným diferenciálem (Def. 4.x.). Pro funkci 2 či 3 proměnných lze totální diferenciál formálně vyjádřit takto:
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Definice 12.x.

Buď dána vektorová funkce 
[image: image208.wmf]n

 proměnných o 
[image: image209.wmf]m

 složkách 
[image: image210.wmf](
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Přičemž 
[image: image213.wmf]-
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tý řádek matice je gradient 
[image: image214.wmf]-
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té složky, v 
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tém sloupci jsou parciální derivace podle proměnné 
[image: image216.wmf]j
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Prvek na pozici 
[image: image219.wmf]"
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 je derivace 
[image: image220.wmf]-
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té složky podle 
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té proměnné 
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Totální diferenciál vektorové funkce existuje, pokud jsou všechny parciální derivace 1. řádu spojité. Lze ho formálně vyjádřit takto:
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Je to součin matice derivací a formálního vektoru 
[image: image224.wmf]dx

.
Také můžeme definovat derivace v jistém směru, tzv. směrové derivace.
Definice 12.x.

Buď dána funkce 
[image: image225.wmf]n

 proměnných 
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[image: image228.wmf]v

 definujeme takto:
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pokud tato limita existuje.
Parciální derivace je směrová derivace ve směru základního jednotkového vektoru. Např. v 
[image: image230.wmf]2

R

 je parciální derivace podle proměnné 
[image: image231.wmf]x

 směrová derivace ve směru vektoru 
[image: image232.wmf])
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[image: image233.wmf]y

 je směrová derivace ve směru vektoru 
[image: image234.wmf])
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Jsou-li parciální derivace spojité, počítá se směrová derivace podle vzorce:


[image: image235.wmf];

)

(

1

)

(

0

0

v

x

v

x

v

×

Ñ

×

=

¶

F

F


Je to skalární součin gradientu a příslušného vektoru dělený normou vektoru.

Také můžeme definovat parciální derivace vyšších řádů. Buď např. dána funkce 2 proměnných 
[image: image236.wmf])
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, nechť má parciální derivace. Pak definujeme parciální derivace 2. řádu:

[image: image237.wmf];
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Posledním derivacím se říká smíšené parciální derivace 2. řádu. Jsou-li parciální derivace 2. řádu spojité, jsou smíšené derivace též záměnné, tj. platí: 
[image: image238.wmf];
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Také můžeme sestavit tzv. matici druhých derivací: 
[image: image239.wmf];
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Jsou-li parciální derivace druhého řádu spojité, jsou též záměnné, tj. matice druhých derivací je symetrická.

Definice 12.x.

Buď dána funkce 
[image: image240.wmf]n

 proměnných 
[image: image241.wmf])
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, nechť existují parciální derivace 2. řádu. Pak definujeme matici druhých derivací typu 
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 takto:
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Říká se jí též Hessova matice. Je-li funkce třídy 
[image: image244.wmf]2

C

, je Hessova matice symetrická.
Definice 12.x.

Buď dána funkce 
[image: image245.wmf]n

 proměnných 
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[image: image247.wmf]k
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, má-li všechny parciální derivace až do 
[image: image248.wmf]-
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tého řádu spojité.

Je-li funkce třídy 
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, je též třídy 
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Buď dána funkce 
[image: image252.wmf]n

 proměnných 
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[image: image254.wmf]2
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. Pak definujme Laplaceův operátor takto: 
[image: image255.wmf];
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Speciálně pro funkci 2 proměnných má Laplaceův operátor tvar: 
[image: image256.wmf];
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 pro funkci 3 proměnných má Laplaceův operátor tvar: 
[image: image257.wmf];
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Je zřejmé, že Laplaceův operátor (Laplasián) je stopa matice druhých derivací, tj.

[image: image258.wmf]);
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Definice 12.x.

Funkce třídy 
[image: image259.wmf]2
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, pro které platí: 
[image: image260.wmf]0
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, se nazývají harmonické funkce.

Poznámka:

Někteří matematici používají toto označení parciálních derivací:
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných: 
[image: image262.wmf];
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určíme její parciální derivace 1. řádu.
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Při výpočtu parciální derivace podle proměnné 
[image: image264.wmf]x

 jsme proměnnou 
[image: image265.wmf]y

 brali jako konstantu.

Při výpočtu parciální derivace podle proměnné 
[image: image266.wmf]y

 jsme proměnnou 
[image: image267.wmf]x

 brali jako konstantu.

Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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Příklad 12.x.

Buďte dány funkce 2 proměnných: 
[image: image270.wmf];
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určíme parciální derivace 1. řádu.
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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[image: image273.wmf];
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných: 
[image: image274.wmf];
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určíme její parciální derivace 1. řádu.
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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[image: image277.wmf];

ln

1

ln

)

;

(

;

ln

)

;

(

1

1

1

1

1

-

-

-

-

-

+

=

+

=

¶

¶

¶

+

=

¶

¶

¶

y

y

y

y

y

y

x

x

x

y

x

x

x

x

y

x

y

y

x

F

x

x

y

x

y

x

y

x

F



[image: image278.wmf]);
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných: 
[image: image279.wmf];

)

;

(

2

2

y

x

y

x

F

+

=


určíme její parciální derivace 1. řádu.
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[image: image281.wmf](
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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[image: image283.wmf];

;

;

;

;

)

(

1

2

2

2

2

2

2

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

+

=

Ñ

x

xy

xy

y

y

x

F

 matice 2. derivací

Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných: 
[image: image284.wmf];
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určíme její parciální derivace 1. řádu.
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[image: image286.wmf](
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných: 
[image: image290.wmf]);
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určíme její parciální derivace 1. řádu.
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[image: image292.wmf](
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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0

2

2

2

2

2

2

2

2

=

-

+

-

=

¶

¶

+

¶

¶

=

D

y

x

x

y

y

F

x

F

F

 (harmonická funkce)
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Buď dána funkce 3 proměnných: 
[image: image296.wmf];
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Jde o výpočet 3. strany trojúhelníku podle kosinové věty.

Určíme její parciální derivace 1. řádu.
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných: 
[image: image300.wmf];

arctg

)

;

(

y

x

y

x

F

=


určíme její parciální derivace 1. řádu.
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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Buď dána funkce 2 proměnných: 
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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Buď dána funkce 2 proměnných: 
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určíme její parciální derivace 1. řádu.
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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Buď dána funkce 2 proměnných: 
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Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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 Smíšené parciální derivace 2. řádu jsou záměnné.
Příklad 12.x.
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V okolí počátku jsou obě parciální derivace neomezené.
Určeme ještě parciální derivace 2. řádu.
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určíme parciální derivace 1. řádu.
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Matice derivací má tvar:
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Určeme ještě matici derivací v bodě 
[image: image351.wmf][
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Příklad 12.x.

Buď dána vektorová funkce 2 proměnných:
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určíme parciální derivace 1. řádu.
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Matice derivací má tvar:
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Určeme ještě matici derivací v bodě 
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Příklad 12.x.

Buď dána vektorová funkce 2 proměnných:
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určíme parciální derivace 1. řádu.
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Matice derivací má tvar:
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Určeme ještě matici derivací v bodě 
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]

1

;

1

.


[image: image363.wmf];

;

1

;

1

;

1

;

1

2

1

)

1

;

1

(

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

Ñ

F

F


Příklad 12.x.

Buď dána vektorová funkce 2 proměnných:
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určíme parciální derivace 1. řádu.
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Matice derivací má tvar:
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce: 
[image: image367.wmf];
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Platí: 
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Toto zobrazení představuje lineární formu (viz LA). Lze to též zaspat vektorově:
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce: 
[image: image370.wmf];
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Maticový zápis: 
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Toto zobrazení představuje kvadratickou formu.
Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných 
[image: image380.wmf];
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Určíme parciální derivace 1. řádu.
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Určeme ještě gradient v bodě 
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných 
[image: image387.wmf];
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určíme parciální derivace 1. řádu.
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Určeme ještě gradient v bodě 
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Nyní pojednáme o parciálních derivacích složené funkce. Předpokládáme, že funkce mají všechny parciální derivace spojité.
Tvrzení:

Buď dána složená funkce: 
[image: image394.wmf]));

(

,

),

(

(

)

(

1

x

f

x

f

g

x

H

m

K

=

 přičemž funkce 
[image: image395.wmf])

,

,

(

1

m

u

u

g

K

 je funkce 
[image: image396.wmf]m

 proměnných. Pak platí:


[image: image397.wmf]);

(

)

(

1

x

f

u

g

x

H

j

m

j

j

¢

×

¶

¶

=

¢

å

=


Parciální derivace funkce 
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 jsou brány v bodě 
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Funkce 
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Následující tvrzení je zobecnění předchozího tvrzení.
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Parciální derivace funkce 
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 jsou brány v bodě 
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Také to lze vyjádřit pomocí matic derivací:
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přičemž: 
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Vztah můžeme také ekvivalentně vyjádřit takto:
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Tvrzení lze ještě zobecnit.
Tvrzení:

Buď dána složená vektorová funkce 
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Také to lze vyjádřit pomocí matic derivací:
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Matice derivací 
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Příklad 12.x.

Buď dána složená funkce 
[image: image427.wmf]);

(

)

;

(

y

x

f

y

x

H

-

=

 přičemž 
[image: image428.wmf])

(

u

f

 je funkce jedné proměnné.


[image: image429.wmf]);

(

);

(

y

x

f

y

H

y

x

f

x

H

-

¢

-

=

¶

¶

-

¢

=

¶

¶



[image: image430.wmf]);

(

);

(

);

(

2

2

2

2

2

2

y

x

f

x

y

H

y

x

H

y

x

f

y

H

y

x

f

x

H

-

¢

¢

-

=

¶

¶

¶

=

¶

¶

¶

-

¢

¢

=

¶

¶

-

¢

¢

=

¶

¶


Příklad 12.x.

Buď dána složená funkce 
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předpokládejme, že funkce 
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Matice druhých derivací:
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Příklad 12.x.

Buď dána složená funkce 
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předpokládejme, že funkce 
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 má derivace do 2. řádu.
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Matice druhých derivací:
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Máme-li speciálně 
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Příklad 12.x.

Buď dána složená funkce 
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Maticové vyjádření:
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Příklad 12.x.

Buď dána složená funkce 
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Maticové vyjádření:
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce: 
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Předpokládejme, že všechny parciální derivace 1. řádu existují. Máme toto: 
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Také by bylo možno napřed dosadit a pak derivovat, dojdeme ke stejnému výsledku.
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Také to lze vyjádřit maticově:
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Příklad 12.x.

Buď dána složená funkce 
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Maticové vyjádření:
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce: 
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Položme: 
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Máme toto: 
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Ke stejnému výsledku bychom dospěli, kdybychom napřed dosadili a pak derivovali.
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Buď dána funkce 2 proměnných 
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Výraz 
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 je totální diferenciál (viz dříve).
Totální diferenciál se též zapisuje takto:
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Normálový vektor k tečné rovině v daném bodě je: 
[image: image525.wmf])
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. Je to současně směrový vektor normály. Rovnice normály je:
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tj. 
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Rovnici tečné roviny lze též vyjádřit takto:
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Příklad 12.x.

Buď dána funkce 2 proměnných 
[image: image530.wmf];
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 určeme rovnici tečné roviny a normály v bodě 
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Rovnice tečné roviny má tvar:
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Vektor 
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 je normálový vektor k tečné rovině v daném bodě. Je to současně směrový vektor normály. Rovnice normály má parametrický tvar:
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tj. 
[image: image537.wmf];
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Poznámka:

Výše uvedená funkce představuje paraboloid. Totální diferenciál lze též zapsat takto: 
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Definice 12.x.

Buď dána otevřená množina 
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Matice derivací je všude v množině 
[image: image548.wmf]p

R

Ì

W

 regulární.

Příklad 12.x.

Buď dáno zobrazení: 
[image: image549.wmf]);

;

(

j

R

F

 
[image: image550.wmf]);

2

;

0

;

0

;

sin

cos

)

;

(

)

;

(

2

1

p

j

j

j

j

j

á

Î

>

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

R

R

R

R

F

R

F

y

x



[image: image551.wmf];
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Toto zobrazení představuje přechod od polárních souřadnic ke kartézským. Je regulární v množině 
[image: image553.wmf][
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V následujících příkladech si ukážeme použití totálního diferenciálu k přibližným výpočtům.

Příklad 12.x.

Určeme přibližně 
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Položme: 
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 z příkladu 12.x. víme, že
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Příklad 12.x.

Určeme přibližně 
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 z příkladu 12.x. víme, že:
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Určeme přibližně 
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Položme: 
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Nechť je dána funkce 
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 a čísla 
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, pokusme se odhadnout chybu čísla 
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, předpokládáme, že funkce má spojité parciální derivace.

Nabízí se možnost nahradit přírůstek funkce diferenciálem, pak pro odhad chyby máme:
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Tomuto vztahu se říká „zákon hromadění chyb“, neboť ve většině případů počítáme s neúplnými čísly.

Pro odhad relativní chyby pak máme:
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Poznámka:
Někdy se používá tento odhad chyby výsledku: 
[image: image589.wmf](
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Také můžeme tento výsledek zobecnit pro funkce více proměnných.
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Příklad 12.x.

Rozměry obdélníka jsme změřili s přesností: 
[image: image591.wmf];
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 Určeme obvod a obsah obdélníka, jeho absolutní a relativní chybu.
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Relativní chyba: 
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Relativní chyba obvodu obdélníka je jakýsi vážený průměr relativních chyb délek stran.


[image: image594.wmf];

;

;

;

)

;

(

b

a

a

b

b

b

P

a

a

P

P

a

b

P

b

a

P

b

a

b

a

P

D

+

D

=

D

×

¶

¶

+

D

×

¶

¶

=

D

=

¶

¶

=

¶

¶

×

=


Relativní chyba: 
[image: image595.wmf];
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Relativní chyba obsahu obdélníka je součet relativních chyb délek stran.

Zde je: 
[image: image596.wmf];
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Relativní chyby délek stran: 
[image: image600.wmf];
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Obvod obdélníka má relativní chybu: 
[image: image601.wmf];
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Obsah obdélníka má relativní chybu: 
[image: image602.wmf];
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Určeme ještě absolutní a relativní chybu délky úhlopříčky.
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Zde je: 
[image: image605.wmf];
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[image: image608.wmf];
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Relativní chyba délky úhlopříčky: 
[image: image609.wmf];

038

,

0

3

,

94

6

,

3

=

&


Příklad 12.x.

Rozměry kvádru jsme změřili s přesností: 
[image: image610.wmf];
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 Určeme objem, povrch, jeho absolutní a relativní chybu.
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Relativní chyba: 
[image: image613.wmf];
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Relativní chyba objemu kvádru je součet relativních chyb délek hran.
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Relativní chyba: 
[image: image616.wmf];
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Příklad 12.x.

Poloměr a výšku válce jsme změřili s přesností: 
[image: image617.wmf];
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 Určeme objem, povrch, jeho absolutní a relativní chybu.
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Relativní chyba: 
[image: image620.wmf];
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Relativní chyba objemu válce je součet dvojnásobku relativní chyby poloměru a relativní chyby výšky.
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Relativní chyba: 
[image: image623.wmf];
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Příklad 12.x.

Při deformaci válce se jeho poloměr zvětšil z 20 cm na 20,5 cm, výška se zmenšila ze 100 cm na 98 cm. Určeme pomocí diferenciálu přibližnou změnu objemu.
Použijeme výsledky předchozího příkladu, 
[image: image624.wmf]);
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V našem případě je: 
[image: image625.wmf];
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[image: image626.wmf];
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Skutečná změna objemu je: 
[image: image627.wmf];
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Příklad 12.x.

Uvažujme funkci 
[image: image628.wmf]n

 proměnných.
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Relativní chyba: 
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Dále pojednáme o extrémech funkcí více proměnných.
Nalezení extrémů funkce více proměnných je složitější než nalezení extrémů funkce jedné proměnné. Nejdříve vypočteme parciální derivace 1. řádu, položíme je rovné nule. Tím zjistíme tzv. stacionární body. To jsou body, kde může být extrém, nebo také sedlový bod. Pak eventuelně spočteme matici druhých derivací. Je-li ve stacionárním bodě matice druhých derivací positivně definitní, je tam lokální minimum. Je-li ve stacionárním bodě matice druhých derivací negativně definitní, je tam lokální maximum. Jinak je tam sedlový bod.
Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.


[image: image637.wmf];

1

;

2

;

2

2

2

2

2

2

2

-

=

¶

¶

¶

=

¶

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

x

y

F

y

x

F

y

F

x

F


Sestavíme matici 2. derivací: 
[image: image638.wmf];
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Protože je pozitivně definitní (+; +), má funkce v bodě 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:

[image: image641.wmf]y

x

y

y

x

x

y

x

F

-

+

+

+

=

2

2

)

;

(

 na množině 
[image: image642.wmf]2

R

.

Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
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Protože je pozitivně definitní (+; +), má funkce v bodě 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Máme tedy 1 stacionární bod.

Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
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Protože je indefinitní (+; -), nemá funkce v bodě 
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Vyšetřeme ještě např. chování funkce na množině: 
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Funkce 
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Vyšetřeme ještě např. chování funkce na množině: 
[image: image666.wmf][

]

{

}

0

;

2

2

=

Î

=

x

y

x

M

R

, tj. na ose 
[image: image667.wmf]y

.


[image: image668.wmf];

8

)

(

;

8

)

;

0

(

)

(

2

2

=

¢

=

=

y

H

y

y

F

y

H


Funkce 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
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Protože je indefinitní (0; -), nemá funkce v 
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
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Protože je pozitivně definitní (+; +), má funkce v bodě 
[image: image683.wmf][
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Vyšetřeme ještě např. chování funkce na množině: 
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Položme nyní 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 3 proměnných:
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má 1 řešení: 
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Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
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Protože je pozitivně definitní (+; +; +), má funkce v 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 3 proměnných:
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má 2 řešení: 
[image: image717.wmf][

]

[

]

2

;

2

;

2

,

0

;

0

;

0

.

Máme tedy 2 stacionární body.

Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
[image: image721.wmf][
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Protože je indefinitní (0; -; -), nemá funkce v 
[image: image723.wmf][
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
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Protože je pozitivně definitní (+; +; +), má funkce v 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 3 proměnných:
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
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Protože je indefinitní (+; +; -) nemá funkce v 
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
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Protože je pozitivně definitní (+; +; +) má funkce v 
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Určeme ještě průběh funkce na přímce: 
[image: image743.wmf]z
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[image: image745.wmf]);
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Funkce má vzhledem k přímce extrém v bodě 
[image: image746.wmf][
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 3 proměnných:

[image: image750.wmf];
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Máme tedy 2 stacionární body.

Nyní určíme parciální derivace 2. řádu.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
[image: image757.wmf];
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
[image: image758.wmf][
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Protože je indefinitní (0; -; -), nemá funkce v bodě 
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
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Protože je pozitivně definitní (+; +; +), má funkce v bodě 
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Určeme ještě průběh funkce na přímce: 
[image: image765.wmf];
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Funkce má vzhledem k přímce extrém v bodě 
[image: image768.wmf][
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 Funkce má vzhledem k přímce extrém v bodě 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:

[image: image772.wmf]+
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má 4 řešení: 
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Máme tedy 4 stacionární body.
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Sestavíme matici druhých derivací.
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 indefinitní (0; -), v 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:

[image: image788.wmf];
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má 3 řešení: 
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Máme tedy 3 stacionární body.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
[image: image794.wmf];
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 positivně definitní (+, +), lokální minimum.
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 positivně definitní (+, +), lokální minimum.
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:
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Napřed určíme parciální derivace 1. řádu a stacionární body.
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Máme tedy 3 stacionární body.
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Sestavíme matici 2. derivací: 
[image: image807.wmf];
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 indefinitní (0; -), v 
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 positivně definitní (+, +), lokální minimum.
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[image: image812.wmf];
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 sedlový bod
Také někdy hledáme tzv. vázané extrémy, to znamená, že se omezujeme na jistou podmnožinu. Ve vnitřním bodě podmnožiny může být extrém jen ve stacionárním bodě. Také někdy nutno zbádat průběh funkce na hranici množiny.
Někdy se při hledání vázaných extrémů používá tzv. Lagrangeova funkce. Ukážeme si to v následujících příkladech.

Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 2 proměnných:
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(jedná se o kruh o poloměru 
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Sestavíme matici 2. derivací v bodě 
[image: image819.wmf][
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Protože je indefinitní (0; -) nemá funkce v 
[image: image821.wmf][
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Sestavíme Lagrangeovu funkci:

[image: image823.wmf]);
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[image: image824.wmf];
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Položíme-li parciální derivace rovné 0, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má 4 řešení:
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Extrémy funkce jsou tedy na hranici množiny 
[image: image829.wmf]M

.

Ke stejnému výsledku bychom došli, kdybychom vyšetřovali průběh funkce na přímkách 
[image: image830.wmf];
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V prvním případě máme: 
[image: image831.wmf];
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných:
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[image: image834.wmf]2
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Zde si můžeme úlohu zjednodušit zavedením polárních souřadnic: 
[image: image835.wmf];
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 (kružnice se středem v počátku je vrstevnice)

Pak vyšetřujeme průběh funkce: 
[image: image836.wmf];
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Platí toto: 
[image: image838.wmf];
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 (ověří se pomocí znaménka derivace)
Lokální minimum nastává v bodě 
[image: image840.wmf][
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, lokální maximum na kružnici se středem v počátku a poloměru 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image843.wmf];
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na trojúhelníku určeném vrcholy: 
[image: image844.wmf][
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Množinu (která představuje trojúhelník) lze též popsat soustavou nerovnic: 
[image: image845.wmf];
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[image: image846.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má 1 řešení: 
[image: image848.wmf][
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Máme tedy 1 stacionární bod, který ale leží vně trojúhelníku. To znamená, že extrém nenastává uvnitř trojúhelníku, ale někde na jeho hranici. Tu tvoří 3 úsečky, tj. strany trojúhelníku.
Částí přímky o rovnici 
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 je také úsečka 
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, neboť body 
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 leží na přímce. Na přímce přejde původní funkce na tvar: 
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[image: image853.wmf];
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[image: image854.wmf];
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 toto je lokální maximum na úsečce 
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Částí přímky o rovnici 
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 je také úsečka 
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, neboť body 
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 leží na přímce. Na přímce přejde původní funkce na tvar: 
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[image: image860.wmf];
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 tudíž na úsečce 
[image: image861.wmf]AC

 lokální extrém nenastává.
Částí přímky o rovnici 
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 je také úsečka 
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, neboť body 
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 leží na přímce. Na přímce přejde původní funkce na tvar: 
[image: image865.wmf];
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[image: image866.wmf];
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[image: image867.wmf]2
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 nastává na přímce lokální maximum, ale to je již mimo úsečku. Tudíž na úsečce 
[image: image868.wmf]BC

 lokální extrém nenastává.

Nyní ještě spočteme funkční hodnoty ve vrcholech.
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Na daném trojúhelníku nastává maximum ve vrcholu C, minimum ve vrcholu B.
Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image870.wmf];
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á

´

ñ

á-

2

;

1

0

;

1

. Je to čtverec s vrcholy: 
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[image: image873.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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Máme tedy 2 stacionární body, přičemž 1 leží vně množiny, 1 uvnitř množiny.
Určeme ještě matici druhých derivací.
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[image: image877.wmf];
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V bodě 
[image: image879.wmf]ú
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 platí: (+, -) tj. jde o sedlový bod, navíc je vně množiny. V bodě 
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 platí: (-, +), tj. matice je negativně definitní, tj. nastává lokální maximum, navíc je uvnitř množiny.
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 sedlový bod vně
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 lokální maximum uvnitř
Vypočteme funkční hodnoty ve vrcholech čtverce.
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Nyní vyšetříme průběh na hranici množiny.
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1

3

)

(

;

1

)

1

;

(

)

(

;

1

2

1

3

1

-

=

¢

+

-

=

=

=

x

x

H

x

x

x

F

x

H

y



[image: image885.wmf];
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 lokální maximum vzhledem k úsečce.
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[image: image887.wmf];
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 lokální maximum vzhledem k úsečce.
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 lokální maximum vzhledem k úsečce.

k úsečce.
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[image: image891.wmf];
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 lokální maximum vzhledem k úsečce.

Porovnáním funkčních hodnot dostaneme:
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Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image894.wmf];
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Stacionární bod je 
[image: image897.wmf][

]
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, což je sedlový bod. Ani nesplňuje tzv. vazební podmínku.
Sestavíme Lagrangeovu funkci:
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má řešení: 
[image: image901.wmf];
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Vázaný extrém nastává v bodě: 
[image: image902.wmf];
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Vázaný extrém bylo možné určit také takto:
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[image: image904.wmf];
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Nadále tento příklad ještě zobecníme.

Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image905.wmf];
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Stacionární bod je 
[image: image909.wmf][

]
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, což je sedlový bod. Ani nesplňuje tzv. vazební podmínku.

Sestavíme Lagrangeovu funkci:
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[image: image911.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:
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  která má řešení: 
[image: image913.wmf];
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Vázaný extrém nastává v bodě: 
[image: image914.wmf];
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image916.wmf];
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[image: image918.wmf][

]

{

}

a

y

x

y

x

M

=

+

Î

=

¶

2

;

R

 hraniční přímka množiny.
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Máme jeden stacionární bod 
[image: image920.wmf][
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 což je počátek soustavy souřadné. Tento bod leží mimo množinu, tj. 
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[image: image922.wmf];
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[image: image923.wmf];
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 Matice druhých derivací je negativně definitní (-, +), funkce má v bodě 
[image: image924.wmf][
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Zkusme najít tedy extrém funkce na hranici množiny.
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[image: image926.wmf];
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 lokální maximum vzhledem k přímce.
Funkce má na hranici lokální maximum v bodě: 
[image: image927.wmf];
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Na hraniční přímce to též lze zbádat pomocí Lagrangeovy funkce:

[image: image928.wmf]);
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[image: image929.wmf];

;

2

;

2

a

y

x

L

y

y

L

x

x

L

-

+

=

¶

¶

+

-

=

¶

¶

+

-

=

¶

¶

l

l

l


Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image930.wmf];
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  máme jedno řešení: 
[image: image931.wmf];
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Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image932.wmf];
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[image: image934.wmf];
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Stacionární bod je 
[image: image935.wmf][

]
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, zde nastává lokální minimum, splňuje dokonce i vazební podmínku.

Sestavíme Lagrangeovu funkci:
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[image: image937.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image938.wmf];
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Z první rovnice máme: 
[image: image939.wmf];
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 z druhé rovnice máme: 
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Dosadíme-li do třetí rovnice, dostaneme po úpravě: 
[image: image941.wmf];
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[image: image944.wmf];
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 v prvním případě minimum, v druhém maximum.
Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image945.wmf];
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 Vazební rovnice je kružnice se středem v počátku a poloměru 2.
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 Stacionární bod zde není.

Sestavíme Lagrangeovu funkci:
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[image: image949.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image950.wmf];
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Z první rovnice máme: 
[image: image951.wmf];
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 z druhé rovnice máme: 
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Dosadíme-li do třetí rovnice, dostaneme po úpravě: 
[image: image953.wmf];
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[image: image956.wmf];
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V prvním případě nastává lokální minimum, v druhém případě lokální maximum.
Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 2 proměnných: 
[image: image957.wmf];
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 na množině určené nerovnostmi: 
[image: image958.wmf];
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 Je to horní půlkruh se středem v počátku a poloměru 2 dílky (viz náčrtek).
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Položíme-li parciální derivace rovné nule, máme soustavu rovnic:
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  Stacionární bod je jeden a to 
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[image: image963.wmf]÷
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, Matice druhých derivací je všude positivně definitní, tudíž má funkce v bodě 
[image: image964.wmf][
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Nyní zbádáme extrémy funkce na hranici půlkruhu.

[image: image966.wmf];
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 (hodnoty v „rozích“).
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[image: image968.wmf];
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 lokální minimum vzhledem k úsečce.
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[image: image970.wmf];
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[image: image971.wmf];
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 lokální minimum vzhledem k horní půlkružnici.
Porovnáním funkčních hodnot dostaneme:
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[image: image973.wmf];
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Kdybychom hledali extrém na celém kruhu, museli bychom ještě hledat extrémy vzhledem k dolní půlkružnici.
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[image: image975.wmf];
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[image: image976.wmf];
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 lokální maximum vzhledem k dolní půlkružnici.

Minimum je stále v bodě 
[image: image977.wmf][
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]

2

;

2

-

-

, 
[image: image979.wmf];

66

,

12

)

2

;

2

(

=

-

-

&

F


Podobně bychom mohli vyšetřovat extrémy vzhledem k dolnímu půlkruhu, vzhledem k pravému či levému půlkruhu.

Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 3 proměnných: 
[image: image980.wmf];
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Vazební podmínky představují průnik kulové sféry a roviny.
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 Stacionární bod zde není.

Sestavíme Lagrangeovu funkci:
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[image: image984.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image985.wmf];
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  máme 2 řešení: 
[image: image986.wmf];
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Z druhé rovnice dostaneme: 
[image: image987.wmf];

1

1

l

-

=

y

 odečtením třetí rovnice od první a po úpravě dostaneme: 
[image: image988.wmf];
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 Uvážíme-li ještě pátou rovnici, dostaneme po úpravě: 
[image: image989.wmf];
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 Konečně dosazením do čtvrté rovnice dostaneme výsledek.

[image: image990.wmf];
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V prvním případě jde o vázané maximum, v druhém případě jde o vázané minimum.

Také bychom mohli dosadit 
[image: image991.wmf]x
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 a řešit tuto úlohu: Určeme vázané extrémy funkce 2 proměnných 
[image: image992.wmf];
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[image: image993.wmf];
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 Lagrangeova funkce by pak měla tvar: 
[image: image994.wmf]);
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Došli bychom ke stejnému výsledku.

Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 3 proměnných: 
[image: image995.wmf];
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[image: image996.wmf];
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Vazební podmínka představuje povrch elipsoidu.

[image: image997.wmf];
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 Stacionární bod zde není.

Sestavíme Lagrangeovu funkci:


[image: image998.wmf]);
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[image: image999.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image1000.wmf];
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 máme 2 řešení: 
[image: image1001.wmf];
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[image: image1002.wmf];
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V prvním případě jde o vázané minimum, v druhém případě jde o vázané maximum.
Příklad 12.x.

Určeme vázané extrémy funkce 3 proměnných: 
[image: image1003.wmf];
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[image: image1004.wmf];
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Vazební podmínky představují část paraboloidu, ohraničenou rovinou (náčrtek).

[image: image1005.wmf];
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 Stacionární bod zde není.

Znamená to, že extrém není ve vnitřku množiny, může být jen na hranici. Hranici množiny tvoří část paraboloidu a kruh. Průnikem paraboloidu a roviny je kružnice. Protože vzhledem k rovině 
[image: image1006.wmf]1

=

z

 také není extrém, zkusme najít extrém vzhledem ke kružnici.

Sestavíme Lagrangeovu funkci:


[image: image1007.wmf]);
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[image: image1008.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image1009.wmf];
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  máme 2 řešení: 
[image: image1010.wmf];
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[image: image1011.wmf];
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V prvním případě jde o vázané minimum, v druhém případě jde o vázané maximum. Toto jsou ale vázané extrémy vzhledem ke kružnici: 
[image: image1012.wmf];
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Ještě určíme vázané extrémy vzhledem k povrchu paraboloidu.
Sestavíme Lagrangeovu funkci:


[image: image1013.wmf]);
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[image: image1014.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image1015.wmf];
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 máme 1 řešení: 
[image: image1016.wmf];
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Protože platí: 
[image: image1017.wmf];
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 leží ten bod v dané množině.


[image: image1018.wmf];
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 jde o vázané minimum, neboť platí: 
[image: image1019.wmf];
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Nyní ještě porovnáme funkční hodnoty:

[image: image1020.wmf]);
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[image: image1021.wmf];
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 vázané maximum (na kružnici);


[image: image1022.wmf];
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 vázané minimum (na povrchu paraboloidu, mimo kružnici);

Hledání vázaných extrémů lze použít při řešení některých slovních úloh na extrémy. Ukážeme si to na příkladech.
Příklad 12.x.

Do koule o poloměru 
[image: image1023.wmf]R

 je „vepsán“ válec. Určeme jeho rozměry (poloměr, výška) tak, aby jeho objem byl maximální (náčrtek).

Předpokládáme, že osa válce prochází středem koule a střed válce splývá se středem koule. Nechť 
[image: image1024.wmf]r

 je poloměr válce, 
[image: image1025.wmf]v

 je výška válce.

Mezi poloměrem koule, poloměrem a výškou válce platí následující vztah: 
[image: image1026.wmf];

2

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

v

r

R

 dále platí: 
[image: image1027.wmf];
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Pro objem válce platí: 
[image: image1028.wmf];
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Sestavíme Lagrangeovu funkci: 
[image: image1029.wmf]);
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[image: image1030.wmf];
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Položíme parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image1031.wmf];

4

;

0

2

1

;

0

2

2

2

2

2

2

R

v

r

v

r

r

v

r

=

+

=

+

=

+

l

p

l

p

 máme tato řešení: 
[image: image1032.wmf];
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První řešení není zajímavé, druhé řešení nás zajímá. Ještě vyjádříme proměnné 
[image: image1033.wmf]v

r

,

 pomocí proměnné 
[image: image1034.wmf]R

.

[image: image1035.wmf];
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Objem vepsaného válce je pak: 
[image: image1036.wmf];
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Viz též příklad 5.x.
Použité zdroje:

1) Berman G. H.: Sbornik zadač po kursu matematičeskovo analyza (ruský orig.)

2) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu II

3) Děmidovič B. P.: Sbírka úloh a cvičení z matematické analýzy
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