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XII. Funkce více proměnných

Dále pojednáme o implicitních funkcích. Funkci je možno zadat explicitně: 
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Jsou-li parciální derivace 1. řádu spojité, máme:
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Z rovnice: 
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Jsou-li parciální derivace 2. řádu spojité, máme:
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 EMBED Equation.3  

Z rovnice: 
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Rovnici lze též napsat maticově:
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Příklad 12.x.
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Podobným způsobem bychom mohli určit, zda je výše uvedenou rovnicí jednoznačně určena funkce 
[image: image24.wmf])

(

y

h

x

=

. Odvození je podobné, uvedeme jenom výsledek.


[image: image25.wmf];

1

4

4

)

1

(

-

=

-

=

¢

h


Poznámka:
Získat derivaci 
[image: image26.wmf]y

¢
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Příklad 12.x.
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Příklad 12.x.
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Určeme ještě rovnici tečny ke křivce 
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Nyní pojednáme o dalším případu implicitních funkcí. Funkci je možno zadat explicitně: 
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Jsou-li parciální derivace 1. řádu spojité, máme:
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Z rovnice: 
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Z rovnice: 
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Podobným způsobem bychom mohli určit, zda je výše uvedenou rovnicí jednoznačně určena např. funkce 
[image: image97.wmf])
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Zjistěme, zda je rovnicí 
[image: image110.wmf]0
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Zjistěme, zda je rovnicí 
[image: image118.wmf]0
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Zjistěme, zda je rovnicí 
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Z rovnice 
[image: image131.wmf];
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Buď dána funkce 
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Příklad 12.x.

Určeme extrémy funkce 
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Soustava rovnic: 
[image: image146.wmf];
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Vyřešíme rovnici: 
[image: image148.wmf];
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Je to kvadratická rovnice, řešením je: 
[image: image151.wmf];
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To znamená, že v okolí bodů: 
[image: image153.wmf][
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Jedna funkce nabývá v bodě 
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Nyní pojednáme o dalším případu implicitních funkcí. Buďte nyní dány dvě implicitní funkce: 
[image: image159.wmf];
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Vzniká otázka, kdy jsou ty rovnosti ekvivalentní. Ukážeme si, jaký je vztah mezi derivacemi funkcí: 
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Položme: 
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Jsou-li parciální derivace 1. řádu spojité, máme:
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Z rovností: 
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Protože je dle předpokladu determinant soustavy (Jakobián) nenulový, má soustava rovnic právě jedno řešení (viz též LA).
Příklad 12.x.
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Zjistěme, zda jsou rovnicemi jednoznačně určeny funkce 
[image: image170.wmf]);
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tj. matice derivací vypadá takto:
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[image: image175.wmf];
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Jakobián (subdeterminant) je roven: 
[image: image176.wmf];
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 tj. je nenulový, tudíž má úloha řešení. Dostáváme tak soustavu rovnic: 
[image: image177.wmf];
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[image: image178.wmf];
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[image: image179.wmf];
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Příklad 12.x.


[image: image180.wmf];
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Zjistěme, zda jsou rovnicemi jednoznačně určeny funkce 
[image: image181.wmf]);
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[image: image184.wmf];

0

;

3

1

;

;

3

1

;

0

;

2

2

2

3

2

2

1

1

3

1

=

¶

¶

-

=

¶

¶

-

=

¶

¶

-

=

¶

¶

=

¶

¶

-

=

¶

¶

z

F

e

y

y

F

e

y

x

F

e

z

z

F

y

F

e

z

x

F

x

x

x

x


tj. matice derivací vypadá takto:

[image: image185.wmf];
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[image: image186.wmf];
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Jakobián (subdeterminant) je roven: 
[image: image187.wmf];
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 tj. je nenulový, tudíž má úloha řešení. Dostáváme tak soustavu rovnic: 
[image: image188.wmf];
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[image: image189.wmf];
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Příklad 12.x.


[image: image190.wmf];
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Zjistěme, zda jsou rovnicemi jednoznačně určeny funkce 
[image: image191.wmf]);
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[image: image194.wmf];
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tj. matice derivací vypadá takto:

[image: image195.wmf];
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[image: image196.wmf];
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Jakobián (subdeterminant) je roven: 
[image: image197.wmf];
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 je nenulový, tudíž má úloha řešení. Dostáváme soustavu rovnic: 
[image: image198.wmf];
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[image: image199.wmf];
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[image: image200.wmf];
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Dále se budeme zabývat případem, jak určit rovnici tečny, či tečné roviny ke grafu funkce dané implicitně.

Nechť je dána implicitní funkce 
[image: image201.wmf]0
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. Má-li funkce spojité parciální derivace 1. řádu v okolí bodu 
[image: image202.wmf][
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[image: image203.wmf];
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 pak je rovnicí určena funkce 
[image: image204.wmf])
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[image: image205.wmf][
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[image: image206.wmf]);
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 (viz kap. 4). Také platí: 
[image: image207.wmf];
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 Dosadíme-li do rovnice tečny, dostaneme po úpravě:

[image: image208.wmf];
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Toto je rovnice tečny ke křivce grafu funkce dané implicitně.
Normálový vektor je: 
[image: image209.wmf](
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 tj. normálový vektor je gradient funkce.
Rovnice tečny lze též vyjádřit takto: 
[image: image210.wmf]);
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Rovnice normály má tvar: 
[image: image211.wmf];
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Nechť je dána implicitní funkce 
[image: image212.wmf]0
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. Má-li funkce spojité parciální derivace 1. řádu v okolí bodu 
[image: image213.wmf][
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[image: image214.wmf];
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 pak je rovnicí určena funkce 
[image: image215.wmf][
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[image: image216.wmf][
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Také platí: 
[image: image218.wmf];
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Dosadíme-li do rovnice tečné roviny, dostaneme po úpravě:


[image: image219.wmf];
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Toto je rovnice tečné roviny k ploše grafu funkce dané implicitně.

Normálový vektor je: 
[image: image220.wmf](
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 tj. normálový vektor je gradient funkce.
Rovnice tečny lze též vyjádřit takto: 
[image: image221.wmf]);
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Rovnice normály má tvar: 
[image: image222.wmf];
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Také jsme dospěli k důležitému závěru: Gradient je vždy kolmý na „vrstevnici“.

Nadále provedeme ještě zobecnění.
Definice 12.x
Buď dána otevřená množina 
[image: image223.wmf]q
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, tj. má tam spojité parciální derivace 1. řádu. Položme: 
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Varieta je vzor jistého prvku při zobrazení, tj. 
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Buď 
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[image: image241.wmf]-

i

tý řádek matice je gradient 
[image: image242.wmf]-

i

té složky. Normálové vektory variety označme: 
[image: image243.wmf]q

N

N

,

,

1

K

, matice derivací má tvar: 
[image: image244.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

Ñ

q

N

N

F

K

1

,
přičemž 
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Dle předpokladu jsou vektory 
[image: image246.wmf]q
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 lineárně nezávislé.
Rovnice (obecná) tečné nadroviny variety v bodě 
[image: image247.wmf]q
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[image: image248.wmf];
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Jde o maticový součin. Pokud to rozepíšeme po složkách, máme: 
[image: image249.wmf];
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Dostaneme celkem 
[image: image250.wmf]q

 obecných rovnic tečné nadroviny.
Dále existuje 
[image: image251.wmf]p

 lineárně nezávislých vektorů 
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[image: image254.wmf];
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Tečné vektory variety jsou pak: 
[image: image255.wmf]p
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Podprostor 
[image: image256.wmf]ñ
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Parametrická rovnice tečné nadroviny variety má tvar: 
[image: image259.wmf];
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Parametrická rovnice normálové nadroviny variety má tvar: 
[image: image260.wmf];
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Obecné rovnice normálové nadroviny mají tvar: 
[image: image261.wmf];
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Také platí: 
[image: image262.wmf];
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Proberme některé speciální jednoduché případy.

Je-li 
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 Jde o funkci danou implicitně 
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 obecná rovnice tečny má tvar: 
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 (viz dříve)
Parametrická rovnice normály má tvar: 
[image: image266.wmf];
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Je-li 
[image: image267.wmf];
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 obecná rovnice tečné roviny má tvar: 
[image: image269.wmf];
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 (viz dříve)

Parametrická rovnice normály má tvar: 
[image: image270.wmf];
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Příklad 12.x.

Určeme rovnici tečné roviny k ploše určené rovnicí: 
[image: image271.wmf];
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 v bodě 
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[image: image274.wmf];
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[image: image275.wmf];
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Rovnice tečné roviny je: 
[image: image276.wmf];
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Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image279.wmf]2

R

Ì
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, v níž je nulová hladina funkce 
[image: image280.wmf]F

 dvojrozměrnou varietou (
[image: image281.wmf]1
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). Je to kulová sféra se středem v počátku.
Vypočteme gradient (je to matice typu 
[image: image282.wmf]3
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).


[image: image283.wmf];

2

;

2

;

2

z

z

F

y

y

F

x

x

F

=

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶



[image: image284.wmf](
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Jediný singulární bod je 
[image: image285.wmf][

]
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, který ale na varietě neleží, varieta tudíž nemá singulární body.

Nyní ověřme, zda bod o souřadnicích 
[image: image286.wmf][

]
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 leží na varietě. Dále určíme rovnici tečny a normály variety v tomto bodě. (
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Normálový vektor variety v daném bodě je tedy 
[image: image289.wmf](
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Parametrická rovnice tečné roviny variety je: 
[image: image291.wmf];

1

3

0

1

0

4

12

4

3

s

t

z

y

x

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


Parametrická rovnice normály variety je: 
[image: image292.wmf];
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Obecná rovnice tečné roviny je: 
[image: image293.wmf];
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 tj. po úpravě: 
[image: image294.wmf];
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Obecné rovnice normály jsou: 
[image: image295.wmf];
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Příklad 12.x.
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Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image298.wmf]2

R

Ì

W

, v níž je nulová hladina funkce 
[image: image299.wmf]F

 jednorozměrnou varietou (
[image: image300.wmf]1
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q

p

).
Vypočteme gradient (je to matice typu 
[image: image301.wmf]2

1

´

).
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[image: image303.wmf](
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Jediný singulární bod je 
[image: image304.wmf][
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, který ale na varietě neleží, varieta tudíž nemá singulární body.
Nyní ověřme, zda bod o souřadnicích 
[image: image305.wmf][
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 leží na varietě. Dále určíme rovnici tečny a normály variety v tomto bodě.
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 (bod skutečně leží na varietě)
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Normálový vektor variety v daném bodě je tedy 
[image: image308.wmf])
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Parametrická rovnice tečny variety je: 
[image: image310.wmf];
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Parametrická rovnice normály variety je: 
[image: image311.wmf];
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Obecná rovnice tečny je: 
[image: image312.wmf];
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Obecná rovnice normály je: 
[image: image314.wmf];
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Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image317.wmf]2

R

Ì

W

, v níž je nulová hladina funkce 
[image: image318.wmf]F

 jednorozměrnou varietou (
[image: image319.wmf]1

=

=

q

p

). Je to tzv. lemniskata.

Vypočteme gradient (je to matice typu 
[image: image320.wmf]2
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´

).
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[image: image322.wmf](
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Singulární body jsou: 
[image: image323.wmf][
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Nyní ověřme, zda bod o souřadnicích 
[image: image324.wmf][
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 leží na varietě. Dále určíme rovnici tečny a normály variety v tomto bodě.
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 (bod skutečně leží na varietě)
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Normálový vektor variety je tedy 
[image: image327.wmf])
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Parametrická rovnice tečny variety je: 
[image: image329.wmf];
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Parametrická rovnice normály variety je: 
[image: image330.wmf];
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Obecná rovnice tečny je: 
[image: image331.wmf];
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 tj. po úpravě: 
[image: image332.wmf];
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Obecná rovnice normály je: 
[image: image333.wmf];
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[image: image335.wmf];
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Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image336.wmf]3
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, v níž je nulová hladina vektorové funkce 
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 jednorozměrnou varietou (
[image: image338.wmf]2
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).
Vypočteme matici derivací vektorové funkce (je to matice typu 
[image: image339.wmf]3
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).
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[image: image341.wmf];
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[image: image342.wmf];
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Nyní zjistíme, kdy má matice derivací hodnost menší než 2. To nastává tehdy, když jsou všechny subdeterminanty 2. řádu nulové. Dostaneme tak soustavu rovnic:
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[image: image344.wmf];
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[image: image345.wmf];
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Po úpravě dostaneme tuto soustavu: 
[image: image346.wmf];
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Soustava rovnic má nekonečně mnoho řešení (determinant je nulový), řešení jsou tvaru: 
[image: image347.wmf](
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Nyní ještě ověříme, zda singulární body leží na varietě.
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Singulární body neleží na varietě, varieta tedy nemá singulární body.

Nyní ověřme, zda bod o souřadnicích 
[image: image350.wmf][

]
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 leží na varietě, popř. není singulární bod. Dále určíme rovnici tečny a normálové roviny variety v tomto bodě.
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Normálové vektory variety jsou tedy: 
[image: image353.wmf](
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. Protože se nejedná o singulární bod, jsou vektory lineárně nezávislé. Vektor kolmý na oba vektory je: 
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, což je tečný vektor. Zjistíme to řešením homogenní soustavy rovnic, nebo vektorovým součinem (viz též LA).
Parametrická rovnice tečny variety je tedy: 
[image: image355.wmf];
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Parametrická rovnice normálové roviny variety je: 
[image: image356.wmf];
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Obecná rovnice normálové roviny variety je: 
[image: image357.wmf];
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 tj. po úpravě dostaneme rovnici: 
[image: image358.wmf];
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Obecné rovnice tečny jsou: 
[image: image359.wmf];
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Příklad 12.x.
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Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image362.wmf]3
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, v níž je nulová hladina vektorové funkce 
[image: image363.wmf]÷
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 jednorozměrnou varietou (
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).
Varieta zde představuje průsečnice povrchů dvou rour, které se kolmo kříží.
Vypočteme matici derivací vektorové funkce (je to matice typu 
[image: image365.wmf]3
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).
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Nyní zjistíme, kdy má matice derivací hodnost menší než 2. to nastává na souřadnicových osách, ty však varietu neprotínají. Singulární body neleží na varietě, varieta tedy nemá singulární body.

Nyní ověřme, zda bod o souřadnicích 
[image: image368.wmf][
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 leží na varietě. Dále určíme rovnici tečny a normálové roviny variety v tomto bodě. (
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Normálové vektory variety jsou tedy: 
[image: image371.wmf](
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. Protože se nejedná o singulární bod, jsou vektory lineárně nezávislé. Vektor kolmý na oba vektory je: 
[image: image372.wmf](
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, což je tečný vektor. Zjistíme to řešením homogenní soustavy rovnic, nebo vektorovým součinem (viz též LA).

Parametrická rovnice tečny variety je tedy: 
[image: image373.wmf];
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Parametrická rovnice normálové roviny variety je: 
[image: image374.wmf];
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Obecná rovnice normálové roviny variety je: 
[image: image375.wmf];
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 tj. po úpravě dostaneme rovnici: 
[image: image376.wmf];
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Obecné rovnice tečny jsou: 
[image: image377.wmf];
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Lze je též vyjádřit ve tvaru: 
[image: image379.wmf];
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Příklad 12.x.
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Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image381.wmf]3

R
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, v níž je nulová hladina funkce 
[image: image382.wmf]F

 dvojrozměrnou varietou (
[image: image383.wmf]1
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).

Vypočteme gradient funkce (je to matice typu 
[image: image384.wmf]3

1

´

).
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[image: image386.wmf](
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Nyní zjistíme, kdy je gradient nulový.
Dostaneme tak soustavu rovnic: 
[image: image387.wmf];
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Soustava má např. řešení: 
[image: image388.wmf][
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 bod leží na varietě.
Nyní ověřme, zda bod o souřadnicích 
[image: image389.wmf][
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 leží na varietě. Dále určíme rovnici tečny a normálové roviny variety v tomto bodě.


[image: image390.wmf](

)

;

9

;

3

;

3

)

0

;

1

;

1

(

=

-

Ñ

F

 (bod leží na varietě)
Normálový vektor variety je tedy: 
[image: image391.wmf](
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. Protože se nejedná o singulární bod, je vektor nenulový. Vektory kolmé určíme zkusmo, což jsou tečné vektory. Jsou to např. vektory: 
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. Zjistíme to řešením homogenní soustavy rovnic, (viz též LA).

Parametrická rovnice tečné roviny variety je tedy: 
[image: image393.wmf];
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Parametrická rovnice normály variety je: 
[image: image394.wmf];
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Obecná rovnice tečné roviny variety je: 
[image: image395.wmf];
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 tj. po úpravě dostaneme rovnici: 
[image: image396.wmf];
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Obecné rovnice normály jsou: 
[image: image397.wmf];
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Příklad 12.x.
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Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image399.wmf]3
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, v níž je nulová hladina vektorové funkce 
[image: image400.wmf]÷
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 jednorozměrnou varietou (
[image: image401.wmf]2
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).

Nulová hladina je průnik kulové a válcové plochy (viz náčrtek), tzv. Vivianiho křivka. Jde o křivku v prostoru.
Vypočteme matici derivací.
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Nyní vypočteme subdeterminanty řádu 2.

[image: image403.wmf];
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[image: image404.wmf];
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[image: image405.wmf];
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Singulární body mají tedy tvar: 
[image: image406.wmf][
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Jediný singulární bod, který leží na varietě je bod tvaru: 
[image: image407.wmf][
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, je to bod, kde se Vivianiho křivka kříží (náčrtek).
Na varietě leží např. body: 
[image: image408.wmf],
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Matice derivací v těchto bodech jsou po řadě:

[image: image409.wmf];
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Řádky matice představují normálové vektory variety.
Tečné vektory variety jsou po řadě:

[image: image410.wmf];
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Rovnice normálové roviny v jednotlivých bodech jsou po řadě:

[image: image411.wmf];
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[image: image413.wmf];
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[image: image415.wmf];
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Příklad 12.x.


[image: image419.wmf];

)

;

;

;

(

;

)

;

;

;

(

2

2

2

2

2

1

w

z

y

x

w

z

y

x

F

w

z

y

x

w

z

y

x

F

-

+

-

=

+

+

+

=


Určeme maximální otevřenou množinu 
[image: image420.wmf]4
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, v níž je nulová hladina vektorové funkce 
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 dvojrozměrnou varietou (
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Zde již geometrická představa selhává, neboť čtyřrozměrný prostor si neumíme představit.

Vypočteme matici derivací vektorové funkce (je to matice typu 
[image: image423.wmf]4
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Varieta nemá singulární body.

Nyní ověřme, zda bod o souřadnicích 
[image: image426.wmf][
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 leží na varietě. Dále určíme rovnici tečné a normálové roviny variety v tomto bodě. (
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Normálové vektory variety jsou tedy: 
[image: image429.wmf](
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. Protože se nejedná o singulární bod, jsou vektory lineárně nezávislé. Vektory kolmé na oba vektory jsou: 
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, což jsou tečné vektory. Zjistíme to zkusmo, což také někdy vede k cíli.
Parametrická rovnice tečné roviny variety je tedy: 
[image: image431.wmf];
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Parametrická rovnice normálové roviny variety je: 
[image: image432.wmf];
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Obecné rovnice tečné roviny jsou: 
[image: image433.wmf];
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Obecné rovnice normálové roviny: 
[image: image435.wmf];

0

0

1

1

1

1

1

;

0

;

1

;

0

0

;

1

;

0

;

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

w

z

y

x

 tj. 
[image: image436.wmf];

0

;

0

=

-

=

-

w

y

z

x


Definice 12.x.

Buď dána otevřená množina 
[image: image437.wmf]p
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, dále zobrazení (vektorová funkce) 
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). Nechť je funkce 
[image: image441.wmf]F

 třídy 
[image: image442.wmf]1
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 v 
[image: image443.wmf]W

, tj. má tam spojité parciální derivace 1. řádu. Nechť tam matice derivací (typu 
[image: image444.wmf]p
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) má plnou hodnost, tj. 
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. Pak zobrazení 
[image: image446.wmf]F

 je regulární 
[image: image447.wmf]-
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rozměrná nadplocha.
Z definice vyplývá, že jde o zobrazení z prostoru nižší dimenze do prostoru vyšší dimenze. Jedná se o vektorovou funkci 
[image: image448.wmf]p

 proměnných o 
[image: image449.wmf]q

 složkách. Matice derivací má víc řádků než sloupců, přičemž její hodnost je rovna počtu sloupců.
Je-li 
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, jde o křivku v rovině, je-li 
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, jde o křivku v prostoru. Je-li 
[image: image452.wmf]3
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, jde o křivou plochu v prostoru, atd.

Matice derivací má tvar: 
[image: image453.wmf];
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Protože matice derivací má dle předpokladu plnou hodnost, jsou sloupce matice lineárně nezávislé. Sloupce matice 
[image: image454.wmf])
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 představují tečné vektory nadplochy v bodě 
[image: image455.wmf]W
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.
Parametrické vyjádření tečné nadroviny je:
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což lze maticově zapsat též takto: 
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Je-li 
[image: image458.wmf]1
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, jde o tečnu, je-li 
[image: image459.wmf]2
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, jde o tečnou rovinu, je-li 
[image: image460.wmf]3
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, jde o tečný prostor, atd.
Označme tečné vektory nadplochy (sloupce matice derivací) 
[image: image461.wmf]q
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, pak lze rovnici tečné nadroviny též vyjádřit takto: 
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Protože matice derivací má plnou hodnost, jsou vektory 
[image: image463.wmf]q
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 lineárně nezávislé. Existují lineárně nezávislé vektory 
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, které jsou kolmé (ortogonální) na vektory 
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, tj. platí: 
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Rovnici normálové nadroviny lze vyjádřit takto: 
[image: image467.wmf];
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Rovnice tečné a normálové nadroviny lze též přepsat takto:

[image: image468.wmf];
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Nyní vynásobme skalárně rovnici tečné nadroviny po řadě vektory 
[image: image469.wmf]p
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 tzv. obecných rovnic tvaru:
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Nyní vynásobme skalárně rovnici normálové nadroviny po řadě vektory 
[image: image472.wmf]p
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 tzv. obecných rovnic tvaru:
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Obecné rovnice nadroviny lze též získat tak, že vhodnými úpravami vyloučíme z rovnic parametry 
[image: image475.wmf]p
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.
Probereme některé speciální případy:

1) křivka v rovině: 
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tečný vektor: 
[image: image478.wmf];
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 parametrická rovnice tečny.
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 obecná rovnice tečny.
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 obecná rovnice normály.
2) křivka v prostoru: 
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tečný vektor: 
[image: image485.wmf];
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Buď 
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 obecné rovnice tečny.
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0

))

(

)(

(

))

(

)(

(

))

(

)(

(

3

3

2

2

1

1

=

-

¢

+

-

¢

+

-

¢

a

F

z

a

F

a

F

y

a

F

a

F

x

a

F

 obecná rovnice normálové roviny.

3) křivá plocha v prostoru: 
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tečné vektory: 
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parametrická rovnice tečné roviny.

Nechť vektor 
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 je kolmý na oba vektory, tj. 
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Vektor 
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  obecná rovnice tečné roviny.
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Příklad 12.x.

Buďte dány 2 funkce 1 proměnné:
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Poznamenejme, že tato křivka je cykloida. Tuto křivku opíše bod na obvodu kola, které se valí (kutálí) po rovině. Kolo dělá posuvný i otáčivý pohyb, kde 
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 představuje poloměr kola (viz náčrtek).
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 parametrická rovnice tečny pro 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 2 funkce 1 proměnné:
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Tato křivka je elipsa, přičemž 
[image: image517.wmf]a

 je hlavní poloosa, 
[image: image518.wmf]b

 je vedlejší poloosa. Platí totiž: 
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 parametrická rovnice tečny pro 
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Obecná rovnice tečny je: 
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Obecná rovnice normály je: 
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Je-li speciálně 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 1 proměnné:
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Poznamenejme, že tato křivka je šroubovice, přičemž 
[image: image534.wmf]0
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 představuje poloměr šroubovice, 
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 představuje stoupání.
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Ještě ukážeme, že tečna k šroubovici a osa šroubovice (v našem případě osa 
[image: image539.wmf]z

) svírají úhel konstantní velikosti.
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Vektor 
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Protože kosinus úhlu nezávisí na 
[image: image544.wmf]t

, je konstantní, tudíž je konstantní i úhel.
Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 1 proměnné:
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Určeme, kde je tečna křivky rovnoběžná s rovinou o rovnici: 
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 Rovnice má 2 řešení: 
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Tečna křivky je rovnoběžná s danou rovinou ve 2 bodech 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 1 proměnné:
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 tj. 0 je singulární bod křivky, 
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 parametrická rovnice tečny pro 
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Obecné rovnice tečny jsou: 
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Obecná rovnice normálové roviny je: 
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ˆ

27

27

6

28

26

9

t

z

y

x

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 parametrická rovnice tečny pro 
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Obecné rovnice tečny jsou: 
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Obecná rovnice normálové roviny je: 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 1 proměnné:
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 parametrická rovnice tečny pro 
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Obecné rovnice tečny jsou: 
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Obecná rovnice normálové roviny je: 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 1 proměnné:
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Křivka nemá singulární body, 
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Ověřme, že bod 
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 leží na křivce, určeme rovnici tečny a normálové roviny v tomto bodě. Je zřejmé, že stačí volit 
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 parametrická rovnice tečny pro 
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Obecné rovnice tečny jsou: 
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Obecná rovnice normálové roviny je: 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 1 proměnné:
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Křivka nemá singulární body, ale není všude definovaná, 
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Ověřme, že bod 
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 leží na křivce, určeme rovnici tečny a normálové roviny v tomto bodě. Je zřejmé, že stačí volit 
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 parametrická rovnice tečny pro 
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Obecné rovnice tečny jsou: 
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Obecná rovnice normálové roviny je: 
[image: image601.wmf];
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Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 2 proměnných:
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 Matice derivací má tvar: 
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Toto zobrazení 
[image: image606.wmf]3
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 představuje 2-rozměrnou nadplochu. Protože matice derivací má všude hodnost 2, nadplocha nemá singulární body. Zobrazení 
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Nyní určíme rovnici tečné roviny a normály nadplochy v bodě 
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Parametrická rovnice tečné roviny je: 
[image: image613.wmf];
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Vektor kolmý na oba vektory je: 
[image: image614.wmf]÷
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Parametrická rovnice normály je: 
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Obecná rovnice tečné roviny je: 
[image: image616.wmf];
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Normála by byla určena 2 obecnými rovnicemi, jsou to:
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Poznamenejme ještě, že vektor kolmý na oba vektory lze v tomto případě též určit vektorovým součinem:
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Nyní určíme rovnici tečné roviny a normály nadplochy v bodě 
[image: image621.wmf][
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Parametrická rovnice tečné roviny je: 
[image: image624.wmf];
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Vektor kolmý na oba vektory je: 
[image: image625.wmf]÷
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Parametrická rovnice normály je: 
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1

0

3

ˆ

0

2

0

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

t

z

y

x


Obecná rovnice tečné roviny je: 
[image: image627.wmf]0
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Normála by byla určena 2 obecnými rovnicemi, jsou to:
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Poznamenejme ještě, že vektor kolmý na oba vektory lze v tomto případě též určit vektorovým součinem:
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Vektor je určen jednoznačně až na násobek číslem.

Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 2 proměnných:
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[image: image633.wmf];
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 Matice derivací má tvar: 
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Toto zobrazení 
[image: image635.wmf]3
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 představuje 2-rozměrnou nadplochu. Pokud je 
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 je regulární hladkou nadplochou v 
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Nyní určíme rovnici tečné roviny a normály nadplochy v bodě 
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Parametrická rovnice tečné roviny je: 
[image: image643.wmf];
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Vektor kolmý na oba vektory je: 
[image: image644.wmf]÷
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Parametrická rovnice normály je: 
[image: image645.wmf];
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Obecná rovnice tečné roviny je: 
[image: image646.wmf];
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Normála by byla určena 2 obecnými rovnicemi, jsou to:
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0

)

7

(

12

)

5

(

4

)

1

(

1

;

0

)

7

(

3

)

5

(

2

)

1

(

1

=

+

+

-

-

+

=

+

+

-

+

+

z

y

x

z

y

x

 tj. 
[image: image649.wmf];

0

105

12

4

;

0

12

3

2

=

+

+

-

=

+

+

+

z

y

x

z

y

x


Rovnice normály lze též vyjádřit ve tvaru: 
[image: image650.wmf];
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Poznamenejme ještě, že vektor kolmý na oba vektory lze v tomto případě též určit vektorovým součinem:
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Vektor je určen jednoznačně až na násobek číslem.

Nyní určíme rovnici tečné roviny a normály nadplochy v bodě 
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Parametrická rovnice tečné roviny je: 
[image: image655.wmf];
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Vektor kolmý na oba vektory je: 
[image: image656.wmf]÷
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Parametrická rovnice normály je: 
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Obecná rovnice tečné roviny je: 
[image: image658.wmf];
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tj. 
[image: image659.wmf];
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Normála by byla určena 2 obecnými rovnicemi, jsou to:

[image: image660.wmf];
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Rovnice normály lze též vyjádřit ve tvaru: 
[image: image662.wmf];
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Poznamenejme ještě, že vektor kolmý na oba vektory lze v tomto případě též určit vektorovým součinem:
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Vektor je určen jednoznačně až na násobek číslem.

Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 2 proměnných:
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[image: image665.wmf];
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(stačí se omezit na tyto hodnoty vzhledem k periodicitě goniometrických funkcí)
Tato vektorová funkce představuje plochu v prostoru, konkrétně povrch koule (kulovou sféru) se středem v počátku a poloměru 
[image: image666.wmf]R

.
V zeměpisné terminologii úhel 
[image: image667.wmf]j

 představuje zeměpisnou délku, úhel 
[image: image668.wmf]J

 zeměpisnou šířku.
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Toto zobrazení 
[image: image670.wmf]3
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 představuje 2-rozměrnou nadplochu.
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[image: image672.wmf];
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V případě, že 
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, má matice derivací tvar: 
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, nemá plnou hodnost, jinak má hodnost 2. Singulární body sféry jsou tedy „póly“.
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 („póly“)
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 (bod na „rovníku“).
Nyní určíme rovnici tečné roviny a normály nadplochy v bodě 
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Parametrická rovnice tečné roviny je: 
[image: image681.wmf];
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Vektor kolmý na oba vektory je: 
[image: image682.wmf]÷
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Parametrická rovnice normály je: 
[image: image683.wmf];
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Obecná rovnice tečné roviny je: 
[image: image684.wmf];
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Rovnice normály lze vyjádřit ve tvaru: 
[image: image686.wmf];
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Vektor kolmý na oba vektory lze v tomto případě též určit vektorovým součinem:
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Na „rovníku“ (tj. pro 
[image: image688.wmf]0
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) má matice derivací tvar: 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 3 funkce 2 proměnných:
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[image: image691.wmf];
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Tato vektorová funkce představuje plochu v prostoru, konkrétně Möbiův list. Představme si úsečku na ose 
[image: image692.wmf]x

, jejíž střed má vzdálenost od počátku 
[image: image693.wmf]R

 délkových jednotek, jejíž délka je 
[image: image694.wmf]d

2

 jednotek. Úsečka rotuje kolem osy 
[image: image695.wmf]z

 a současně se poloviční úhlovou rychlostí otáčí kolem své osy, která má směr tečny k trajektorii středu, což je kružnice. Proměnná 
[image: image696.wmf]j

 zde představuje úhel otočení, proměnná 
[image: image697.wmf]v

 představuje vzdálenost bodu na úsečce od jejího středu. Je-li bod před středem, bere se vzdálenost 
[image: image698.wmf]v

 záporně, je-li bod za středem, bere se vzdálenost 
[image: image699.wmf]v

 kladně.
Möbiův list má jen jednu stranu a jednu hranu, což je pozoruhodné.
Toto zobrazení 
[image: image700.wmf]3
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 představuje 2-rozměrnou nadplochu.
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[image: image703.wmf];
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Určeme nyní normálový vektor k ploše, což určíme (až na násobek) pomocí vektorového součinu.
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Speciálně máme: 
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Příklad 12.x.

Buďte dány 4 funkce 3 proměnných:
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(stačí se omezit na tyto hodnoty vzhledem k periodicitě goniometrických funkcí)

Tato vektorová funkce představuje kulovou sféru ve čtyřrozměrném prostoru (což si již nepředstavíme) se středem v počátku a poloměru 
[image: image712.wmf]R

.
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Toto zobrazení 
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 představuje 3-rozměrnou nadplochu.
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V případě, že 
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, má matice derivací tvar: 
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tj. nemá plnou hodnost, 
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V případě, že 
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 tj. nemá plnou hodnost, 
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Nyní určíme rovnici tečné nadroviny (prostoru) a normály nadplochy v bodě 
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Parametrická rovnice tečného prostoru:
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Vektor kolmý na všechny 3 vektory je: 
[image: image727.wmf];
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 (určili jsme zkusmo)
Obecná rovnice tečného prostoru je:
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 po úpravě dostaneme:
[image: image729.wmf];
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Parametrická rovnice normály je: 
[image: image730.wmf];
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Obecné rovnice normály jsou: 
[image: image731.wmf];
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Uvažujme vektorovou funkci 3 proměnných o 3 složkách, tj. 
[image: image732.wmf](
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 předpokládáme, že existují spojité parciální derivace 1. řádu. Připomeňme, že matice derivací je:
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Definujeme tzv. formální vektor: 
[image: image735.wmf];
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Matici derivací lze formálně vyjádřit takto: 
[image: image736.wmf];
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Definice:
Divergence vektorové funkce se definuje takto:


[image: image737.wmf](
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Je to skalární součin formálního vektoru a vektorové funkce. Poznamenejme, že také platí: 
[image: image738.wmf]);
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 tj. stopa matice derivací.
Definice:

Rotace vektorové funkce se definuje takto:
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[image: image740.wmf]=
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[image: image741.wmf];
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Je to vektorový součin formálního vektoru a vektorové funkce. Poznamenejme, že v rotaci vystupují nediagonální prvky matice derivací.
Příklad:
Buď 
[image: image742.wmf])
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 funkce 3 proměnných, která má spojité parciální derivace do 2. řádu. Vypočteme: 
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 (Laplacián)

Dostali jsme tedy: 
[image: image745.wmf];
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Vypočteme: 
[image: image746.wmf])
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[image: image748.wmf](
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 (vzhledem k záměnnosti smíšených druhých parciálních derivací)
Dostali jsme tedy: 
[image: image749.wmf];
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Vypočteme: 
[image: image750.wmf])
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(vzhledem k záměnnosti smíšených druhých parciálních derivací)

Dostali jsme tedy: 
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Příklad:
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[image: image756.wmf];
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 určíme divergenci a rotaci.

[image: image757.wmf];

;

1

3

2

3

2

2

2

r

xy

r

x

r

x

y

r

x

r

r

x

r

r

x

x

r

y

r

x

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

=

-

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶



[image: image758.wmf];
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 určíme divergenci a rotaci.
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Příklad:
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Příklad:
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[image: image779.wmf]);

(

div

F

F

Ñ

×

 kde 
[image: image780.wmf]F

 je skalární funkce.

[image: image781.wmf]=

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

Ñ

×

)

;

;

(

div

)

(

div

z

F

F

y

F

F

x

F

F

F

F



[image: image782.wmf]=

Ñ

×

Ñ

+

D

×

=

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

=

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

F

F

F

F

z

F

F

z

F

y

F

F

y

F

x

F

F

x

F



[image: image783.wmf];

2

F

F

F

Ñ

+

D

×

=


Příklad:

Určeme divergenci a rotaci vektorové funkce: 
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Dostali jsme tedy: 
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V případě vektorové funkce 2 proměnných o 2 složkách definujme divergenci a rotaci takto:
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Taylorovy rozvoje

Také funkce více proměnných lze rozvinout v Taylorovu řadu. Ukážeme si Taylorův polynom funkce 2 proměnných, která má parciální derivace. Předpokládejme, že funkce 
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Také to lze zapsat maticově. Položme: 
[image: image824.wmf];
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Pokud má funkce spojité parciální derivace do 3. řádu, další člen Taylorova rozvoje má tvar:
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derivace jsou v bodě 
[image: image827.wmf][
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Obecně 
[image: image828.wmf]-

n

tý člen Taylorova rozvoje funkce 2 proměnných má tvar:
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pokud existují spojité parciální derivace až do 
[image: image830.wmf]-
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tého řádu, tj. je třídy 
[image: image831.wmf]n
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.

Příklad 12.x.
Určeme Taylorův rozvoj funkce 
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Podobným způsobem můžeme rozvinout v Taylorovu řadu i funkce 3 proměnných.
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Příklad 12.x.

Určeme Taylorův rozvoj funkce 
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 (1. TP)
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 (2. TP)
Taylorův rozvoj funkce 
[image: image850.wmf]n

 proměnných lze též vyjádřit symbolicky takto:
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přičemž jde pouze o symbolické „umocnění“. Symboly 
[image: image853.wmf]j
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 jsou nedělitelné.
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Buď dána vektorová funkce 
[image: image855.wmf]n

 proměnných o 
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 složkách, třídy 
[image: image857.wmf]1
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Zabývejme se nyní otázkou, kdy je vektorová funkce 
[image: image859.wmf]F
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 gradientem nějaké funkce 
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 proměnných o 1 složce. Jinými slovy: Kdy je výraz: 
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Pokud taková funkce existuje, nazývá se kmenová funkce. Musí platit: 
[image: image865.wmf];
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 Protože dle předpokladu je vektorová funkce 
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 třídy 
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, je kmenová funkce 
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 třídy 
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. Smíšené parciální derivace 2. řádu kmenové funkce jsou též záměnné. Nechť 
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Ze záměnnosti smíšených parciálních derivací plyne, že platí též: 
[image: image872.wmf];
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Nutnou podmínkou existence kmenové funkce je, že pro každou dvojici indexů 
[image: image873.wmf]{
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 Dá se dokázat, že tato podmínka je i postačující.
Lze to vyjádřit i tak, že matice derivací je symetrická, tj. 
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, přičemž Hessova matice druhých derivací je symetrická.
Celkem tedy musí platit 
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Kmenová funkce 
[image: image878.wmf]F

 se pak určí takto:
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Funkce 
[image: image880.wmf]j
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 je vzhledem k proměnné 
[image: image881.wmf]j

x

 konstantní. Je to nutno chápat tak, že vyberu jednu z primitivních funkcí.
Porovnáním výsledků určíme kmenovou funkci (až na konstantu).
V případě 
[image: image882.wmf]2
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matice derivací má tvar: 
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Podmínka 
[image: image885.wmf]x
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 je nutná a postačující, aby vektorová funkce 
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 byla gradientem nějaké funkce 
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 porovnáním výsledků určíme kmenovou funkci.

V případě 
[image: image889.wmf]3
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 položme: 
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matice derivací má tvar: 
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Podmínky 
[image: image892.wmf];
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 jsou nutné a postačující, aby vektorová funkce 
[image: image893.wmf]F
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 byla gradientem nějaké funkce 
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 porovnáním výsledků určíme kmenovou funkci.

Hledání kmenové funkce si ukážeme na několika příkladech.

Příklad 12.x.

Buď dána vektorová funkce: 
[image: image896.wmf](
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[image: image898.wmf];
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Vektorová funkce je tedy gradientem, najdeme kmenovou funkci 
[image: image899.wmf])
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[image: image901.wmf]);
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
[image: image902.wmf];
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[image: image903.wmf];
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Příklad 12.x.

Buď dána vektorová funkce: 
[image: image904.wmf](
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Vektorová funkce je tedy gradientem, najdeme kmenovou funkci 
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
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Příklad 12.x.

Buď dána vektorová funkce: 
[image: image912.wmf](

)

Q

P

;

=

F

r

, kde 
[image: image913.wmf];

)

;

(

;

)

;

(

y

x

y

x

Q

y

x

y

x

P

-

=

+

=



[image: image914.wmf];

tj.

;

1

;

1

x

Q

y

P

x

Q

y

P

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶


Vektorová funkce je tedy gradientem, najdeme kmenovou funkci 
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
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Příklad 12.x.

Buď dána vektorová funkce: 
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Vektorová funkce je tedy gradientem, najdeme kmenovou funkci 
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
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