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XV. Dvojné a trojné integrály

Nyní si odvodíme vzorec pro objem rotačního tělesa. Předpokládejme, že obrazec vymezený osou 
[image: image1.wmf]x

, svislicemi 
[image: image2.wmf]b
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 a grafem funkce 
[image: image3.wmf])
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 (která je na intervalu 
[image: image4.wmf]ñ
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b

a

;

 spojitá a nezáporná) „rotuje“ kolem osy 
[image: image5.wmf]x

. Vznikne tak rotační těleso (náčrtek). Určíme jeho objem pomocí trojného integrálu.
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Dostali jsme tak důležitý vzorec pro objem rotačního tělesa.
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Vzorec šlo odvodit jednoduše pomocí polárních souřadnic v rovině 
[image: image11.wmf]yz
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Nebude-li uvedeno jinak, předpokládáme „rotaci“ obrazce kolem osy 
[image: image15.wmf]x

.

Příklad 15.x.

Pomocí vzorce pro objem rotačního tělesa si odvodíme již známé vzorce pro objem rotačního válce, kužele, komolého kužele, koule.

a) rotační válec: 
[image: image16.wmf];
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b) rotační kužel: 
[image: image18.wmf];
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 (viz Př. 15.x.)

c) komolý rotační kužel: 
[image: image20.wmf];
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÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

+

=

2

1

2

1

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

3

1

3

2

3

1

)

(

3

1

)

(

r

r

r

r

r

r

r

r

v

v

r

r

v

r

r

r

v

r

p

p



[image: image24.wmf](

)

;

3

2

2

2

1

2

1

r

r

r

r

v

+

+

=

p


d) koule: 
[image: image25.wmf];
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e) kulová úseč: 
[image: image27.wmf];
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 kde 
[image: image31.wmf]r

 je poloměr podstavy úseče.

Příklad 15.x.

Určíme objem anuloidu (torusu). Vznikne rotací kruhu (který neprotíná osu 
[image: image32.wmf]x

) kolem osy 
[image: image33.wmf]x

. Buď 
[image: image34.wmf]0
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r

 poloměr kruhu, 
[image: image35.wmf]0

>

R

 vzdálenost středu kruhu od osy 
[image: image36.wmf]x

. Střed kruhu opisuje kružnici o poloměru 
[image: image37.wmf]0
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. Musí platit: 
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 představuje horní půlkružnici, funkce: 
[image: image41.wmf]2
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 představuje dolní půlkružnici.

Položme 
[image: image42.wmf];
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 spočteme objemy, které pak od sebe odečteme.
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Objem vnější části anuloidu je: 
[image: image50.wmf];

3

4

2

3

4

2

3

2

2

2

3

2

2

2

r

p

r

p

r

p

r

p

r

p

r

p

+

=

-

+

+

R

R

R

R


Objem vnitřní části anuloidu je: 
[image: image51.wmf]3
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Objem anuloidu je plocha kružnice krát dráha, kterou urazí její střed, tj. 
[image: image52.wmf];
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 (viz Guldinovy vzorce)

Příklad 15.x.

Uvažujme „sud s parabolickými dužinami“. Buď 
[image: image53.wmf]R

 poloměr sudu uprostřed, 
[image: image54.wmf]r

 poloměr sudu na krajích, dále 
[image: image55.wmf]v

 výška sudu. Platí: 
[image: image56.wmf];
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 (náčrtek). Uvažujme interval 
[image: image57.wmf]ñ
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, parabolu o rovnici: 
[image: image58.wmf];

)

(

4

)

(

2

2

x

v

r

R

R

y

x

f

-

-

=

=

 platí: 
[image: image59.wmf];
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[image: image60.wmf];
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Sud vznikne rotací obrazce omezeného parabolou a osou 
[image: image61.wmf]x

 na intervalu 
[image: image62.wmf]ñ
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Na výpočet objemu použijeme známý vzorec pro objem rotačního tělesa.
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Dostáváme tak vzorec pro objem sudu: 
[image: image67.wmf](
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Bude-li speciálně 
[image: image68.wmf]0
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r

, vzorec přejde na tvar: 
[image: image69.wmf];
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Bude-li speciálně 
[image: image70.wmf]R
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, vzorec přejde na tvar: 
[image: image71.wmf](
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 tj. sud přejde ve válec.

Příklad 15.x.

Uvažujme „sud s kruhovými dužinami“. Buď 
[image: image72.wmf]R

 poloměr sudu uprostřed, 
[image: image73.wmf]r

 poloměr sudu na krajích, dále 
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 výška sudu. Platí: 
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 (náčrtek). Uvažujme interval 
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, kružnici o rovnici: 
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 Střed kružnice 
[image: image78.wmf][
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. Kružnice prochází těmito body: 
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 může být i záporná.

Platí následující vztahy:
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Vztahy můžeme ještě upravit následovně.
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Po úpravě dostaneme: 
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Příklad 15.x.

Určeme objem tělesa, které vznikne rotací obrazce určeného osou 
[image: image94.wmf]x

, grafem funkce 
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Je zajímavé, že rotací obrazce nekonečně velké plochy vznikne těleso konečného objemu.

Příklad bychom ještě mohli zobecnit, můžeme počítat integrál v intervalu 
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Příklad 15.x.

Určeme objem tělesa, které vznikne rotací obrazce určeného osou 
[image: image100.wmf]x

, grafem funkce 
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Příklad 15.x.

Určeme objem tělesa, které vznikne rotací obrazce určeného osou 
[image: image104.wmf]x

, grafem funkce 
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Příklad 15.x.

Určeme objem tělesa, které vznikne rotací obrazce určeného obloukem sinusovky.
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Dvojné integrály se také používají k výpočtu velikosti prostorových ploch. Pokud chceme počítat obsah prostorové plochy, používá se následující vzorec. Nechť hladká plocha představuje graf funkce: 
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 (funkce má parciální derivace 1. řádu).


[image: image112.wmf];

1

2

2

òò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

+

=

M

dxdy

y

F

x

F

S


Příklad 15.x.

Odvodíme vzorec pro povrch koule. 
[image: image113.wmf];
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 (horní polokoule)
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Poznamenejme, že derivace šlo též vypočítat z funkce zadané implicitně: 
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Pro usnadnění výpočtu zavedeme polární souřadnice.
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Povrch polokoule je: 
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Příklad 15.x.

Odvodíme vzorec pro obsah pláště rotačního kužele. 
[image: image124.wmf];
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Příklad 15.x.

Odvodíme vzorec pro obsah kulového vrchlíku (viz náčrtek).

Předpokládejme, že 
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Pro usnadnění výpočtu zavedeme polární souřadnice.
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[image: image139.wmf];

2

;

2

2

dr

r

dw

r

R

w

-

=

-

=

)

Obsah kulového vrchlíku je: 
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Je-li speciálně 
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Příklad 15.x.

Určíme povrch koule o rovnici: 
[image: image143.wmf];
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 který je vymezen válcem o rovnici: 
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 což je rovnice kružnice se středem 
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Použijeme podobný trik jako v Př. 15.x., zavedeme polární souřadnice,
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Tím jsme vypočetli povrch nad rovinou 
[image: image158.wmf]0
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z

, protože těleso je symetrické, je povrch koule vymezený válcem: 
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Povrch koule vymezený válcem představuje 18,2% povrchu celé koule.

Příklad 15.x.

Určeme část povrchu koule, která je vymezená 2 „poledníky“ a 2 „rovnoběžkami“.

Nechť úhel, který svírají poledníky je 
[image: image161.wmf]a

, přičemž je vyjádřený v obloukové míře. Platí: 
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. Předpokládejme, že obě rovnoběžky jsou na „severní polokouli“, tj. 
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Pro usnadnění výpočtu opět zavedeme polární souřadnice.
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Vzorec ovšem platí i tehdy, když je rovnoběžka na „jižní polokouli“, v tom případě se úhel bere záporně.

Bude-li speciálně 
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 což je povrch celé koule.

Příklad 15.x.

Vypočteme obsah části kulové sféry o rovnici 
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Vzhledem k symetrii budeme počítat jen obsah horní části. 
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Povrch obou částí je dvojnásobek, tj. 
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Je-li speciálně 
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Příklad 15.x.

Vypočteme obsah části plochy o rovnici: 
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 Zavedeme polární souřadnice.
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Odvodíme si vzorec pro obsah pláště rotačního tělesa. Předpokládejme, že obrazec vymezený osou 
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, svislicemi 
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 spojitá a nezáporná) „rotuje“ kolem osy 
[image: image196.wmf]x

. Vznikne tak rotační těleso (náčrtek). Určíme obsah pláště pomocí dvojného integrálu.
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Tím jsme určili obsah pláště rotačního tělesa nad rovinou 
[image: image204.wmf])
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. Vzhledem k symetrii bude obsah pláště dvojnásobný.

Dostali jsme tak důležitý vzorec pro obsah pláště rotačního tělesa.
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Příklad 15.x.

Pomocí vzorce pro obsah pláště rotačního tělesa si odvodíme již známé vzorce pro obsah pláště rotačního válce, kužele, komolého kužele, povrch koule.

a) rotační válec: 
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b) rotační kužel: 
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)

(

;

)

(

;

,

0

v

r

x

f

x

v

r

x

f

v

b

a

=

¢

=

=

=



[image: image209.wmf](

)

;

;

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

0

2

0

2

v

r

s

s

r

v

v

rs

x

v

s

v

r

dx

x

v

r

S

v

v

v

r

pl

+

=

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

+

=

ò

p

p

p

p


(viz Př. 15.x.)

c) komolý rotační kužel: 
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d) koule: 
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e) kulová úseč: 
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Příklad 15.x.

Vypočteme povrch anuloidu (torusu) (viz př. 15.x.).

Položme: 
[image: image219.wmf];
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 spočteme povrchy, které pak sečteme.
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Ukážeme si též použití dvojných a trojných integrálů.

Nechť množina 
[image: image226.wmf]M

 představuje jistý obrazec (
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). Hmotnost obrazce se vypočte takto: 
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 je plošná hustota 
[image: image230.wmf][
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. Hmotnost je integrál z hustoty přes plochu obrazce. Je-li obrazec homogenní, tj. hustota je konstantní (
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), můžeme ji dát před integrál, tj. dostaneme: 
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Souřadnice těžiště obrazce se vypočtou takto:
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Poznamenejme, že integrály 
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 mají význam statických momentů, první vzhledem k ose 
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, druhý vzhledem k ose 
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. Vzorce pro výpočet těžiště lze přepsat takto:
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Pokud je plošná hustota konstantní (
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), situace se zjednoduší. Hustotu můžeme vytknout před integrál, načež se vykrátí. Vzorce pak přejdou na tvar:
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Buď nyní množina 
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, kde 
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 jsou spojité funkce na intervalu 
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Souřadnice těžiště obrazce se vypočtou takto:
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště homogenní desky tvaru pravoúhlého trojúhelníka (viz náčrtek). Hustotu můžeme pokládat za konstantní. Desku umístíme tak, aby odvěsny splývaly s osami souřadnic, pravý úhel byl v počátku. Souřadnice vrcholů trojúhelníka budou: 
[image: image251.wmf][
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Dostáváme tedy: 
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště homogenní desky tvaru rovnoramenného trojúhelníka (viz náčrtek). Hustotu můžeme pokládat za konstantní. Desku umístíme tak, aby základna splývala s osou 
[image: image261.wmf]x

, střed základny byl v počátku. Souřadnice vrcholů trojúhelníka budou: 
[image: image262.wmf][
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště homogenní desky tvaru půlkruhu (viz náčrtek). Hustotu můžeme pokládat za konstantní. Desku umístíme tak, aby střed půlkruhu byl v počátku, byla nad osou 
[image: image274.wmf]x

 a rovný okraj splýval s osou 
[image: image275.wmf]x

. Buď 
[image: image276.wmf]0
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 poloměr desky.

V našem případě je: 
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[image: image279.wmf];

0

2

2

=

-

ò

-

R

R

dx

x

R

x

 (lichá funkce)


[image: image280.wmf];

3

4

3

)

(

3

3

2

2

2

R

x

x

R

dx

x

R

R

R

R

R

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

-

-

ò


Dostáváme tedy: 
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Výpočet by bylo možno také provést pomocí polárních souřadnic.
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Dostáváme tedy: 
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště homogenní desky tvaru čtvrtkruhu (viz náčrtek). Hustotu můžeme pokládat za konstantní. Desku umístíme tak, aby střed čtvrtkruhu byl v počátku, byla v I. kvadrantu a rovné okraje splývaly s osami 
[image: image287.wmf]x

, 
[image: image288.wmf]y

. Buď 
[image: image289.wmf]0

>

R

 poloměr desky.

V našem případě je: 
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 (viz příklady 7.x., 8.x.)
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Dostáváme tedy: 
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Výpočet by bylo možno také provést pomocí polárních souřadnic.
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Dostáváme tedy: 
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště homogenní desky tvaru čtvrtelipsy (viz náčrtek). Hustotu můžeme pokládat za konstantní. Desku umístíme tak, aby střed čtvrtelipsy byl v počátku, byla v I. kvadrantu a rovné okraje splývaly s osami 
[image: image301.wmf]x

, 
[image: image302.wmf]y

. Buďte 
[image: image303.wmf]0
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 poloosy elipsy.

V našem případě je: 
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Dostáváme tedy: 
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště úseče čtvrtelipsy, kterou vytíná přímka, procházející vrcholy (náčrtek). Rovnice elipsy je: 
[image: image311.wmf];
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 rovnice přímky, která prochází vrcholy elipsy, je: 
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Přímka prochází vrcholy elipsy o souřadnicích: 
[image: image313.wmf][
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Plochu úseče jsme mohli vypočítat také takto: Je to plocha čtvrtelipsy minus plocha trojúhelníka, tj. 
[image: image320.wmf];

285

,

0

4

2

2

1

4

1

ab

ab

ab

ab

P

=

-

=

-

=

&

p

p


Souřadnice těžiště čtvrtelipsy jsou: 
[image: image321.wmf];
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Souřadnice těžiště trojúhelníka jsou: 
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Souřadnice těžiště úseče lze spočítat také takto:
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště obrazce, který je vymezen v I. kvadrantu parabolami: 
[image: image325.wmf];
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V našem případě je: 
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště obrazce, který je vymezen parabolou o rovnici: 
[image: image332.wmf]0
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 a přímkou o rovnici: 
[image: image333.wmf];
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Průsečíky přímky a paraboly jsou: 
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště obrazce, který je vymezen parabolou o rovnici: 
[image: image340.wmf]2
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 a přímkou o rovnici: 
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Určíme průsečíky přímky a paraboly, tj. vyřešíme rovnici: 
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Tato rovnice má 2 řešení, tj. přímka protne parabolu ve 2 bodech.
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Průsečíky přímky a paraboly jsou: 
[image: image346.wmf][
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V našem případě je: 
[image: image347.wmf];
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Určeme ještě těžiště části obrazce nalevo a napravo od osy 
[image: image355.wmf]y

.
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště obrazce, který je vymezen parabolou o rovnici: 
[image: image371.wmf];
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Parabola protne osu 
[image: image375.wmf]x

 v bodech: 
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště obrazce, který je vymezen osou 
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 a křivkou 
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Určíme statické momenty.
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Určeme ještě souřadnice těžiště obrazce, který je vymezen osou 
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 a křivkou 
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Určíme statické momenty.
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Integrál tvaru: 
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Integrál tvaru: 
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Je-li hustota konstantní, můžeme ji vytknout před integrál, vzorce se zjednoduší.
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Integrál tvaru: 
[image: image404.wmf];
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Zřejmě platí: 
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Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose rovnoběžné se souřadnicovou osou se počítá následovně:
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je to moment setrvačnosti obrazce vzhledem k ose 
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, což je osa rovnoběžná s osou 
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je to moment setrvačnosti obrazce vzhledem k ose 
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Moment setrvačnosti vzhledem k bodu 
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Nyní odvodíme důležitý vztah.
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 je vzdálenost bodů 
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Dostali jsme vztah: 
[image: image425.wmf][

]

;

2

;

0

0

d

m

J

J

T

y

x

+

=


Analogicky se odvodí: 
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Odvodili jsme tvrzení, které je známé jako Steinerova věta.

Nejmenší je moment setrvačnosti vzhledem k těžišti.

Integrál tvaru: 
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představuje tzv. deviační moment vzhledem k počátku.

Integrál tvaru: 
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představuje tzv. deviační moment vzhledem k bodu 
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Dostali jsme vztah: 
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Poznámka:

Moment setrvačnosti je vždy nezáporný, ale deviační moment může být i záporný.

Příklad 15.x.

Vypočtěme moment setrvačnosti homogenní desky (
[image: image435.wmf]konst.

=

r

) tvaru obdélníka vzhledem k osám.
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Je to obdélník s vrcholy 
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Určíme ještě deviační moment vzhledem ke středu.
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V případě čtvercové desky (
[image: image444.wmf]b
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) máme toto:
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Příklad 15.x.

Vypočtěme moment setrvačnosti homogenní desky (
[image: image446.wmf]konst.
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) tvaru parabolické úseče vzhledem k souřadnicovým osám. Úseč je vymezena parabolou o rovnici 
[image: image447.wmf];

2

2

a

x

x

y

-

=

 kde 
[image: image448.wmf]0

>

a

 a osou 
[image: image449.wmf]x

 (
[image: image450.wmf]0

=

y

) (náčrtek).

Parabola protne osu 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme moment setrvačnosti homogenní trojúhelníkové desky, která je ohraničena přímkou o rovnici: 
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(substituce: 
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Určíme ještě deviační moment vzhledem k počátku.
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Příklad 15.x.

Vypočtěme moment setrvačnosti homogenní desky (
[image: image472.wmf]konst.
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) tvaru elipsy vzhledem k osám.
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Napřed provedeme substituci: 
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Některé kroky jsme přeskočili (dopočtěte). Některé integrály lze také vypočítat užitím funkce Gama a Beta (viz kap. 17).

Výsledek by bylo možné získat snadněji zavedením polárních souřadnic.
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Určíme ještě deviační moment vzhledem ke středu.
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V případě kruhové desky (
[image: image488.wmf]r
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Příklad 15.x.

Určeme moment setrvačnosti homogenního obrazce vymezeného křivkami:
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 (náčrtek).
Paraboly se protínají v bodech: 
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Nechť množina 
[image: image499.wmf]M

 představuje jisté „těleso“ v prostoru (
[image: image500.wmf]3
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). Hmotnost tělesa se vypočte takto: 
[image: image501.wmf];

)

;

;

(

òòò

=

M

dxdydz

z

y

x

m

r

 přičemž 
[image: image502.wmf])

;

;

(

z

y

x

r

 je objemová hustota 
[image: image503.wmf][

]

3

m

kg

. Je-li těleso homogenní, tj. hustota je konstantní (
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), můžeme ji dát před integrál, tj. dostaneme: 
[image: image505.wmf];

1

V

dxdydz

m

M

×

=

=

òòò

r

r


Souřadnice těžiště tělesa se vypočtou takto:
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Poznamenejme, že následující integrály:
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 mají význam statických momentů, první vzhledem k rovině 
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 Vzorce pro výpočet těžiště lze přepsat takto:
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Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště homogenního rotačního kužele. Kužel je umístěn tak, že osa kužele splývá s osou 
[image: image512.wmf]z

 a střed podstavy je v počátku soustavy souřadné. Poloměr podstavy kužele je 
[image: image513.wmf]0
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, výška kužele je 
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, vrchol kužele má souřadnice: 
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Již víme, že objem kužele je: 
[image: image518.wmf];
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 (viz Př. 15.x.).
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Tyto integrály ani nebylo nutné počítat.
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Zavedli jsme polární souřadnice.

Dostáváme tedy:

[image: image524.wmf];
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Těžiště rotačního kužele je v jedné čtvrtině výšky.

Příklad 15.x.

Určeme souřadnice těžiště homogenní polokoule. Polokoule je umístěna tak, že rovná strana (podstava) splývá s rovinou 
[image: image526.wmf]xy

, je nad rovinu, střed podstavy je v počátku soustavy souřadné. Poloměr koule je 
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Položme: 
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Již víme, že objem polokoule je: 
[image: image530.wmf];
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 (viz Př. 15.x.).
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Tyto integrály ani nebylo nutné počítat.
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Zavedli jsme polární souřadnice.

Dostáváme tedy:

[image: image535.wmf];
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[image: image536.wmf];
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Těžiště polokoule je ve třech osminách poloměru.

Příklad 15.x.

Určeme hmotnost koule (
[image: image537.wmf]2
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Hmotnost koule šlo též určit takto: 
[image: image541.wmf];
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Příklad 15.x.

Určeme hmotnost koule (
[image: image542.wmf]2

2

2

2

R

z

y

x

£

+

+

), platí-li pro její hustotu: 
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 zavedeme sférické souřadnice.
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Hmotnost koule šlo též určit takto: 
[image: image546.wmf][
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Příklad 15.x.

Určeme hmotnost koule (
[image: image547.wmf]2
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), platí-li pro její hustotu: 
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Hmotnost koule šlo též určit takto: 
[image: image551.wmf];
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Příklad 15.x.

Určeme hmotnost polokoule a souřadnice těžiště, je-li střed podstavy v počátku a hustota je přímo úměrná vzdálenosti od počátku, tj. platí: 
[image: image552.wmf];
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 poloměr polokoule.
Zavedeme sférické souřadnice jako dříve.
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Dále vypočteme statické momenty.
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Příklad 15.x.

Určeme hmotnost a souřadnice těžiště kvádru, který představuje kartézský součin intervalů: 
[image: image566.wmf];
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 Vrcholy kvádru jsou v bodech: 
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Pro hustotu platí: 
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Je-li speciálně 
[image: image571.wmf]0
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, dostáváme: 
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Dále vypočteme statické momenty.
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Dále určíme souřadnice těžiště kvádru.
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Je-li speciálně 
[image: image581.wmf]0
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Integrál tvaru: 
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 má význam momentu setrvačnosti tělesa vzhledem k ose 
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Integrál tvaru: 
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Integrál tvaru: 
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Je-li hustota konstantní, můžeme ji vytknout před integrál, vzorce se zjednoduší.
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Poznamenejme, že moment setrvačnosti hmotného bodu je: 
[image: image591.wmf];
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Integrál tvaru: 
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Integrál tvaru: 
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 má význam momentu setrvačnosti tělesa vzhledem k počátku. Zřejmě platí: 
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Integrál tvaru: 
[image: image601.wmf][
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 má význam momentu setrvačnosti tělesa vzhledem k bodu 
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Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose rovnoběžné se souřadnicovou osou se počítá následovně:
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přičemž osa rovnoběžná s osou 
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 protíná rovinu 
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přičemž osa rovnoběžná s osou 
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přičemž osa rovnoběžná s osou 
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Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k rovině rovnoběžné se souřadnicovou rovinou (kolmou na souřadnicovou osu) se počítá následovně:
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přičemž rovnice roviny je 
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přičemž rovnice roviny je 
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přičemž rovnice roviny je 
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Ostatní se odvodí podobně. Nevypsané výrazy jsou vztahy ostatních souřadnic.

Odvodili jsme Steinerovu větu, kterou si připomeneme.

Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k dané ose je roven součtu momentu setrvačnosti tělesa vzhledem k ose rovnoběžné s danou osou procházející těžištěm a součinu hmotnosti tělesa a druhé mocniny vzdálenosti os. Vyjádřeno vzorcem: 
[image: image633.wmf];
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Integrály následujících tvarů představují tzv. deviační momenty.
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 (vzhledem k osám 
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 (vzhledem k osám 
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Deviační momenty mohou vyjít i záporné.

Také můžeme definovat „posunuté“ deviační momenty.
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Ostatní se odvodí analogicky.
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Příklad 15.x.

Vypočtěme moment setrvačnosti homogenního válce vzhledem k ose, kde osa válce splývá s osou 
[image: image650.wmf]x

, jedna podstava je v rovině 
[image: image651.wmf]yz

 (náčrtek).

Budeme počítat moment setrvačnosti vzhledem k ose 
[image: image652.wmf]x

. Pro válec platí: 
[image: image653.wmf];

2

v

R

V

p

=


Pro homogenní válec platí: 
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 hustota je konstantní.
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[image: image656.wmf];

2

1

2

1

2

1

2

1

4

2

4

2

2

2

2

4

0

4

0

2

0

0

4

R

m

R

V

R

v

R

v

R

dx

R

dx

d

r

v

v

R

=

=

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ò

ò

ò

r

r

p

r

p

r

p

j

r

p


Zavedeme polární souřadnice v rovině 
[image: image657.wmf]yz

: 
[image: image658.wmf];
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 (to jsou cylindrické souřadnice)

Moment setrvačnosti lze určit také takto:

Válec rozdělíme na mnoho tenkých vrstev, přičemž každá vrstva má hmotnost: 
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Posuneme válec ve směru osy 
[image: image661.wmf]x

 o 
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 doleva, určíme momenty setrvačnosti vzhledem k ose 
[image: image663.wmf]y

 a 
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, opět zavedeme cylindrické souřadnice jako dříve.
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Tedy platí: 
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Získaný výsledek nám také umožní určit moment setrvačnosti tyče délky 
[image: image676.wmf]l

 zanedbatelného průřezu vzhledem k ose kolmé na tyč procházející středem.
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Moment setrvačnosti vzhledem k ose kolmé na tyč procházející krajním bodem určíme dle Steinerovy věty.
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Moment setrvačnosti lze určit také takto: 
[image: image679.wmf]r

 délková hustota 
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Určíme moment setrvačnosti válce vzhledem k rovině 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme moment setrvačnosti homogenní koule vzhledem k ose procházející jejím středem.

Vypočteme trojný integrál: 
[image: image684.wmf];
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Zavedeme tzv. sférické souřadnice 
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sin

;

cos

sin

;

cos

cos

J

J

j

J

j

r

z

r

y

r

x

=

=

=

 Jakobián je: 
[image: image687.wmf];

cos

2

J

r


Vypočteme moment setrvačnosti koule vzhledem k ose 
[image: image688.wmf]z
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Moment setrvačnosti koule vzhledem k ose 
[image: image693.wmf]z

 je: 
[image: image694.wmf];

5

2

5

2

2

2

mR

V

R

J

z

=

=

r


Vypočteme moment setrvačnosti koule vzhledem k ose 
[image: image695.wmf]y

.
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Moment setrvačnosti koule vzhledem k ose 
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 je: 
[image: image702.wmf];

5

2

5

2

2

2

mR

V

R

J

y

=

=

r


Vypočteme moment setrvačnosti koule vzhledem k ose 
[image: image703.wmf]x

.
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Moment setrvačnosti koule vzhledem k ose 
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Momenty setrvačnosti vyšly vždy stejně, což je v pořádku. Moment setrvačnosti homogenní koule vzhledem k libovolné ose procházející středem je: 
[image: image711.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme moment setrvačnosti homogenního kvádru vzhledem k souřadnicovým osám. Kvádr představuje kartézský součin intervalů: 
[image: image712.wmf];
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 Vrcholy kvádru jsou v bodech: 
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Zřejmě je těžiště ve středu, tj. souřadnice těžiště jsou: 
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Pro kvádr platí: 
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Moment setrvačnosti vzhledem k ose 
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Moment setrvačnosti vzhledem k ose 
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Moment setrvačnosti vzhledem k ose 
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Určeme nyní moment setrvačnosti vzhledem k ose rovnoběžné s osou 
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 procházející těžištěm.
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Moment setrvačnosti je: 
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Vzdálenost os je: 
[image: image737.wmf];

2

1

2

2

2

2

2

2

b

a

b

a

d

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

=


Platí toto:
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viz Steinerova věta.

Podobné vztahy platí i pro osy rovnoběžné s osou 
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 a osou 
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. Odvození je analogické.

Příklad 15.x.

Vypočtěme trojný integrál: 
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Fyzikální význam integrálu je moment setrvačnosti homogenního tělesa vzhledem k ose 
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, hustota je konstantní 
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Vypočítat poslední integrál bude pracnější, zkusíme použít substituci: 
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Druhý z integrálů nemusíme počítat, je roven nule, neboť jde o integrál liché funkce přes symetrický interval kolem počátku.
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Hodnota integrálu je tedy: 
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Výpočet integrálu byl poměrně zdlouhavý, snáze ho lze spočítat pomocí polárních souřadnic 
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Pomocí polárních souřadnic jsme dospěli k výsledku podstatně rychleji.

Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose 
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 je: 
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Příklad 15.x.

Určeme moment setrvačnosti homogenního tělesa vzhledem k ose 
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Příklad 15.x.

Určeme moment setrvačnosti homogenního tělesa vzhledem k ose 
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Příklad 15.x.

Určeme momenty setrvačnosti homogenního tělesa tvaru elipsoidu vzhledem k souřadnicovým osám. Rovnice elipsoidu je: 
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Moment setrvačnosti elipsoidu vzhledem k ose 
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Moment setrvačnosti elipsoidu vzhledem k ose 
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Moment setrvačnosti elipsoidu vzhledem k ose 
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Je-li speciálně 
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 (viz příklad dříve).

Příklad 15.x.

Uvažujme čtyřstěn (viz př. 15.x.) určený body 
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Objem čtyřstěnu je: 
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Napřed určíme momenty setrvačnosti vzhledem k souřadnicovým rovinám.
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