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XVII. Funkce Gama a Beta

Funkce Gama a Beta mají v matematice velkou důležitost. Nepatří mezi elementární funkce, definují se pomocí integrálů:

Definice 17.1.
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Mnohé integrály lze počítat přes Gama a Beta funkce.
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 (viz příklad 8.x.)
Funkce Gama je tedy zobecnění faktoriálu.

Poznámka:
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Věta 17.1.

Pro funkce Gama a Beta platí následující vztahy:
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Dostáváme tedy tyto důležité vztahy:
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Poznámka:
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Příklad 17.1.

Vypočtěme integrál:
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(V 17.1. body c, d, e)

Příklad 17.1a.
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Příklad 17.3.
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Příklad 17.3a.
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Poznámka:

Tento integrál by bylo možno též počítat klasicky.
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Příklad 17.5.
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Užitím věty 17.1. odvodíme další vztahy:
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Dále platí tyto vztahy:
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Důkaz se provede matematickou indukcí dle 
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Příklad 17.6.
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Příklad 17.6a.
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Věta 17.2. (doplňková věta)

Platí následující vztah:
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Důkaz:
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[image: image208.wmf](

)

(

)

;

1

)

)

1

2

cos((

2

2

)

1

2

(

)

1

2

(

+

-

-

=

-

×

-

-

-

-

s

k

z

z

e

z

e

z

s

s

i

k

i

k

p

p

p

 Rozklad na parciální zlomky a vynásobení členů odpovídajících komplexně sdruženým kořenům dá toto:


[image: image209.wmf](

)

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

=

-

=

+

ò

Õ

ò

Õ

ò

+¥

¥

-

=

-

+¥

¥

-

=

-

-

+¥

-

dz

s

k

z

z

z

s

dz

e

z

z

s

dx

x

x

s

s

k

r

s

k

i

k

r

b

2

1

2

1

1

)

1

2

(

1

0

1

1

)

)

1

2

cos((

2

2

2

1

p

p



[image: image210.wmf]=

+

-

-

-

-

-

-

-

=

ò

å

¥

+

¥

-

=

dz

s

k

z

z

s

r

k

s

r

k

z

s

k

2

1

2

1

)

)

1

2

cos((

2

)

1

)

1

2

cos((

)

)

1

2

cos((

p

p

p



[image: image211.wmf];

)

)

1

2

sin((

)

)

1

2

cos((

)

1

)

1

2

cos((

)

)

1

2

cos((

2

1

2

2

ò

å

¥

+

¥

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

=

dz

s

k

s

k

z

s

r

k

s

r

k

z

s

k

p

p

p

p


Položme:
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Pak dále obdržíme toto:
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Jde tedy o určení součtu na pravé straně. Využijeme známých výsledků (Př. 9.x.).
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Z věty 17.2. vyplývá např. toto:
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Příklad 17.7.

Vypočteme následující integrály:
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Použili jsme výsledků z příkladů 17.1., 17.1a, 17.6., důsledku věty 17.2. Výpočet pomocí Gama a Beta funkce byl jednoduchý, klasický výpočet by byl zdlouhavý.
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Příklad 17.8.

Vypočtěme integrál:
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Tento příklad je zobecnění věty 17.2. (
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Příklad 17.8a.

Položíme-li v předchozím příkladě 
[image: image258.wmf]1

,

2

=

=

b

n

, dostaneme:


[image: image259.wmf];

2

2

sin

2

1

1

0

2

p

p

p

=

=

+

ò

+¥

dx

x




[image: image260.wmf];

2

2

1

1

2

p

p

=

×

=

+

ò

+¥

¥

-

dx

x

 (viz Př. 8.x.)
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Položíme-li v předchozím příkladě 
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 (viz Př. 8.x.)

(uvažme, že se jedná o sudé funkce)

Příklad 17.9.

Vypočtěme integrál:
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Je celkem zřejmé, že integrál má konečnou hodnotu pro 
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Výsledek:
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Příklad 17.10.

Vypočtěme integrál:
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Výsledek:
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Tomuto integrálu se také říká neúplná Beta funkce.

V následujícím příkladu tento výsledek zobecníme.

Příklad 17.10a.

Vypočtěme integrál:
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Použijeme substituci: 
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Příklad 17.11.

Vypočtěme tzv. eliptické integrály:
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 (Př. 17.5.)
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Poznamenejme, že tyto integrály nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární.
Příklad 17.12.

Vypočtěme integrál:


[image: image291.wmf];

0

,

0

,

0

,

;

)

(

)

1

(

1

0

1

1

>

+

>

>

+

-

ò

+

-

-

b

a

a

q

p

dx

bx

a

x

x

q

p

q

p



[image: image292.wmf]=

+

+

×

+

-

=

+

-

ò

ò

+

+

+

-

-

+

-

-

1

0

1

1

1

0

1

1

)

)

((

)

)

((

)

(

)

1

(

)

(

)

1

(

dx

x

b

a

x

b

a

bx

a

x

x

dx

bx

a

x

x

q

p

q

p

q

p

q

p

q

p

q

p



[image: image293.wmf]=

-

+

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

=

ò

+

-

-

+

1

0

2

1

1

))

1

(

(

)

(

)

(

)

1

(

)

1

(

)

1

)(

(

)

1

(

dy

y

b

a

b

a

a

ay

b

a

y

b

a

y

b

a

y

b

a

y

b

a

ay

y

q

p

q

p

q

p



[image: image294.wmf]=

+

-

+

-

=

ò

+

-

-

-

+

-

-

-

-

+

+

+

-

+

-

-

-

-

-

+

+

1

0

1

1

1

1

2

1

1

1

1

)

(

))

1

(

(

)

1

(

dy

b

a

a

y

b

a

y

y

q

p

q

q

p

p

q

p

q

p

q

q

p

p

q

p



[image: image295.wmf];

)

(

)

;

(

)

;

(

)

(

)

1

(

)

(

1

0

1

1

p

q

p

q

q

p

p

q

b

a

a

q

p

q

p

b

a

a

dy

y

y

b

a

a

+

B

=

B

+

=

-

+

=

-

-

-

-

-

-

ò


(substituce: 
[image: image296.wmf];

))

1

(

(

)

(

;

)

1

(

;

)

(

2

dy

y

b

a

b

a

a

dx

y

b

a

ay

x

bx

a

x

b

a

y

-

+

+

=

-

+

=

+

+

=

)
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Příklad 17.13.

Vypočtěme integrál:
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Ukážeme si nyní jiný výpočet, přes Beta a Gama funkce.

Použijeme substituci: 
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Integrál tedy nezávisí na mezích (viz též Př. 8.x.).

Výsledek:
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Příklad 17.14.

Dokažme rovnost:
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 (součet geometrické řady)
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 (viz výsledek příkladu 17.3.)

Odtud již snadno plyne hledaná rovnost.
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 je tzv. Riemannova Zeta funkce (viz Př. 9.x.).
Příklad 17.15.

Vraťme se ještě k příkladu 17.3. kde jsme odvodili vztah: 
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Nutno také uvážit, že 
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Porovnáním reálné a imaginární části dostaneme:
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Což lze také vyjádřit takto (Eulerovy vzorce):
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Proveďme limitní přechod 
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Použijme předchozí vztah, proveďme limitní přechod 
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 (Př. 16.7.)

Položme v předchozím příkladě 
[image: image333.wmf]2
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, dostaneme Fresnelovy integrály (též Př. 16.21.)
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Příklad 17.15a.

Položme v předchozím příkladě 
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, uvažme, že platí vztahy: 
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(viz též Př. xx)

Položme v předchozím příkladě 
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, uvažme, že platí vztahy: 
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(viz též Př. 16.25a,b)

Definice 17.2.

Eulerova konstanta 
[image: image346.wmf]C

 se definuje jako limita posloupnosti:
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V následující větě ukážeme, že limita posloupnosti existuje a je vlastní, definice je tedy korektní. Označení 
[image: image348.wmf]C

 pro Eulerovu konstantu podržíme i nadále.

Věta 17.3. HUF
Definujme posloupnost 
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neboť platí: 
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Tedy: 
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Posloupnost 
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, ale výpočet podle definice je poněkud nepohodlný.
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Poznámka:
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Po odečtení postupně dostaneme:
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 (viz Př. 10.x.)

Vzorce lze též přepsat takto:
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Po odečtení postupně dostaneme:
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Součet řady je: 
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 Řada je neabsolutně konvergentní tj. součet se může přerovnáním změnit. Poslední vzorec ukazuje, jak se změní součet řady, jestliže ji přerovnáme tak, že po 
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 kladných členech bude následovat 
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Příklad 17.16.

Vypočtěme: 
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(substituce: 
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Výpočet jsem provedli na „dluh“, neboť jsem neověřili oprávněnost limitního přechodu.

Výsledek:
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Nyní definici funkce Gama rozšíříme na komplexní čísla. Budeme ji definovat jako nekonečný součin.

Definice 17.3.

Nechť 
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Je zřejmé, že pro nulu a záporná celá čísla je součin na pravé straně roven 0, tudíž tam není Gama funkce definována. Pro všechna ostatní komplexní čísla je Gama funkce definována.

Příklad 17.17.

Ukážeme si jiné vyjádření Gama funkce.
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Dostáváme tedy vztah:
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Použijeme tento vztah:
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Dostáváme tak další součinová vyjádření Gama funkce:
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Z prvního vyjádření plyne: 
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Odtud také snadno plyne, že 
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Nyní odvodíme součinové vyjádření Beta funkce. Použijeme známý vztah (V 17.1. d).
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Dostali jsme:
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Je zřejmé, že výraz má smysl, jestliže 
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Příklad 17.18.
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Dále platí: 
[image: image417.wmf]Õ

¥

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

=

1

2

2

2

1

sin

n

n

x

x

x

p

, (výpočet viz…..)
tj. 
[image: image418.wmf]Õ

Õ

¥

=

¥

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

=

1

2

2

1

2

2

2

2

1

1

sin

n

n

n

x

x

n

x

x

x

p

p

p

p

p

,  tj. 
[image: image419.wmf]Õ

¥

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

1

2

2

1

sin

n

n

x

x

x

p

p

.

Dostáváme tedy: 
[image: image420.wmf];

sin

sin

1

1

1

1

)

1

(

)

(

1

2

2

s

s

n

s

s

s

s

n

p

p

p

p

=

=

-

=

-

G

×

G

Õ

¥

=

 (též V 17.2.).

Příklad 17.19.
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Určíme ještě: 
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Určíme znaménko funkce Gama v jednotlivých intervalech. Zřejmě pro kladná reálná čísla nabývá kladných hodnot. K určení znaménka pro záporná reálná necelá čísla použijeme již známý vztah. Nechť 
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Ve zlomku na pravé straně je čitatel kladný, ve jmenovateli je 
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 záporných činitelů. To znamená, že znaménko funkční hodnoty závisí na tom, zda je 
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Poznámka:

Také platí: 
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Funkce Gama je v komplexním oboru holomorfní, ale v záporných celých číslech má jednoduché póly (viz kap. 24).

V následující větě ukážeme, že pro kladná reálná čísla je nová definice (součinová) funkce Gama ve shodě s původní definicí (integrální).

Věta 17.4.
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Důkaz:

Použijeme výsledky z příkladů 17.16., 17.17.
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Protože poslední dva činitelé na levé straně mají limitu 1 (
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Logaritmováním obdržíme: 
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Derivováním dostaneme: 
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Porovnáním vztahů obdržíme další vyjádření Eulerovy konstanty: 
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Nyní si odvodíme Taylorovu řadu logaritmu Gama funkce (viz TŘ, kap. 10).
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Následující rozvoje platí pro 
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Sečtením obou rovností dostaneme:
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Odtud vyplývá: 
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Derivováním rozvoje logaritmu Gama funkce obdržíme:
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Příklad 17.20.
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Z toho vyplývá: 
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Speciálně: 
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Příklad 17.20a.

Vypočteme některé další hodnoty funkce 
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Následující věty nám říkají něco o asymptotickém chování některých integrálů, později je použijeme na odvození Stirlingova vzorce.

Věta 17.5.
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Důkaz:

viz Jarník V., Integrální počet II, Uvedeme jen náznak.

Spojitá funkce na uzavřeném intervalu nabývá svého maxima (V 3.x.), tj. existuje 
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Věta 17.6.
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Důkaz:

Důkaz je obtížný (Jarník V., Integrální počet II), uvedeme jenom náznak.
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(Taylorův polynom) (předp. 2)

Dále proveďme substituci:
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Poznámka:

Nabývá-li funkce 
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Poznámka:

Položíme-li ve větě 17.6. 
[image: image579.wmf];

0

;

1

>

×

=

-

c

c

q

a

d

 dostaneme:

[image: image580.wmf];

;

)

(

!

)

(

2

)

(

0

1

)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

+¥

®

×

»

ò

ò

-

-

-

×

+

×

-

-

-

a

x

x

j

a

j

x

a

a

x

a

x

a

q

q

q

q

q

Kc

t

q

q

h

c

c

x

h

dt

t

e

h

q

q

e

dx

e

x


Poznámka:

Zkusme aplikovat větu 17.6. na integrál z příkladu 17.3a. Buď 
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Položme ještě: 
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(srovnejme s výsledkem příkladu 17.3a.)

Věta 17.7.

Platí následující tvrzení:

a) Eulerovu konstantu lze vyjádřit určitým integrálem:
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b) Derivaci logaritmu Gama funkce lze vyjádřit určitým integrálem:
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Důkaz:

Odvození těchto vzorců není jednoduché, integrály nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární. Zde uvedeme pouze náznak (podrobné odvození: Jarník V., Integrální počet II).
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b) Vyjdeme ze známé rovnosti (za větou 17.4.), užijeme výsledku bodu a), dostaneme:
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Kdybychom použili větu 17.5., dostali bychom trochu hrubší aproximaci.
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Příklad 17.21.
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Použijeme-li substituci 
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 v integrálu z V 17.7., obdržíme jiné integrální vyjádření derivace logaritmu Gama funkce.
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Příklad 17.22.

Derivaci logaritmu Gama funkce lze upravit takto:
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Poslední integrál pak lze upravit takto:
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Dostali jsme toto:
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Nyní obě strany rovnosti integrujme (přechod k primitivní funkci), dostaneme:
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(Přesnější Stirlingův vzorec)

Příklad 17.23.

Užitím Stirlingova vzorce vypočteme pro „velká“ 
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 (Wallisova formule)
Lze ji též vyjádřit jako nekonečný součin: 
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Příklad 17.24.

Vypočtěme integrál:
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Obdrželi jsme tento výsledek (Dirichletův vzorec):
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Při výpočtu jsme použili výsledek příkladu 17.10., dále pak vztahu z věty 17.1 d).

Dále tento příklad ještě zobecníme.

Příklad 17.24a.

Vypočtěme integrál:
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Použijeme substituci:
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Platí toto: 
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Determinant je roven: 
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Výsledek (Liouvilleův vzorec):
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Položíme-li speciálně 
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á

Î

=

1

;

0

,

1

)

(

u

u

j

, dostaneme:

[image: image716.wmf];

)

1

)

((

)

(

1

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

1

1

0

1

1

1

1

1

1

1

+

G

G

=

×

G

G

=

×

G

G

=

å

Õ

å

å

Õ

ò

å

Õ

òòò

Õ

=

=

=

=

=

-

+

+

=

=

W

=

-

n

j

j

n

j

j

n

j

j

n

j

j

n

j

j

p

p

n

j

j

n

j

j

n

n

j

p

j

p

p

p

p

p

du

u

p

p

dx

dx

x

n

n

j

K

K


tj. předchozí příklad. Příklad lze ještě zobecnit.

Příklad 17.24b.

Vypočtěme integrál:
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přičemž: 
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Předpokládejme, že integrál 
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Použijeme substituci: 
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Determinant je roven: 
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Položíme-li 
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Příklad 17.24c.

Položme v předchozím příkladu speciálně: 
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Pak dostaneme: 
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Pro objem 
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-rozměrného simplexu platí:
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Příklad 17.24d.

Položme v předchozím příkladu speciálně: 
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Pak dostaneme: 
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Objem 
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-rozměrné koule o poloměru 
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Věta 17.8.
a) Buď 
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Důkaz:

a) Vyjdeme ze vztahu:
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Vzorec lze přepsat takto: 
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Ve jmenovateli dolního zlomku je 
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 činitelů obsahujících proměnnou 
[image: image763.wmf]s

, ve jmenovateli horního zlomku je též 
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 činitelů obsahujících proměnnou 
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. Všechny členy se navzájem vykrátí, čímž dostaneme výraz, který nezávisí na 
[image: image766.wmf]s

. Dále jsme použili výsledek z příkladu 17.23. d).

b) Nutno uvážiti toto: 
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Položíme-li v Eulerově vzorci (V 17.8. b) 
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Příklad 17.25.

Vypočteme integrál:
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Platí: 
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Napřed derivujme podle parametru 
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(Př. 17.6a., V 17.2.)
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Výsledek:
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Příklad 17.26.

Vyjděme ze vztahu ve větě 17.2. a derivujme ho dle parametru 
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Poznámka:

Derivováním podle parametru obdržíme:
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Příklad 17.27.

Porovnáme-li to s výsledkem příkladu 17.20., dostaneme:
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Příklad 17.28.

Vypočtěme integrál:
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Použijeme tento trik, vyjdeme z definice Riemannova integrálu.
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Nyní použijeme Eulerův vzorec (V 17.8. b).
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Příklad 17.28a.

Vypočtěme integrál:
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Příklad 17.28b.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Uděláme ještě tento rozvoj:
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Nechť 
[image: image817.wmf]1

>

s

, položme: 
[image: image818.wmf];

,

1

;

0

(

;

N

Î

ñ

Î

+

=

q

a

q

a

s



[image: image819.wmf]);

(

)

(

)

1

(

)

1

(

0

a

j

a

q

a

s

q

j

G

×

+

=

+

+

G

=

+

G

Õ

=



[image: image820.wmf]);

(

ln

)

ln(

)

1

(

)

1

(

ln

0

a

j

a

q

a

s

q

j

G

+

+

=

+

+

G

=

+

G

å

=



[image: image821.wmf](

)

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

=

å

å

ò

=

-

-

-

=

+

K

p

k

k

k

k

q

j

q

a

a

a

q

a

k

k

B

j

a

q

a

a

dx

x

1

1

2

1

2

2

1

1

1

)

(

1

)

1

2

(

2

)

ln(

)

ln(

ln

2

1

ln



[image: image822.wmf](

)

;

)

ln(

)

ln(

ln

2

1

0

K

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

-

=

å

=

q

j

j

a

q

a

a



[image: image823.wmf][

]

;

ln

)

(

)

ln(

)

(

)

1

(ln

ln

a

a

a

q

a

q

a

q

a

x

x

dx

x

q

a

a

q

a

a

+

-

+

-

+

+

=

-

=

+

+

ò



[image: image824.wmf](

)

=

G

+

+

+

+

+

=

G

+

+

=

+

G

ò

å

+

=

)

(

ln

)

ln(

ln

2

1

ln

)

(

ln

)

ln(

)

1

(

ln

0

a

q

a

a

dx

x

a

j

a

s

q

a

a

q

j

K



[image: image825.wmf](

)

=

G

+

+

+

+

+

+

-

+

-

+

+

=

)

(

ln

)

ln(

ln

2

1

ln

)

(

)

ln(

)

(

a

q

a

a

a

a

a

q

a

q

a

q

a

K



[image: image826.wmf];

1

)

1

2

(

2

ln

)

(

1

1

2

2

2

1

p

p

k

k

k

R

s

k

k

B

A

s

s

s

+

-

+

+

-

×

+

=

å

=

-


(viz Euler-Maclaurinův vzorec, kap. 10)
Zobecněná kombinační čísla definujeme takto (kombinatorika):
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Definujme formálně: 
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Pak také platí: 
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Zřejmě platí (viz vzorec dříve): 
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Příklad 17.29.
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V následujících příkladech vypočteme integrály jiným způsobem, pomocí Taylorova rozvoje v řady a Gama funkce.

Příklad 17.x.

Vypočteme následující integrály pomocí rozvoje (viz též př. 16.x.).
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V obou případech se jednalo o součet geometrické řady s kvocientem 
[image: image850.wmf](

)

2

a

b

-

. Řadu můžeme sečíst za předpokladu: 
[image: image851.wmf]a

b

<

. Již známé výsledky jsme odvodili jiným způsobem, ale za omezujícího předpokladu.
Příklad 17.x.

Vypočteme následující integrál pomocí rozvoje (viz též př. 16.x.).
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 (viz příklad 17.3.)
Nyní uvažme, že Taylorův rozvoj je: 
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Příklad 17.x.

Vypočteme následující integrál pomocí rozvoje (viz též př. 16.x.).
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Nyní uvažme, že Taylorův rozvoj je: 
[image: image866.wmf];

1

;

)

1

(

)

1

ln(

1

1

<

-

=

+

å

¥

=

+

z

j

z

z

j

j

j


Dále dostaneme:

[image: image867.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

å

¥

=

2

2

2

2

1

2

2

1

ln

1

ln

2

1

)

1

(

2

1

a

b

a

c

a

c

a

b

j

j

j

j

j



[image: image868.wmf];

,

;

ln

2

1

ln

ln

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

a

c

a

b

b

a

c

a

a

b

a

a

c

a

<

<

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=


Opět jsme dostali: 
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Příklad 17.x.

Vypočteme následující integrál pomocí rozvoje (viz též př. 16.x.).
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Vztahy platí za předpokladů: 
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Vypočteme Laplaceův integrál ještě jinak.
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Vypočteme Laplaceův integrál ještě jinak.
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