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XIX. Fourierovy řady
Uvažujme vektorový prostor spojitých funkcí v intervalu 
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. Spojité funkce na jistém intervalu tvoří vektorový prostor vzhledem ke sčítání a násobení číslem (skalárem). Dále definujme na prostoru 
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Výraz má smysl, neboť součin spojitých funkcí je též spojitá funkce, tudíž k ní existuje funkce primitivní (V 8.x.). Integrál lze definovat jako Newtonův, též jako Lebesgueův.

Výše definovaný výraz je skalární součin ve smyslu definice z LA (Def. 10.x.), což se snadno ověří. Normu funkce pak definujeme takto:
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Omezme se nyní na interval 
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 tvoří ortogonální systém ve smyslu definice z LA (Def. 10.x.), což ověříme.
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Tím jsme ověřili, že množina funkcí 
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 skutečně tvoří ortogonální systém vzhledem k výše uvedenému skalárnímu součinu. To také znamená, že uvedená množina funkcí je lineárně nezávislá (viz LA, V 10.x.).
Také jsme dostali toto: 
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Uvažujme prostor 
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tj. aby výraz: 
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 byl minimální.
Již víme (LA, V 10.x.), že minimalizace výrazu dosáhneme při následující volbě koeficientů:
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Toto jsou tzv. Fourierovy koeficienty.
Vzorce můžeme přepsat následovně:
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Máme-li definovanou funkci na intervalu 
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periodických funkcí značíme 
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periodické funkce můžeme rozvinout ve Fourierovu řadu.

Definice 19.x.

Buď dána 
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 definované výše uvedeným způsobem. Pak řada tvaru:
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je Fourierova řada funkce 
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Pokud sčítáme jen konečný počet členů řady, jedná se o trigonometrický polynom.
Očekávali bychom, že Fourierova řada funkce konverguje pro každé 
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 ke své funkční hodnotě 
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Poznamenejme, že vzorce též platí pro libovolný interval: 
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Periodickou funkci (s periodou 
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Fourierovy koeficienty se počítají podle vzorců:
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Při volbě 
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 dostáváme interval 
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. Je-li funkce lichá, vyjádříme ji jen pomocí sinů, neboť sinus je lichá funkce. Koeficienty 
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 vyjdou nulové. Je-li funkce sudá, vyjádříme ji jen pomocí cosinů, neboť kosinus je sudá funkce. Koeficienty 
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Odvodíme vztah mezi koeficienty.
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(substituce 
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Trigonometrickou Fourierovu řadu lze také vyjádřit ve tvaru: 
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Odtud porovnáním koeficientů dostáváme: 
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(

;

;

2

0

0

k

k

k

k

k

k

c

c

i

b

c

c

a

c

a

-

-

-

=

+

=

=



[image: image78.wmf];

;

2

;

2

;

2

0

0

N

Î

+

=

-

=

=

-

k

ib

a

c

ib

a

c

a

c

k

k

k

k

k

k


Použili jsme známý vzorec: 
[image: image79.wmf];

sin

cos

x

i

x

e

ix

+

=



[image: image80.wmf](

)

(

)

;

0

;

0

1

1

1

1

1

2

2

0

2

0

¹

=

-

=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ò

n

n

i

e

n

i

n

i

e

dx

e

in

inx

inx

p

p

p



[image: image81.wmf];

,

;

;

2

;

;

0

;

0

;

2

;

0

;

0

2

0

)

(

2

0

Z

Î

î

í

ì

=

¹

=

Þ

î

í

ì

=

¹

=

ò

ò

-

n

m

n

m

n

m

dx

e

n

n

dx

e

x

n

m

i

inx

p

p

p

p

 (viz též kap. 24)
Pomocí tohoto vzorce šlo předchozí vztahy odvodit snáze, ale použili jsme něco z analýzy v komplexním oboru.
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Částečný součet Fourierovy řady značíme: 
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Nyní si odvodíme vzorce pro částečné součty Fourierovy řady. Použijeme vzorce o součtech řad (viz kapitola 9).
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Pro částečný součet Fourierovy řady tedy máme:
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Zvolme nyní 
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Zvolme substituci: 
[image: image104.wmf];

;

;

x

u

v

dv

du

x

v

u

+

=

=

-

=

 dostaneme:

[image: image105.wmf];

)

(

)

(

2

1

sin

)

sin(

)

(

2

1

)

(

0

0

2

1

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

+

×

+

=

+

+

=

ò

ò

ò

-

-

p

p

p

p

p

p

du

u

x

f

du

u

x

f

du

u

u

m

u

x

f

x

s

m

K

K


V intervalu 
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Pro částečný součet Fourierovy řady máme:
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Pokud je 
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, dostáváme další vzorec:
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Integrand je tedy omezená funkce na intervalu 
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Pak můžeme částečný součet Fourierovy řady vyjádřit takto:
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Věta 19.x.
Buď dána funkce 
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Důkaz:

Uvedeme jen náznak, podrobněji viz Jarník (Integrální počet II)
(také za omezujících předpokladů)
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Výrazy jsou omezené, platí: 
[image: image129.wmf];
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□
Z této věty plyne tento důsledek pro Fourierovy koeficienty: 
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Věta 19.x. (věta o lokalizaci)
Buď dána funkce 
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Pak platí: 
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Můžeme to též vyjádřit takto:
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Důkaz: (náznak)
Za dané situace platí: 
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přičemž: 
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Oba předchozí integrály konvergují stejnoměrně k 0 pro 
[image: image140.wmf]¥
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(zdůvodnění viz Jarník, Integrální počet II).
□
Z věty o lokalizaci např. vyplývá následující vztah:

[image: image141.wmf];

2

0

;

2

sin

)

1

2

sin(

lim

0

p

d

p

d

<

<

=

+

ò

¥

®

dt

t

t

m

m



[image: image142.wmf]»

+

-

+

+

+

=

ò

ò

d

d

p

p

d

0

0

sin

)

1

2

sin(

)

2

(

1

sin

)

1

2

sin(

)

2

(

1

)

;

(

dt

t

t

m

t

x

f

dt

t

t

m

t

x

f

x

s

m



[image: image143.wmf](

)

=

-

+

+

×

»

+

×

-

+

+

×

+

»

ò

ò

)

(

)

(

2

1

sin

)

1

2

sin(

)

(

1

sin

)

1

2

sin(

)

(

1

0

0

x

f

x

f

dt

t

t

m

x

f

dt

t

t

m

x

f

p

p

p

p

d

d



[image: image144.wmf](

)

;

)

(

)

(

2

1

-

+

+

=

x

f

x

f

 (odhad integrálu)
Odhad předpokládá, že se funkce 
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Poznámka:

Na hodnotu integrálu 
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Integrál 
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Zajímá nás, kdy platí: 
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 tj. kdy Fourierova řada konverguje ke své funkci.

Důležitá věta v teorii Fourierových řad je Dirichlet-Jordanova, která nám na danou otázku odpoví. Vystupuje v ní pojem variace funkce (viz kap. 18). Napřed uvedeme Diniho větu pro konvergenci Fourierovy řady.
Věta 19.x. (Diniho)
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□
Důsledek:
Nechť funkce 
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□
Poznámka:
Jestliže existuje vlastní derivace 
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Poznámka:

Diniho věta lze poněkud zobecnit.
Nechť je funkce 
[image: image173.wmf])
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Věta 19.x. (Dirichlet-Jordanova)

Nechť má funkce 
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Je-li speciálně 
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Důkaz:
Je obtížný, viz Jarník (Integrální počet II). Zde uvedeme jenom náznak.
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Protože funkce 
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 má konečnou variaci, lze ji vyjádřit jako rozdíl 2 neklesajících funkcí, tj. 
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Integrál lze rozložit na 4 integrály, přičemž v integrálu je postupně: 
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Vzhledem k tomu, že funkce 
[image: image202.wmf]2
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 jsou neklesající, jsou první 2 integrály nezáporné, druhé 2 integrály jsou nekladné. 
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Integrály lze odhadnout takto:
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Je celkem zřejmé, že v okolí bodu nespojitosti funkce 
[image: image206.wmf]f

 nemůže Fourierova řada konvergovat stejnoměrně.

□
Poznámka:
Z předchozí věty plyne, že funkce s konečnou variací má konvergentní Fourierovu řadu. Existují dokonce spojité funkce s divergentní Fourierovou řadou.

Buď nyní dána periodická funkce 
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Přepišme vztah následovně a pak zkusme integrovat.
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dostaneme: 
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Nechť je 
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Konstantu 
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 určíme z podmínky: 
[image: image216.wmf]0

)

0

(

=

F

.

[image: image217.wmf];

2

1

2

1

0

1

0

1

0

å

å

¥

=

¥

=

=

Þ

-

=

k

k

k

k

k

b

A

k

b

A


Fourierova řada funkce 
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Poznamenejme ještě, že funkce 
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Fourierova řada funkce 
[image: image225.wmf])
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 je konvergentní i v případě, že Fourierova řada funkce 
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 konvergentní není, což je zajímavé. Integrovat člen po členu lze tedy každou Fourierovu řadu.
Důsledek:
Buďte dány 2 periodické funkce 
[image: image227.wmf])
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, právě když mají stejné odpovídající si Fourierovy koeficienty.
Poznámka:

Derivováním člen po členu se konvergence Fourierovy řady obecně „zhoršuje“. Fourierova řada vzniklá derivováním může, ale také nemusí konvergovat.

Nyní určíme součet této řady: 
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Položme: 
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(jde o sčítání řad metodou aritmetických průměrů)
Pokud existuje 
[image: image240.wmf])

(

lim

x

s

m

m

¥

®

, existuje i limita 
[image: image241.wmf])

(

lim

x

m

m

s

¥

®

 a limity se rovnají. Může ovšem nastat případ, kdy 
[image: image242.wmf])

(

lim

x

s

m

m

¥

®

 neexistuje, ale 
[image: image243.wmf])

(

lim

x

m

m

s

¥

®

 existuje.

[image: image244.wmf](

)

;

sin

)

1

2

sin(

)

2

(

)

2

(

1

)

(

2

0

ò

+

-

+

+

=

p

p

dt

t

t

k

t

x

f

t

x

f

x

s

k

 (částečný součet FŘ)

[image: image245.wmf](

)

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

+

×

+

=

+

=

ò

å

å

=

=

2

0

0

0

)

1

2

sin(

sin

1

)

2

(

)

2

(

1

1

1

)

(

1

1

)

(

p

p

s

dt

t

k

t

t

x

f

t

x

f

m

x

s

m

x

m

k

m

k

k

m



[image: image246.wmf](

)

;

sin

)

)

1

((

sin

)

2

(

)

2

(

)

1

(

1

2

0

2

ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

+

+

=

p

p

dt

t

t

m

t

x

f

t

x

f

m


Na sčítání řad metodou aritmetických průměrů je založena věta Fejérova, která dává lepší a úplnější výsledky.
Věta 19.x. (věta Fejérova)
Nechť funkce 
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Důkaz:
Použijeme vzorec, který jsme předtím odvodili.
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Položme: 
[image: image254.wmf](

)

)

(

)

(

2

1

-

+

+

=

x

f

x

f

A

, zvolme 
[image: image255.wmf]2

0

p

d

<

<

.


[image: image256.wmf](

)

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

+

+

+

=

-

ò

2

0

2

sin

)

)

1

((

sin

2

)

2

(

)

2

(

)

1

(

1

p

p

s

dt

t

t

m

A

t

x

f

t

x

f

m

A

m



[image: image257.wmf];

2

0

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

ò

ò

p

d

d

dt

dt

K

K

K

 přičemž 
[image: image258.wmf];

C

sin

1

)

1

(

1

)

1

(

1

2

2

×

+

£

+

ò

d

p

p

p

d

m

dt

m

K



[image: image259.wmf]e

s

<

-

Þ

>

A

x

m

m

m

)

(

0

.
Funkce 
[image: image260.wmf]f

 je na intervalu 
[image: image261.wmf]ñ

á

b

a

;

 též omezená (V 3.x.), tj. 
[image: image262.wmf];

;

)

(

:

ñ

á

Î

"

£

Î

$

+

b

a

x

K

x

f

K

R



[image: image263.wmf]d

p

d

p

s

2

2

sin

)

1

(

2

2

sin

1

)

1

(

1

)

(

+

=

×

+

£

m

K

K

m

x

m

. (podrobněji viz Jarník)
□
Průměry tedy dávají úplnější výsledky než částečné součty.

Příklad 19.x.
Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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Protože jde o lichou funkci, bude to řada z funkcí sinus. Zřejmě 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Dosadíme-li za proměnnou 
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Odtud dostáváme:
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Tato alternující řada konverguje pomalu, tudíž se k přibližnému výpočtu čísla 
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 nehodí.

Obecný předpis periodické funkce je: 
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 (viz náčrtek). V bodech nespojitosti ji definujeme průměrem limit zprava a zleva.
Platí: 
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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Tentokrát se jedná o „posunutou“ lichou funkci.
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Položíme-li 
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Současně jsme určili součet řady: 
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Obecný předpis periodické funkce je: 
[image: image288.wmf];

);

)

1

(

2

;

2

(

;

2

)

(

Z

Î

+

Î

-

=

m

m

m

x

m

x

x

f

p

p

p

 (viz náčrtek). V bodech nespojitosti ji definujeme průměrem limit zprava a zleva.
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Poznámka:

K rozvoji z předchozího příkladu lze dospět také takto: Funkci z příkladu 19.x. označme 
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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 Najděme její Fourierovu řadu.
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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lze též vyjádřit takto:
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Položíme-li 
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Poznámka:
V předchozích příkladech jsme odvodili tyto rozvoje:
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Oba rozvoje platí v intervalu: 
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Dostali jsme další vztah:
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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Protože jde o sudou funkci, bude to řada z funkcí cosinus. Zřejmě 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Pomocí Fourierových řad můžeme sečíst i některé číselné řady.
Obecný předpis periodické funkce je: 
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 Funkce nemá body nespojitosti, navazuje to spojitě.
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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Použijeme výsledek z předchozího příkladu, funkci označme 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Obecný předpis periodické funkce je: 
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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 Najděme její Fourierovu řadu.
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Zřejmě platí: 
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Máme tedy Fourierovu řadu:


[image: image365.wmf]);

;

(

;

sin

)

1

(

)

(

cos

1

)

(

2

)

(

4

)

(

1

1

liche

1

2

p

p

p

p

-

Î

-

+

+

-

+

-

=

å

å

¥

=

+

¥

=

x

kx

k

b

a

kx

k

b

a

a

b

x

f

k

k

k

k


jiné vyjádření:
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Obecný předpis periodické funkce je: 
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(viz též př. 19.x.)
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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 Najděme její Fourierovu řadu.

Použijeme výsledek z předchozího příkladu, funkci označme 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Obecný předpis periodické funkce je: 
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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Protože jde o lichou funkci, bude to řada z funkcí sinus. Zřejmě 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Také jsme opět dostali toto: 
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Obecný předpis periodické funkce je: 
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 (viz náčrtek). V bodech nespojitosti ji definujeme průměrem limit zprava a zleva.
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Příklad 19.x.

Najděme Fourierovu řadu periodické funkce 
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Použijeme výsledek příkladu 19.x. 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Příklad 19.x.
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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(viz předchozí příklad)
Součet Fourierovy řady je 
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(viz předchozí příklad)

Příklad 19.x.
Upravme rovnost z příkladu 19.x. takto:
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Příklad 19.x.
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Konstantu 
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Jestliže obě řady sečteme a výsledek dělíme 2, dostaneme další výsledek:
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Příklad 19.x.

Upravme rovnost z příkladu 19.x. takto:
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Integrací dostaneme:
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(viz výsledek dříve)
Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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 Najděme její Fourierovu řadu.
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Výraz pro 
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 sudé můžeme ještě upravit takto: 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Vzhledem k periodicitě funkce 
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což lze sečíst i elementárně (Př. 9.x.).
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Výraz lze ještě upravit takto:
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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Výraz pro 
[image: image529.wmf]k

 sudé můžeme ještě upravit takto: 
[image: image530.wmf];

1

1

2

1

2

1

1

1

1

1

1

1

2

1

2

2

1

2

2

-

×

-

=

-

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

k

k

k

k

k

k

p

p

p

p



[image: image531.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

=

=

=

ò

ò

ò

-

+

p

p

p

p

p

p

p

0

0

)

)

1

cos(

)

1

(cos(

2

1

sin

sin

1

sin

)

(sin

1

dx

x

k

x

k

dx

kx

x

dx

kx

x

b

k



[image: image532.wmf];

1

;

0

1

)

1

sin(

1

)

1

sin(

2

1

0

¹

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

-

-

-

=

k

k

x

k

k

x

k

p

p



[image: image533.wmf];

2

1

2

1

2

2

sin

2

1

)

2

cos

1

(

2

1

sin

1

0

0

0

2

1

=

×

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

=

ò

ò

p

p

p

p

p

p

p

p

x

x

dx

x

dx

x

b


Máme tedy Fourierovu řadu:
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Vzhledem k periodicitě funkce 
[image: image535.wmf]+

)

(sin

x

 to platí pro každé 
[image: image536.wmf]R

Î

x

.

Položíme-li 
[image: image537.wmf]2

p

=

x

, dostaneme:


[image: image538.wmf];

1

4

)

1

(

2

2

1

1

1

4

cos

2

2

1

1

1

1

2

1

2

å

å

¥

=

¥

=

-

-

-

+

=

-

-

+

=

k

k

k

k

k

k

p

p

p

p

p



[image: image539.wmf];

2

1

4

1

4

)

1

(

;

4

2

1

1

4

)

1

(

1

2

1

1

2

-

=

-

-

-

=

-

-

å

å

¥

=

+

¥

=

p

p

k

k

k

k

k

k


(viz dřívější výsledek)
Příklad 19.x.
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Dostáváme toto:
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Dostáváme toto:
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Položíme-li ve Fourierově řadě pro kosinus 
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Položíme-li ve Fourierově řadě pro kosinus 
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Po úpravě rovností dále dostaneme:
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Položme ve vzorcích 
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Samozřejmě předpokládáme, že 
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Příklad 19.x.

Určíme součet řady: 
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Použijeme již odvozené vztahy: 
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(viz Př. 19.x.), dále vztah: 
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Dostáváme toto:
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Dosazením se snadno ověří, že vzorec platí i v krajních bodech.
Zkusme nyní rovnost integrovat, dostaneme další součet:
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Dosazením 
[image: image576.wmf]2

p

=

x

 dostaneme již známý vzorec: 
[image: image577.wmf];

32

1

)

1

2

(

)

1

(

3

1

3

1

p

=

-

-

å

¥

=

+

k

k

k


Zkusme nyní rovnost opět integrovat, dostaneme:
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Dosazením 
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Dále platí: 
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 (ověřte).
Porovnáním vztahů dostaneme: 
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 (viz výsledek dříve), tj. máme další součet:
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Příklad 19.x.

Ukážeme, že platí vzorec:
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K odvození použijeme vztah: 
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Odvodíme vzorec ještě jinak. Vyjdeme z Taylorova rozvoje funkce logaritmus (viz kap. 10).
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Použijeme vztahy: 
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Odvodíme ještě další vzorec.
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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 Najděme její Fourierovu řadu.
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Vzorec lze také upravit takto: 
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po úpravě pak dostaneme:
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Také platí toto:
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tudíž vzorec lze též přepsat takto:
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Odtud dále odvodíme toto:
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po úpravě pak dostaneme: 
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vzorec lze též přepsat takto: 
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Příklad 19.x.

Buď dána periodická funkce definovaná takto: 
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 Najděme její Fourierovu řadu.
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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Položíme-li 
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po úpravě pak dostaneme: 
[image: image678.wmf];

0

;

2

1

)

sinh(

1

2

)

1

(

2

1

2

2

¹

-

×

=

+

-

å

¥

=

a

a

a

a

k

a

k

k

p

p


Poznámka:

Předchozí vztahy lze také odvodit ze vztahů odvozených za příkladem 19.x. Dosadíme: 
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, dále užijeme vztahy: 
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Příklad 19.x.

Předpokládejme, že 
[image: image687.wmf]0

¹

a

, dřívější rovnost: 
[image: image688.wmf];

2

1

1

1

2

1

2

2

2

1

2

2

a

e

e

a

k

a

a

a

k

-

-

+

×

=

+

å

¥

=

p

p

p

 upravíme:


[image: image689.wmf];

2

1

2

1

2

1

2

2

a

e

e

e

e

a

k

a

a

a

a

a

k

-

-

+

×

=

+

-

-

¥

=

å

p

p

p

p

p


Z této rovnosti odvodíme další výsledky.
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Položme dále: 
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Nyní obě strany integrujeme.
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Uvažme, že je: 
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tedy máme: 
[image: image699.wmf]);

ln(

0

)

)

(ln(

2

2

1

2

2

k

C

C

k

k

k

k

p

p

-

=

Þ

=

+

å

¥

=

 dostáváme tak:

[image: image700.wmf];

sin

ln

ln

1

2

2

2

2

2

t

t

k

t

k

k

=

-

å

¥

=

p

p



[image: image701.wmf];

sin

ln

1

ln

1

2

2

2

t

t

k

t

k

=

-

å

¥

=

p


Pro 
[image: image702.wmf])

;

0

(

p

Î

t

 tedy máme:

[image: image703.wmf];

sin

ln

1

ln

1

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

å

¥

=

t

t

k

t

k

p


Po odlogaritmování (na obě strany hodíme exponenciálu) dostaneme:

[image: image704.wmf];

1

sin

1

2

2

2

Õ

¥

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

k

k

t

t

t

p


Odtud dostáváme součinové vyjádření funkce sinus. Dá se ukázat, že následující vztah platí pro každé 
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 (viz Jarník, Integrální počet II).
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Součinový vzorec můžeme ještě upravit takto:
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Položme: 
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Odtud je patrné, že: 
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Porovnejme ještě součinový vzorec s Taylorovým rozvojem funkce sinus.
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Kdybychom myšlenkově součin roznásobili, dostali bychom:
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Porovnáním koeficientu u 
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 dostaneme již známý vzorec:
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Položme 
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, dosadíme do součinového vzorce, pak dostaneme:
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 (Wallisův vzorec)
Ve Fourierovu řadu můžeme také rozvinout funkce s jinou periodou než je 
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. Nechť má funkce 
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Periodickou funkci (s periodou 
[image: image725.wmf]T

) lze aproximovat trigonometrickou Fourierovou řadou tvaru:
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Fourierovy koeficienty se počítají podle vzorců:
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Použijeme-li analogii z fyziky, kde platí: 
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Položíme-li 
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, přejdou vzorce na tvar:

[image: image732.wmf];

;

)

sin(

)

(

2

;

)

cos(

)

(

2

;

)

(

2

2

2

2

2

2

2

0

N

Î

×

=

×

=

=

ò

ò

ò

-

-

-

k

dx

x

k

x

f

T

b

dx

x

k

x

f

T

a

dx

x

f

T

a

T

T

T

T

T

T

k

k

w

w


Položíme-li 
[image: image733.wmf]0

=

K
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Podobným způsobem se odvodí, že platí také toto:
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Příklad 19.x.
Definujme funkci 
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Je to lichá funkce, což se snadno ověří. Položme: 
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Máme tedy Fourierovu řadu:
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 (viz též př. 19.x.)
Ke vzorci lze dospět také takto: Vyjdeme ze vzorce z příkladu 19.x.
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Ke vzorci lze dospět také takto: Vyjdeme ze vzorce z příkladu 19.x.
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Pomocí Bernoulliho čísel můžeme určit součet řady: 
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Fourierův integrál

Uvažujme funkci 
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Fourierova řada pak přejde ve Fourierův integrál.
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Položme ještě: 
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pak platí: 
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Výraz upravíme pomocí Fubiniho věty.
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Pokud bychom dosadili, podobným způsobem jako pro částečné součty Fourierovy řady bychom odvodili následující:
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což souhlasí s výsledkem uvedeným dříve.
Příklad 19.x.
Uvažujme funkci definovanou následovně: 
[image: image820.wmf];

0

;

;

0

;

;

1

)

(

>

î

í

ì

>

£

=

L

L

x

L

x

x

f


určeme její integrální Fourierův rozvoj.
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Poslední integrál je Dirichletův diskontinuitní faktor (viz též příklad 16.x.).
Příklad 19.x.

Uvažujme funkci definovanou následovně: 
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určeme její integrální Fourierův rozvoj.
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Příklad 19.x.

Uvažujme funkci definovanou následovně: 
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Poznámka:
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 (viz též př. 16.x.)

[image: image836.wmf];

2

)

sgn(

2

)

(

sin

~

)

(

0

C

b

a

C

d

b

a

C

b

f

=

-

×

-

=

-

-

ò

+¥

p

p

l

l

l

p

 (viz též př. 16.x.)

Příklad 19.x.

Uvažujme funkci definovanou následovně: 
[image: image837.wmf];
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určeme její integrální Fourierův rozvoj.
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(viz příklady 8.x., 16.x., též 24.x.)
Integrální Fourierův rozvoj je následující: 
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Příklad 19.x.

Uvažujme funkci definovanou následovně: 
[image: image841.wmf];
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určeme její integrální Fourierův rozvoj.
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(viz příklady 8.x., 16.x., též 24.x.)

Integrální Fourierův rozvoj je následující: 
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