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XX. Diferenciální rovnice

V diferenciálních rovnicích je neznámou funkce. Diferenciální rovnice vyjadřuje vztah mezi funkcí, její derivací a nezávisle proměnnou. Mohou se v ní též vyskytovat derivace vyšších řádů. Řád diferenciální rovnice je určen nejvyšším řádem derivace, která se v rovnici vyskytuje. Poznamenejme, že mnohé diferenciální rovnice vyřešit neumíme, některé pouze přibližnou numerickou metodou. Mnohé úlohy (např. z fyziky) vedou na diferenciální rovnice.

Nyní vyslovíme základní větu o diferenciálních rovnicích (bez důkazu).

Věta x.1.

Buď dána diferenciální rovnice tvaru:
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kde neznámou je funkce 
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Nechť je dána počáteční podmínka: 
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Důkaz této věty je obtížný.

Je-li speciálně funkce 
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Konstantní funkce automaticky splňuje Lipschicovu podmínku. Dle věty V 8.x existuje ke každé spojité funkci primitivní funkce.

Ukážeme si řešení některých diferenciálních rovnic metodou separace proměnných. Tuto metodu lze použít, jestliže lze funkci vyjádřit ve tvaru: 
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 spojité na jistém intervalu. Rovnici lze pak upravit takto:
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 Pak obě strany rovnice integrujeme, 
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Může se zde vyskytnout problém, že se nepodaří funkci integrovat, např. proto, že primitivní funkce nepatří mezi elementární. Nesmíme zapomínat na integrační konstantu, má při řešení diferenciálních rovnic velký význam.

Vyjádřit funkci 
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 explicitně se podaří jen někdy.

V následujících příkladech si ukážeme metodu separace proměnných.

Příklad 1.

Řešme diferenciální rovnici:
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Řešení hledáme v intervalu 
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Zřejmě vyhovuje funkce identicky rovná 0 (
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.
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 je integrační konstanta.
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Řešení diferenciální rovnice je funkce:
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Konstanta 
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 by se určila z počáteční podmínky.

Poznámka:

Při řešení diferenciálních rovnic se též používá „formalismus“ 
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Vynásobení rovnice výrazem „
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“ není zcela korektní, ale běžně používané.

Nadále tento příklad poněkud zobecníme.

Příklad 2.

Řešme diferenciální rovnici:
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Zřejmě vyhovuje funkce identicky rovná 0 (
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.
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[image: image59.wmf]C

 je integrační konstanta.
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Řešení diferenciální rovnice je funkce:
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Této rovnici se říká homogenní diferenciální rovnice, množina všech řešení je podprostor generovaný funkcí 
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Je-li 
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Uveďme si několik speciálních případů:
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Rovnice: 
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Rovnice: 
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:


[image: image76.wmf]x

y

y

=

¢

.

Hledáme řešení v intervalech 
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Řešení v 
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Řešení v 
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Řešení: 
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Proveďme podrobněji: Při řešení rovnice separací proměnných bychom dospěli k tomuto:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalu 
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Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalech 
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Řešení v 
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Řešení: 
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Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalech 
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Řešení v 
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Řešení v 
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Řešení: 
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Také je řešením funkce 
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Po integrování dostaneme:
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viz předchozí příklad

Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Rovnici upravíme na tvar: 
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Použijeme předchozí příklad. V našem případě je: 
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Obecné řešení je:
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Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalech 
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Řešení rovnice je funkce tvaru: 
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalu 
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.
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Řešením diferenciální rovnice je funkce:
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Příklad x.
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Po integrování dostaneme:
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Příklad x.
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Řešení diferenciální rovnice je funkce:
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Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Po úpravě dostaneme:
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Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Po integrování dostaneme:
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Řešení diferenciální rovnice:
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Poznámka: Konstanta může být v každém intervalu (výše uvedeného tvaru) jiná.
Příklad xx.
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Po úpravě dostaneme:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Výraz na levé straně můžeme rozložit na parciální zlomky, dostaneme:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Výraz na levé straně můžeme rozložit na parciální zlomky, dostaneme:
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Po integrování dostaneme:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Vyhovují funkce 
[image: image196.wmf];

1

;

1

-

º

º

y

y

 nadále předpokládejme, že 
[image: image197.wmf]1

±

¹

y

.


[image: image198.wmf];

1

1

2

x

y

y

=

-

¢


Výraz na levé straně můžeme rozložit na parciální zlomky, dostaneme:
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Po integrování dostaneme:
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Po úpravě dostaneme:
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V následujícím příkladu uvidíme, že pouhá konstanta dokáže změnit řešení rovnice.

Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Vyhovují funkce 
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Výraz na levé straně můžeme rozložit na parciální zlomky, dostaneme:
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Po integrování dostaneme:


[image: image209.wmf](

)

;

ln

1

1

ln

;

ln

1

ln

1

ln

C

x

y

y

C

x

y

y

+

=

+

-

+

=

+

-

-



[image: image210.wmf];

1

1

;

1

1

x

K

y

y

x

K

y

y

=

+

-

=

+

-


Po úpravě dostaneme:
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Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Výraz na levé straně můžeme rozložit na parciální zlomky, dostaneme:
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Po integrování dostaneme:
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Po úpravě dostaneme:
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Příklad xx.

Řešme diferenciální rovnici:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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 nabývá nezáporných hodnot a je neklesající (MA V xx). Nadále předpokládejme, že: 
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.
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Formálně získané řešení není ve skutečnosti řešení, neboť funkce 
[image: image238.wmf]y

 je neklesající. Musíme ho trochu modifikovat.
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Je to identická nula a pak rostoucí půl parabola. Případ 
[image: image240.wmf]+¥
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 představuje identickou nulu. Na ose 
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 je možné „větvení“ směrem doprava.
Poznámka:
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Každým bodem na ose 
[image: image264.wmf]x

 prochází několik různých řešení rovnice, jedno z nich je identická nula. Na ose 
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.


[image: image282.wmf];

;

;

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

R

y

x

R

C

y

x

C

x

y

=

+

=

=

+

+

-

=


Je zřejmé, že je nutno volit 
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.
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Nyní obě strany rovnice integrujeme.
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Dostali jsme rovnici rovnoosé hyperboly. Pokud je 
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Kdybychom uvažovali rovnici: 
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Po úpravě dostaneme:


[image: image334.wmf];

0

;

;

¹

Î

=

x

K

e

y

x

K

R
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Jestliže platí: 
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Řešení homogenní rovnice je: 
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Řešení je pak: 
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice lze určit také takto: 
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalu 
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Řešení homogenní rovnice je: 
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Řešení je pak: 
[image: image386.wmf]1

2

2

2

2

-

=

-

-

x

x

e

e

. Obecné řešení je:


[image: image387.wmf];

;

1

2

2

R

Î

+

-

=

K

e

K

y

x


Příklad x.
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Řešení homogenní rovnice je: 
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Řešení je pak: 
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Řešení homogenní rovnice je: 
[image: image399.wmf];
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Řešení je pak: 
[image: image401.wmf]);

1

(

3

1

)

1

(

3

1

1

1

2

3

2

2

x

x

x

+

=

+

×

+

 Obecné řešení je:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalu 
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Řešení homogenní rovnice je: 
[image: image407.wmf];
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Použili jsme substituci: 
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Řešení je pak: 
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 Obecné řešení je:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalu 
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1

)

(

;

)

(

;

2

)

(

2

=

=

=

x

q

x

x

P

x

x

p


Řešení homogenní rovnice je: 
[image: image416.wmf];
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Nyní jsme v koncích, neboť primitivní funkci (integrál) neumíme spočítat. Nelze ji vyjádřit pomocí elementárních funkcí. Označme ji: 
[image: image418.wmf];
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Řešení je pak: 
[image: image419.wmf])
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Nyní to ještě ověříme:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalu 
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Řešení homogenní rovnice je: 
[image: image427.wmf];
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Řešení je pak: 
[image: image429.wmf]2
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalu 
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[image: image434.wmf];
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Řešení homogenní rovnice je: 
[image: image435.wmf];
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 (viz Př. 7.x.)
Řešení je pak: 
[image: image437.wmf](
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Po vyřešení homogenní diferenciální rovnice hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image439.wmf];
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 Po dosazení dostaneme:
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Kdybychom měli ještě danou počáteční podmínku např. 
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 Řešení, které vyhovuje počáteční podmínce, je:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Hledáme řešení v intervalech 
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Řešení homogenní rovnice je: 
[image: image452.wmf];
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Řešení je pak: 
[image: image454.wmf];
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 Obecné řešení je:
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Řešením je též funkce tvaru:
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Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Řešením homogenní rovnice je: 
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Obecné řešení rovnice je:

[image: image464.wmf];

;

sin

sin

R

Î

+

=

-

-

K

e

K

e

x

y

x

x


Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici:
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Tuto rovnici nelze řešit separací proměnných, ale pomůžeme si jistým trikem. Použijeme substituci: 
[image: image466.wmf];
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 Pak rovnice přejde na tvar:
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Po úpravě a integraci dostaneme:
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Obecné řešení rovnice je:
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Ukážeme si řešení diferenciální rovnice 
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tého řádu s konstantními koeficienty. Zabývejme se napřed homogenní diferenciální rovnicí. Rovnice má tvar:
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[image: image473.wmf];

;

;

0

0

)

(

N

R

Î

Î

=

å

=

n

a

y

a

j

n

j

j

j


Množina řešení homogenní diferenciální rovnice tvoří podprostor vektorového prostoru funkcí (definovaných v celém 
[image: image474.wmf]R

). Báze podprostoru řešení se nazývá fundamentální systém diferenciální rovnice. Libovolné řešení se pak dá vyjádřit jako „lineární obal“ fundamentálního systému. Nechť tedy funkce 
[image: image475.wmf]{
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 tvoří fundamentální systém diferenciální rovnice, pak obecné řešení má tvar:
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K této diferenciální rovnici existuje charakteristický polynom:


[image: image477.wmf];
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K nalezení řešení diferenciální rovnice je nutno najít kořeny charakteristického polynomu, což se v obecném případě nepodaří. Následující věty říkají, jak lze pomocí kořenů charakteristického polynomu najít řešení diferenciální rovnice.

Věta x.
Buď dána diferenciální rovnice tvaru dříve uvedeného, nechť číslo 
[image: image478.wmf]1
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 je kořen charakteristického polynomu (
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Důkaz:

Platí 
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Tedy funkce 
[image: image484.wmf]x
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 je vskutku řešením diferenciální rovnice.
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Věta x.
Buď dána diferenciální rovnice tvaru dříve uvedeného, nechť číslo 
[image: image485.wmf]1
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 je dvojnásobný kořen charakteristického polynomu. Pak funkce 
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Důkaz:

Je-li nějaké číslo dvojnásobný kořen polynomu, je také kořen derivace polynomu (viz Alg.). Tedy platí: 
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Z předchozí věty plyne, že funkce 
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 je řešením diferenciální rovnice.

Platí: 
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 (viz příklad 4.x.). Pak také platí:
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Tedy funkce 
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 jsou vskutku řešením diferenciální rovnice.
□

Věta

Buď dána diferenciální rovnice tvaru dříve uvedeného, nechť číslo 
[image: image493.wmf]1
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 je trojnásobný kořen charakteristického polynomu. Pak funkce 
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Důkaz:

Je-li nějaké číslo trojnásobný kořen polynomu, je také kořen první i druhé derivace polynomu (Alg.). Tedy platí: 
[image: image496.wmf];
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Z předchozí věty plyne, že funkce 
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Platí: 
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 (viz příklad 4.x.). Pak také platí:
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Tedy funkce 
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□

V následující větě tvrzení ještě zobecníme.

Věta

Buď dána diferenciální rovnice tvaru dříve uvedeného, nechť číslo 
[image: image502.wmf]1
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 je 
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‑násobný kořen charakteristického polynomu. Pak funkce 
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Důkaz:

Nechť 
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[image: image508.wmf];
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□

V případě, že charakteristický polynom s reálnými koeficienty má imaginární kořen, je číslo komplexně sdružené také kořenem polynomu, přičemž násobnosti jsou stejné. Nechť tedy 
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 jsou imaginární komplexně sdružené kořeny, pak báze prostoru řešení obsahuje funkce: 
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Pak také platí: 
[image: image511.wmf]);
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 Tudíž můžeme přejít k reálnému řešení: 
[image: image512.wmf];
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Využíváme zde platnost identity: 
[image: image513.wmf];
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Poznámka:

V případě, že koeficienty nejsou konstanty, je obtížné (až nemožné) najít fundamentální systém. Není obecný návod, jak ho v obecném případě najít.

Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
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y

=

¢

.

Rovnici převedeme na tvar: 
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, což je homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
[image: image516.wmf]1

-

l

, jehož kořen je 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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(viz též příklad xx)

Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image520.wmf]y
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Rovnici převedeme na tvar: 
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, což je homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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, jehož kořeny jsou 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
[image: image524.wmf]x

x

e

e

-

,

, obecné řešení je:


[image: image525.wmf];

,

;

2

1

2

1

R

Î

+

=

-

K

K

e

K

e

K

y

x

x


Poznámka:
Zde můžeme též přejít k fundamentálnímu systému: 
[image: image526.wmf]x
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obecné řešení lze též vyjádřit takto:
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image529.wmf]0
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
[image: image530.wmf]l

, jehož kořen je 
[image: image531.wmf]0

.

Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Množina řešení je vektorový podprostor konstantních funkcí (polynomů stupně 0).

Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image534.wmf]0
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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, jehož kořeny jsou 
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 (dvojnásobný kořen)

Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Množina řešení rovnice je vektorový podprostor polynomů stupně nejvýše 1.

Dále tento příklad ještě zobecníme.

Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Množina řešení je vektorový podprostor polynomů stupně nejvýše 
[image: image545.wmf]1
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Příklad: 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image551.wmf]0
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image561.wmf]0
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Fundamentální systém tvoří funkce:

[image: image564.wmf]);
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reálný fundamentální systém je pak: 
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obecné řešení je:
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image567.wmf]0
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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, určíme zkusmo, protože vzorce na rovnice 3. stupně nejsou vhodné. Pak lze polynom rozložit: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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)

1

(

)

1

2

(

2

2

2

2

4

3

5

+

=

+

+

=

+

+

l

l

l

l

l

l

l

l

 tj. jeho kořeny jsou: 
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 tj. imaginární kořeny jsou dvojnásobné.
Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Charakteristický polynom má kořeny: 
[image: image585.wmf];
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:
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Charakteristický polynom má kořeny: 
[image: image590.wmf];
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Charakteristický polynom má kořeny: 
[image: image595.wmf];
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 tj. 2 dvojnásobné imaginární kořeny.

Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Je to homogenní diferenciální rovnice, char. polynom je: 
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Kořeny polynomu lze najít zkusmo, z celočíselných kořenů přicházejí v úvahu pouze čísla: 
[image: image600.wmf];
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 Charakteristický polynom má kořeny: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Dále se budeme zabývat nehomogenními diferenciálními rovnicemi, tj. rovnicemi tvaru:
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);

(

0

)

(

R

Î

=

å

=

j

n

j

j

j

a

x

g

y

a


přičemž 
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 je spojitá funkce na jistém intervalu. Předpokládejme dále, že 
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Napřed vyřešíme homogenní diferenciální rovnici, tj. myslíme si nulovou pravou stranu. Tím najdeme fundamentální systém diferenciální rovnice. Nechť 
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y

 je jedno řešení nehomogenní diferenciální rovnice, libovolné lze pak vyjádřit ve tvaru:
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Množina všech řešení diferenciální rovnice je tedy lineál neboli „posunutý podprostor“.
Dále si ukážeme, jak jedno takové řešení najít. Lze to udělat metodou variace konstant nebo metodou odhadu tvaru.
Věta 20.x. (Variace konstant)
Buď dána diferenciální rovnice tvaru:
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Nechť 
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Pak funkce 
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 je řešení nehomogenní diferenciální rovnice.
Důkaz:
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□
Metoda variace konstant tedy spočívá v tom, že se musí vyřešit soustava rovnic, kde neznámé jsou funkce 
[image: image623.wmf])
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. Pak je nutno ještě každou funkci zvlášť integrovat, tj. je nutno k ní nalézt primitivní funkci. Protože se z konstant „stanou“ funkce, říká se této metodě variace konstant (což je slovní protiklad).
Poznamenejme, že determinant soustavy je tzv. Wronského determinant (Wronskián), tj.
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Wronského determinant je nenulový právě tehdy, když jsou funkce 
[image: image625.wmf]n
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 lineárně nezávislé.
Nyní si ukážeme metodu variace konstant na příkladech.

Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
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Řešení diferenciální rovnice je tedy: 
[image: image633.wmf]1

-

=

×

-

-

x

x

e

e

. Obecné řešení je:

[image: image634.wmf]x

e

K

y

1

1

+

-

=


Poznámka: obecné řešení můžeme obdržet také takto:
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Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
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(viz primitivní funkce, metoda per partes)
Řešení diferenciální rovnice je tedy: 
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Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je 
[image: image646.wmf]1

2

-

l

. Fundamentální systém tvoří funkce: 
[image: image647.wmf]x

x

e

e

-

,

, obecné řešení homogenní rovnice je: 
[image: image648.wmf]x

x

H

e

K

e

K

y

-

+

=

2

1

.

Obdržíme soustavu rovnic: 
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tj. 
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Řešení diferenciální rovnice je tedy: 
[image: image653.wmf];
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Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image655.wmf]x
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Charakteristický polynom je 
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(viz primitivní funkce)

Řešení diferenciální rovnice je tedy: 
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Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image664.wmf]x
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Charakteristický polynom je 
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 (viz primitivní funkce)

Řešení diferenciální rovnice je tedy: 
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Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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 (viz Př. 20.x.)

Dostaneme soustavu rovnic 2 rovnic o 2 neznámých funkcích.
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 (Wronského determinant)
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Funkce 
[image: image682.wmf]x

e

x

-

 je řešením homogenní rovnice.
Obecné řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Tvar funkce by zde bylo obtížné „odhadnout“.
Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
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 (viz předchozí příklad, jen pravá strana je jiná)

Dostaneme soustavu rovnic 2 rovnic o 2 neznámých funkcích.
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Obecné řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Tvar funkce by zde bylo obtížné „odhadnout“.

Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
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Řešení hledáme v intervalech 
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 (viz Př. 20.x.)

Dostaneme soustavu rovnic 2 rovnic o 2 neznámých funkcích.


[image: image696.wmf];

sin

1

sin

)

(

cos

)

(

;

0

cos

)

(

sin

)

(

2

1

2

1

x

x

x

C

x

x

C

x

x

C

x

x

C

=

¢

-

¢

=

¢

+

¢



[image: image697.wmf]);

cos

;

(sin

1

cos

sin

;

sin

;

cos

;

cos

;

sin

2

2

x

x

W

x

x

x

x

x

x

D

=

-

=

-

-

=

-

=



[image: image698.wmf];

1

sin

sin

;

;

cos

;

0

;

sin

;

cotg

sin

cos

;

sin

;

;

cos

;

0

sin

1

2

sin

1

1

=

=

=

-

=

-

=

-

=

x

x

x

x

D

x

x

x

x

x

D

x

x



[image: image699.wmf];

1

)

(

;

cotg

)

(

2

2

1

1

-

=

=

¢

=

=

¢

D

D

x

C

x

D

D

x

C



[image: image700.wmf][

]

[

]

;

sin

ln

sin

cos

cotg

)

(

1

x

dx

x

x

dx

x

x

C

=

=

=

ò

ò

  
[image: image701.wmf][

]

[

]

;

)

(

2

x

dx

x

C

-

=

-

=

ò


Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Obecné řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Tvar funkce by zde bylo obtížné „odhadnout“.

Pokud bychom měli dané počáteční podmínky, např. 
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Dostali jsme tedy: 
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Partikulární řešení je: 
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Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image711.wmf];
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Řešení hledáme v intervalech 
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[image: image713.wmf];

cos

sin

2

1

x

K

x

K

y

+

=

 (viz Př. 20.x.)

Dostaneme soustavu rovnic 2 rovnic o 2 neznámých funkcích.
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Obecné řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Tvar funkce by zde bylo obtížné „odhadnout“.

Příklad 20.x

Určeme Wronského determinant 
[image: image722.wmf]);
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Zde vystupuje tzv. Vandermondův determinant, což je součin všech rozdílů (viz LA). Protože předpokládáme, že čísla 
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Někdy lze též použít metodu odhadu tvaru funkce, která je jednodušší než metoda variace konstant. Lze ji však použít pouze ve speciálních případech. Také se ji říká metoda neurčitých koeficientů. Uvedeme si větu.
Věta 20.x.
Buď dána diferenciální rovnice tvaru:
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Pak platí:
a) Jestliže 
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b) Jestliže 
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Důkaz:

a) 
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tj. 
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□
Tato věta by se dala ještě zobecnit, ale to již nebudeme dokazovat.

Má-li pravá strana tvar: 
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Heslo: „Je-li číslo 
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 kořen polynomu, jdeme o tolik stupňů výš, kolik je násobnost kořene.“
Má-li pravá strana tvar: 
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Nyní si ukážeme metodu odhadu tvaru na několika příkladech.

Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je 
[image: image766.wmf]1

+

l

. Fundamentální systém tvoří funkce: 
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  (Př. 20.x.)
Příklad 20.x.

Řešme diferenciální rovnici: 
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 Po dosazení do rovnice dostaneme: 
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Obecné řešení je: 
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Příklad 20.x

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je 
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Protože fundamentální systém neobsahuje funkci 
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Obecné řešení je: 
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e

K

x

y

1

1

+

-

-

=

. (viz Př. 20.x.)

Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Napřed vyřešíme homogenní diferenciální rovnici, myslíme si nulovou pravou stranu.
Charakteristický polynom je: 
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Hledáme řešení ve tvaru: 
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Nyní dosadíme do rovnice a porovnáme koeficienty.
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Obdržíme soustavu 3 rovnic o 3 neznámých.
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  Řešení soustavy je: 
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Řešení diferenciální rovnice je tedy: 
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Kdybychom měli dané ještě počáteční podmínky, bylo by řešení jednoznačné. Nechť je např. dáno: 
[image: image811.wmf];
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[image: image812.wmf];
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Řešení rovnice, které vyhovuje počátečním podmínkám, je:
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image816.wmf];
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Řešení homogenní diferenciální rovnice je stejné jako v předchozím příkladu.

Hledáme řešení ve tvaru: 
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Nyní dosadíme do rovnice a porovnáme koeficient.
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po úpravě: 
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Řešení diferenciální rovnice je tedy: 
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Zkusme ještě vyřešit tuto rovnici metodou Variace konstant.
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Dostaneme soustavu 2 rovnic o 2 neznámých, kde neznámé jsou tentokrát funkce.
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 (Wronského determinant)
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;

0

;

;

;

;

0

2

2

2

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

e

x

e

x

e

e

D

e

x

e

x

e

e

x

e

x

D

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

=

-

=

-

=



[image: image829.wmf];
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Příklad 20.xa:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je 
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Protože fundamentální systém obsahuje funkci 
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, hledáme řešení ve tvaru: 
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Po dosazení do rovnice dostaneme:
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
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2

1

;

0

-

=

=

B

A


Obecné řešení je: 
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Příklad 20.xb:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je 
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[image: image846.wmf]x

x

cos

,

sin

, obecné řešení homogenní rovnice je: 
[image: image847.wmf]x

K

x

K

y

H

cos

sin

2

1

+

=

.

Protože fundamentální systém obsahuje funkci 
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Po dosazení do rovnice dostaneme:
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image854.wmf];
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Obecné řešení je: 
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Dále tento příklad poněkud zobecníme.

Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je 
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Po dosazení do rovnice dostaneme:
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
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Obecné řešení je: 
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je: 
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Hledáme řešení ve tvaru: 
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Obecné řešení nehomogenní rovnice je:
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Zkusme ještě vyřešit tuto rovnici metodou Variace konstant.
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Dostaneme soustavu 2 rovnic o 2 neznámých, kde neznámé jsou tentokrát funkce.
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image891.wmf]1
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Charakteristický polynom je: 
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Hledáme řešení ve tvaru: 
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Obecné řešení nehomogenní rovnice je:
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Zkusme ještě vyřešit tuto rovnici metodou Variace konstant.
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Dostaneme soustavu 2 rovnic o 2 neznámých, kde neznámé jsou tentokrát funkce.
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:
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Je zřejmé, že metoda variace konstant zde byla pracnější.
Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je: 
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Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image919.wmf]Bx
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Obecné řešení nehomogenní rovnice je:
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Zkusme ještě vyřešit tuto rovnici metodou Variace konstant.
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Dostaneme soustavu 2 rovnic o 2 neznámých, kde neznámé jsou tentokrát funkce.
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[image: image929.wmf]);
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Řešení nehomogenní diferenciální rovnice je:


[image: image934.wmf];
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 je z prostoru řešení homogenní rovnice.

Je zřejmé, že metoda variace konstant zde byla pracnější.

Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je: 
[image: image938.wmf])
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Fundamentální systém tvoří funkce: 
[image: image940.wmf]x

x

x

e

e

x

e

-

,

,

, obecné řešení homogenní rovnice je:
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Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image942.wmf];
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 určíme dosazením do rovnice a porovnáním koeficientů. 
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Obecné řešení nehomogenní rovnice je:
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Metoda variace konstant by zde byla pracnější.
Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Charakteristický polynom je: 
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1

(

2

3

3

5

+

=

+

l

l

l

l

 jehož kořeny jsou 
[image: image951.wmf];

;

;

0

;

0

;

0

i

i

-


Fundamentální systém tvoří funkce: 
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Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image954.wmf];
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Konstanty 
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Obecné řešení nehomogenní rovnice je:
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Příklad 20.x:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image961.wmf];
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Charakteristický polynom je: 
[image: image962.wmf];
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 obecné řešení homogenní rovnice je:


[image: image965.wmf];
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Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image966.wmf];
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[image: image967.wmf];
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Konstanty 
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Obecné řešení nehomogenní rovnice je:
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Eulerova diferenciální rovnice má tvar:


[image: image975.wmf];
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Řešení v 
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Dostáváme tyto vztahy:
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)

;

)

(ln

)

(ln

1

)

(

);

(ln

1

)

(

2

x

Y

x

Y

x

x

y

x

Y

x

x

y

¢

-

¢

¢

=

¢

¢

¢

×

=

¢



[image: image983.wmf](
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Uvažujme např. Eulerovu diferenciální rovnici 2. řádu s nulovou pravou stranou.
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Výše uvedenou substitucí přejde na tvar:

[image: image985.wmf];

0

)

(

)

(

)

(

)

(

;

0

)

(

)

(

))

(

)

(

(

0

2

1

2

0

1

2

=

+

¢

-

+

¢

¢

=

+

¢

+

¢

-

¢

¢

t

Y

a

t

Y

a

a

t

Y

a

t

Y

a

t

Y

a

t

Y

t

Y

a


Uvažujme např. Eulerovu diferenciální rovnici 3. řádu s nulovou pravou stranou.
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Výše uvedenou substitucí přejde na tvar:
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
[image: image994.wmf])
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Nyní to ještě ověříme: 
[image: image996.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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[image: image1001.wmf];
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Obecné řešení rovnice je: 
[image: image1002.wmf]t
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
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Nyní to ještě ověříme: 
[image: image1006.wmf];
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[image: image1007.wmf](
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Použijeme stejnou substituci jako v předchozím příkladě, rovnice přejde na tvar:
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Řešení homogenní diferenciální rovnice je stejné jako v předchozím příkladě. Řešení nehomogenní diferenciální rovnice hledáme ve tvaru: 
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Obecné řešení rovnice je tedy:
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
[image: image1014.wmf])
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což lze též vyjádřit takto:
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:


[image: image1017.wmf]0

1

1

2

=

-

¢

+

¢

¢

y

x

y

x

y


Rovnici vynásobíme výrazem 
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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[image: image1021.wmf]0
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1022.wmf]t
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
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Nyní to ještě ověříme: 
[image: image1025.wmf];
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[image: image1026.wmf];
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Tuto rovnici lze též řešit tak, že položíme: 
[image: image1027.wmf];
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 pak přejde na tvar: 
[image: image1028.wmf](
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Pak řešíme rovnici: 
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Rovnici vyhovují čísla 
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tj. diferenciální rovnici vyhovují funkce: 
[image: image1032.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1036.wmf]t
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
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Nyní to ještě ověříme: 
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[image: image1041.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:


[image: image1042.wmf]0
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1045.wmf]t
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:


[image: image1048.wmf]0

3

=

-

¢

+

¢

¢

¢

y

y

x

y

x


Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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[image: image1050.wmf],
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1051.wmf]t
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
[image: image1052.wmf])
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Nyní to ještě ověříme:

[image: image1054.wmf]);
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Rovnici upravíme vynásobením výrazem 
[image: image1058.wmf]x

 na tvar:
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Snadno se zjistí, že obecné řešení diferenciální rovnice je: 
[image: image1061.wmf];
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Obecné řešení původní rovnice je:
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:


[image: image1063.wmf]0
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Rovnici upravíme vynásobením výrazem 
[image: image1064.wmf]3
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 na tvar:
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Charakteristický polynom je: 
[image: image1067.wmf]);
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 Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1068.wmf];
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
[image: image1069.wmf])
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Nyní to ještě ověříme:

[image: image1071.wmf];
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[image: image1072.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Charakteristický polynom je: 
[image: image1075.wmf]);

2

)(

3

(

6

2

+

-

=

-

-

l

l

l

l

 Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1076.wmf];
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
[image: image1077.wmf])
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Nyní to ještě ověříme:

[image: image1079.wmf];
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[image: image1080.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Výše uvedenou substitucí přejde rovnice na tvar:
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Rovnice tohoto tvaru již řešit umíme. Snadno se zjistí, že obecné řešení homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1083.wmf]t
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. Řešení nehomogenní diferenciální rovnice hledáme ve tvaru: 
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Obecné řešení původní rovnice v intervalu 
[image: image1087.wmf])
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Zde použijeme substituci: 
[image: image1090.wmf];
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Rovnice pak přejde na tvar:
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dále na tvar:
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což je již rovnice s konstantními koeficienty.

Charakteristický polynom je: 
[image: image1095.wmf]0
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Zde použijeme substituci: 
[image: image1098.wmf];
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[image: image1100.wmf];
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Rovnice pak přejde na tvar:
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dále na tvar:
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což je již rovnice s konstantními koeficienty.

Charakteristický polynom je: 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Rovnice pak přejde na tvar:


[image: image1109.wmf]0
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dále na tvar:


[image: image1110.wmf]0

)

(

)

(

=

+

¢

¢

t

Y

t

Y


což je již rovnice s konstantními koeficienty.

Charakteristický polynom je: 
[image: image1111.wmf]0
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cos

sin

)

(

;

cos

sin

)

(

2

1

2

1

x

x

e

K

e

K

x

y

t

K

t

K

t

Y

+

=

+

=


Uvažujme nyní diferenciální rovnici 2. řádu, kde koeficienty již nejsou konstantní, ale obecně spojité funkce na jistém intervalu. Rovnice má tvar:
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Předpokládejme, že 
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 jsou spojité funkce na jistém intervalu. Tam pak hledáme řešení diferenciální rovnice. Není-li koeficient u 
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, rovnici vydělíme příslušným výrazem.
Tuto rovnici již v obecném případě vyřešit neumíme. Jsme ale schopni ze znalosti jednoho nenulového řešení určit druhé řešení fundamentálního systému. Nechť funkce 
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 tvoří fundamentální systém rovnice, tj. vyhovují rovnici a jsou lineárně nezávislé. Pak máme:
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Vynásobíme 1. rovnici funkcí 
[image: image1119.wmf]2
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, 2. rovnici funkcí 
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, rovnice pak od sebe odečteme. Dostaneme:
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Spočtěme Wronského determinant: 
[image: image1122.wmf];
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Dále spočtěme: 
[image: image1123.wmf];
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Vynásobíme-li rovnici (-1) a dosadíme, přejde rovnice na tvar:
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Řešení této rovnice je: 
[image: image1125.wmf];

);

(

)

(

;

)

(

1

1

)

(

1

R

Î

=

¢

=

-

K

x

a

x

A

e

K

x

W

x

A

 (viz Př. 20.x.)
Dále platí: 
[image: image1126.wmf];
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Položme: 
[image: image1127.wmf];
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máme: 
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Odtud dostáváme: 
[image: image1130.wmf];
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Položíme-li: 
[image: image1131.wmf]);
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 fundamentální systém, tj. bázi prostoru řešení rovnice.
Odvodíme vztah mezi řešeními rovnice ještě jiným způsobem.

Položme: 
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 přičemž předpokládáme, že 
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 je známá funkce, která je řešením rovnice. Po dosazení dostaneme:
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[image: image1137.wmf];
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[image: image1138.wmf];
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[image: image1139.wmf];
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Dostali jsme homogenní diferenciální rovnici, použijeme výsledek příkladu 20.x.
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[image: image1142.wmf];
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Při volbě konstant 
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Spočtěme ještě Wronského determinant:
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1147.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1148.wmf];
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Jedno řešení odhadneme: 
[image: image1151.wmf]x
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[image: image1153.wmf],

1

;

)

(

;

0

,

1

;

)

(

-

<

=

¹

-

>

-

=

-

-

x

x

e

x

B

x

x

x

e

x

B

x

x



[image: image1154.wmf];
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Protože lze v intervalech 
[image: image1156.wmf])
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 volit konstanty libovolně, je v těchto intervalech fundamentální systém: 
[image: image1157.wmf];
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Obecné řešení je: 
[image: image1158.wmf];
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 přičemž konstanty v jednotlivých intervalech nemusí být stejné.
Příklad 20.x.

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1159.wmf];
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I v tomto případě lze použít metodu variace konstant, obecné řešení homogenní diferenciální rovnice známe z předchozího příkladu.
Vyřešíme soustavu rovnic.
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[image: image1161.wmf]);
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Protože determinant je pro 
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[image: image1166.wmf];
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[image: image1167.wmf]);
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 (spočítají se integrací)
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Obecné řešení je pak: 
[image: image1169.wmf];
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Příklad 20.x.

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1170.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1171.wmf];
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[image: image1172.wmf]);
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[image: image1173.wmf];
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Jedno řešení odhadneme: 
[image: image1174.wmf]1
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[image: image1177.wmf];
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 (konstanty lze volit libovolně)
Fundamentální systém je: 
[image: image1178.wmf];
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Obecné řešení je: 
[image: image1179.wmf];
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 přičemž konstanty v jednotlivých intervalech nemusí být stejné.

Rovnici šlo též řešit pomocí substituce: 
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Použijeme výsledek z příkladu 20.x., dostaneme: 
[image: image1182.wmf];

);

ln

1

(

R

Î

+

±

=

c

x

c

z



[image: image1183.wmf];
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Příklad 20.x.

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1184.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1185.wmf];
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[image: image1187.wmf]);
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Jedno řešení odhadneme: 
[image: image1188.wmf]x
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[image: image1190.wmf];
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[image: image1191.wmf];
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[image: image1192.wmf];
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Protože lze v intervalech 
[image: image1193.wmf])
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 volit konstanty libovolně, je v těchto intervalech fundamentální systém: 
[image: image1194.wmf];
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Obecné řešení je: 
[image: image1195.wmf];
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 přičemž konstanty v jednotlivých intervalech nemusí být stejné.

Příklad 20.x.

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1196.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1197.wmf];
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Hledáme řešení v intervalech: 
[image: image1198.wmf]);
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V našem případě je: 
[image: image1199.wmf];
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[image: image1200.wmf];

1

ln

ln

1

ln

1

1

)

1

(ln

1

-

-

=

-

-

=

-

-

=

-

-

ò

ò

x

u

du

u

dx

x

x



[image: image1201.wmf];
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Jedno řešení odhadneme: 
[image: image1202.wmf]x
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[image: image1205.wmf];
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 (konstanty lze volit libovolně)

Fundamentální systém je: 
[image: image1206.wmf];
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Obecné řešení je: 
[image: image1207.wmf];
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 přičemž konstanty v jednotlivých intervalech nemusí být stejné.

U některých diferenciálních rovnic si musíme pomoci jistým trikem. Ukážeme si to na následujících příkladech.

Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1208.wmf];
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Je zřejmé, že rovnici vyhovuje funkce identicky rovná 0, tj. 
[image: image1209.wmf]0
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 To již umíme řešit metodou separace proměnných. Dále rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1214.wmf];
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Po integrování dostaneme: 
[image: image1216.wmf];
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Po úpravě dostaneme: 
[image: image1219.wmf];
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Obecné řešení původní rovnice je: 
[image: image1220.wmf];
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1221.wmf];
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[image: image1222.wmf];
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 Dále rovnici upravíme na tvar: 
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Obecné řešení původní rovnice je: 
[image: image1229.wmf];
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1230.wmf];

y

x

y

x

y

-

+

=

¢


Použijeme substituci: 
[image: image1231.wmf];
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 Dále rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1235.wmf];
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 Po integrování dostaneme: 
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Dosadíme-li zpátky 
[image: image1237.wmf];
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Zde se nepodařilo vyjádřit funkci 
[image: image1242.wmf]y

 explicitně.
Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
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Je zřejmé, že rovnici vyhovuje konstantní funkce 
[image: image1244.wmf];
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 Nadále předpokládejme, že funkce není konstantní.
Použijeme substituci: 
[image: image1246.wmf];
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Původní rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1248.wmf];
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To znamená, že 
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Je-li speciálně 
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1257.wmf];
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Použijeme substituci: 
[image: image1258.wmf];
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 rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image1259.wmf];
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1265.wmf];
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Použijeme substituci: 
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Řešení rovnice je: 
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1272.wmf];

2

2

2

y

y

x

y

x

¢

=

+


Použijeme substituci: 
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Rovnici také vyhovují funkce: 
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
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Vyhovuje např. funkce 
[image: image1285.wmf]0

º

y

 (identická nula).
Použijeme substituci: 
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Nyní si ukážeme, jak se řeší Bernoulliho diferenciální rovnice. Má tvar:
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Předpokládáme, že 
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 předpokládejme, že 
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Tím jsme dostali tvar diferenciální rovnice, který již umíme řešit.
Příklad:
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1305.wmf];
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Snadno se zjistí, že rovnici vyhovují funkce: 
[image: image1306.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1313.wmf];
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Snadno se zjistí, že rovnici vyhovuje funkce: 
[image: image1314.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1321.wmf];
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Snadno se zjistí, že rovnici vyhovuje funkce: 
[image: image1322.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1323.wmf];
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Řešením je: 
[image: image1327.wmf]);

2

(

2

2

3

2

x

K

x

x

x

K

z

-

=

-

=


Máme tedy: 
[image: image1328.wmf]);
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1330.wmf];
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Snadno se zjistí, že rovnici vyhovuje funkce: 
[image: image1331.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1332.wmf];
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rovnice přejde na tvar: 
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Řešením je: 
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Máme tedy: 
[image: image1337.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1339.wmf];
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Snadno se zjistí, že rovnici vyhovuje funkce: 
[image: image1340.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1341.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1348.wmf];
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Snadno se zjistí, že rovnici vyhovuje funkce: 
[image: image1349.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1350.wmf];
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Řešením homogenní rovnice je: 
[image: image1354.wmf];
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 řešení nehomogenní rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image1355.wmf];
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Vzhledem k tomu, že 
[image: image1357.wmf];
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Nyní si ukážeme, jak se řeší Clairautova diferenciální rovnice. Má tvar:


[image: image1359.wmf]);
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Předpokládáme, že 
[image: image1360.wmf])
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 je spojitá funkce na jistém intervalu, má tam derivaci.
Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image1361.wmf]q
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 Řešením rovnice je tedy lineární funkce tvaru: 
[image: image1364.wmf];

)

(

k

x

k

y

j

+

=


Zkusme původní rovnici derivovat, dostaneme: 
[image: image1365.wmf];
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[image: image1366.wmf];
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 tedy řešením rovnice je též funkce splňující vztah: 
[image: image1367.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1368.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1369.wmf];
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Řešením je libovolná lineární funkce tvaru: 
[image: image1370.wmf]);
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Také je řešením funkce vyhovující rovnici: 
[image: image1371.wmf];
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Ještě poznamenejme, že každá přímka, která je řešením této rovnice, je tečnou paraboly, která je též řešením. Stačí ověřit, že libovolná přímka daného tvaru má s parabolou jeden společný bod. Vyřešíme kvadratickou rovnici: 
[image: image1376.wmf];
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 po úpravě dostaneme rovnici: 
[image: image1377.wmf];
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řešením je: 
[image: image1378.wmf];
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Bod dotyku má souřadnice: 
[image: image1379.wmf][
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Parabola představuje „obálku“ soustavy přímek.

Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1380.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1381.wmf];
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Řešením je libovolná lineární funkce tvaru: 
[image: image1382.wmf]);
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Také je řešením funkce vyhovující rovnici: 
[image: image1383.wmf];
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Ještě poznamenejme, že každá přímka, která je řešením této rovnice, je tečnou paraboly, která je též řešením. Stačí ověřit, že libovolná přímka daného tvaru má s parabolou jeden společný bod. Vyřešíme kvadratickou rovnici: 
[image: image1388.wmf];
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řešením je: 
[image: image1390.wmf];
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Bod dotyku má souřadnice: 
[image: image1391.wmf][
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Parabola představuje „obálku“ soustavy přímek.

Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1392.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1393.wmf];
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Řešením je libovolná lineární funkce tvaru: 
[image: image1394.wmf];
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Také je řešením funkce vyhovující rovnici: 
[image: image1395.wmf];
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Ještě poznamenejme, že každá přímka, která je řešením této rovnice, je tečnou paraboly, která je též řešením. Stačí ověřit, že libovolná přímka daného tvaru má s parabolou jeden společný bod. Vyřešíme kvadratickou rovnici: 
[image: image1401.wmf];
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řešením je: 
[image: image1403.wmf];
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Bod dotyku má souřadnice: 
[image: image1404.wmf]ú
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1405.wmf];
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Rovnici vyhovuje funkce identicky rovná 0, tj. 
[image: image1406.wmf]0
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Řešením této rovnice je: 
[image: image1412.wmf];
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Řešení původní rovnice je: 
[image: image1413.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1414.wmf];
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Zkusme rovnici derivovat (nově vzniklá rovnice může mít více řešení než ta původní). Dostaneme: 
[image: image1415.wmf];
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[image: image1416.wmf]);
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Diferenciální rovnice se rozpadne na 2 rovnice, které vyřešíme:
1) 
[image: image1418.wmf];
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Po dosazení zjistíme, že musí platit: 
[image: image1419.wmf]2
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Po dosazení zjistíme, že musí platit: 
[image: image1421.wmf]0
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Obecné řešení původní rovnice je: 
[image: image1422.wmf];
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Také zde platí, že každá parabola, která je řešením, se dotýká té paraboly, která je singulárním řešením.
Zkusme vyřešit rovnici: 
[image: image1423.wmf];
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Nyní se budeme zabývat diferenciálními rovnicemi tvaru:

[image: image1426.wmf]);
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přičemž funkce 
[image: image1427.wmf]j

 je spojitá na jistém intervalu, nechť funkce 
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 je funkce k ní primitivní, tj. 
[image: image1429.wmf]);

(

)

(

y

y

j

=

F

¢


Rovnici rozšíříme výrazem 
[image: image1430.wmf]y
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Odtud dostáváme:
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1433.wmf];
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rovnici upravíme dle vzoru uvedeného dříve:
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Nadále musíme rozlišit 3 případy: 
[image: image1435.wmf];
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Předpokládejme, že 
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 Rovnice lze řešit separací proměnných, dostaneme: 
[image: image1439.wmf];
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[image: image1440.wmf];
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Předpokládejme, že 
[image: image1441.wmf]0
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Omezme se na první rovnici a předpokládejme, že 
[image: image1444.wmf]0
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Po integraci dostaneme: 
[image: image1446.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1449.wmf];
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Zde použijeme substituci: 
[image: image1450.wmf];
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 řešením této rovnice je: 
[image: image1453.wmf];
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Nyní vyřešíme rovnici: 
[image: image1454.wmf];
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platí: 
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Obecné řešení původní rovnice je: 
[image: image1456.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1457.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1458.wmf];
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 Rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image1460.wmf];
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[image: image1461.wmf];
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Řešení původní rovnice je: 
[image: image1462.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1463.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1464.wmf];
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Zřejmě rovnici vyhovuje konstantní funkce. Nadále předpokládejme, že funkce 
[image: image1465.wmf]y

 není konstantní. Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1466.wmf];
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Po integraci obdržíme: 
[image: image1467.wmf];
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 Tuto rovnici již umíme řešit separací proměnných. 
[image: image1469.wmf];
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Odtud dostáváme řešení: 
[image: image1470.wmf];
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Poznámka:
Řešení lze ještě upravit takto: 
[image: image1471.wmf];
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Nyní si ukážeme, jak se řeší Riccatiova diferenciální rovnice. Má tvar:


[image: image1472.wmf]);
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Je-li speciálně 
[image: image1473.wmf]0
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[image: image1479.wmf];
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Protože funkce 
[image: image1480.wmf]1
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 je řešením rovnice, po odečtení dostaneme:

[image: image1481.wmf];
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což je Bernoulliho diferenciální rovnice, kterou již umíme vyřešit.
Poznamenejme, že pokud jsou funkce 
[image: image1482.wmf])
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 konstantní, umíme rovnici vyřešit separací proměnných.
Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1483.wmf];
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Zkusme najít jedno řešení ve tvaru: 
[image: image1484.wmf];
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 Porovnáním koeficientů dostaneme rovnici: 
[image: image1486.wmf];

4

1

2

-

=

+

-

A

A

 která má dvojnásobný kořen:
[image: image1487.wmf];

2

1

=

A


Jedno řešení dané rovnice je tedy: 
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[image: image1491.wmf];

0

2

=

+

+

¢

z

x

z

z

 což je již Bernoulliho diferenciální rovnice. Rovnici vydělíme výrazem 
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Řešením této rovnice je: 
[image: image1496.wmf]);
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 rovnici také vyhovuje identická nula (
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Obecné řešení původní rovnice je:
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1500.wmf];
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Zkusme najít jedno řešení ve tvaru: 
[image: image1501.wmf];

x

A

y

=

 pak máme rovnici: 
[image: image1502.wmf];

0

)

2

(

2

=

-

+

-

A

A

 která má 2 řešení: 
[image: image1503.wmf];

4

;

1

2

1

=

=

A

A


Máme již tedy 2 řešení rovnice: 
[image: image1504.wmf];

4

;

1

x

y

x

y

=

=


Další řešení hledáme ve tvaru: 
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1509.wmf];
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 řešením této rovnice je: 
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 Odtud dostaneme: 
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 rovnici také vyhovuje identická nula (
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První obecné řešení původní rovnice je:
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Další řešení hledáme ve tvaru: 
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1521.wmf];
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 Odtud dostaneme: 
[image: image1526.wmf];
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 rovnici také vyhovuje identická nula (
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Druhé obecné řešení původní rovnice je:
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1529.wmf];
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Zkusme najít jedno řešení ve tvaru: 
[image: image1530.wmf];
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Máme již tedy 2 řešení rovnice: 
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Další řešení hledáme ve tvaru: 
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1539.wmf];
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 po integrování dostaneme: 
[image: image1542.wmf](
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 Z rovnice dále dostaneme: 
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První obecné řešení původní rovnice je:
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Další řešení hledáme ve tvaru: 
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[image: image1549.wmf];
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[image: image1550.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1551.wmf];

1

)

2

(

x

z

z

z

=

-

¢

 tj. 
[image: image1552.wmf];
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[image: image1554.wmf](
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[image: image1556.wmf];
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 Z rovnice dále dostaneme: 
[image: image1557.wmf];
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Druhé obecné řešení původní rovnice je:


[image: image1558.wmf];
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První obecné řešení: 
[image: image1559.wmf];
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Druhé obecné řešení: 
[image: image1560.wmf];
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Tedy řešení splývají.
Zkusíme také řešit diferenciální rovnice s nespojitou pravou stranou. Požadujeme, aby řešení spojitě navazovalo. Pokud jde o diferenciální rovnici 
[image: image1561.wmf]-

n

tého řádu, požadujeme, aby spojitě navazovala funkce až 
[image: image1562.wmf]1
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 derivace. 
[image: image1563.wmf]-
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tá derivace již nemusí spojitě navazovat.
Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1564.wmf]î
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Již víme, že řešením homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1565.wmf]x
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 (viz př. 20.x.).
V intervalu 
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V intervalu 
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Pozor: Konstanty 
[image: image1570.wmf]K
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 mohou být různé.
Z podmínky spojitého navazování plyne: 
[image: image1571.wmf])
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[image: image1573.wmf];
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Obecné řešení: 
[image: image1575.wmf]î
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[image: image1576.wmf];
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 (funkce navazuje spojitě v 1)
 
[image: image1577.wmf]î
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[image: image1578.wmf];
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 (derivace nenavazuje spojitě v 1)
Kdybychom měli danou počáteční podmínku, např. 
[image: image1579.wmf]0

)

0

(

=

y

, dostali bychom 
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Příklad 20.x.
Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image1582.wmf]î
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Již víme, že řešením homogenní diferenciální rovnice je: 
[image: image1583.wmf]x
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V intervalu 
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V intervalu 
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 má rovnice řešení: 
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Pozor: Konstanty 
[image: image1588.wmf]1
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Požadujeme spojité navazování funkcí: 
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[image: image1592.wmf];

~

~

0

)

(

;

1

0

1

)

(

2

2

2

2

2

1

K

K

y

K

K

y

-

=

-

=

-

=

-

+

=

p

p

 tj. 
[image: image1593.wmf];

1

~

2

2

-

=

K

K



[image: image1594.wmf];
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(funkce a první derivace navazují spojitě)
Obecné řešení: 
[image: image1596.wmf]î
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Nyní si ukážeme na některých příkladech použití diferenciálních rovnic ve fyzice.
Příklad:

Uvažujme harmonický kmitavý pohyb, kde vratná síla je přímo úměrná výchylce z rovnovážné polohy. Takový pohyb např. koná těleso zavěšené na pružině.

Platí: 
[image: image1597.wmf];
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 kde 
[image: image1598.wmf]K

 je tuhost pružiny, 
[image: image1599.wmf]F

 vratná síla, 
[image: image1600.wmf]y

 výchylka z rovnovážné polohy.

Protože zrychlení je druhá derivace dráhy podle času, platí též: 
[image: image1601.wmf]y
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 (
[image: image1602.wmf]m

 hmotnost tělesa), dostáváme tak diferenciální rovnici 2. řádu.
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Toto je diferenciální rovnice pro netlumený harmonický kmitavý pohyb. Znaménko minus tam je proto, že vratná síla působí proti směru vychýlení.
Rovnici lze upravit na tvar: 
[image: image1604.wmf];
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 jejíž charakteristická rovnice je: 
[image: image1605.wmf];
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Položme: 
[image: image1607.wmf]m
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 (úhlová rychlost), řešením rovnice je:


[image: image1608.wmf]);
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Buď dále 
[image: image1609.wmf]A

 amplituda (největší výchylka), nechť jsou dány počáteční podmínky: 
[image: image1610.wmf];
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[image: image1611.wmf]j

 představuje fázový posun).
Platí: 
[image: image1612.wmf]);
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[image: image1613.wmf]);
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Z počátečních podmínek dostaneme:

[image: image1614.wmf];
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[image: image1615.wmf];
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[image: image1616.wmf]);
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Tím jsme dostali známý vzorec z fyziky:

[image: image1617.wmf];
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Také jsme odvodili již známé tvrzení, že časovým rozvinutím harmonického kmitavého pohybu je sinusoida.
Příklad:

Uvažujme těleso padající ve vzduchu, přičemž síla odporu prostředí je přímo úměrná druhé mocnině rychlosti. Platí vzorec: 
[image: image1618.wmf];
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[image: image1619.wmf]O

F

 je síla odporu, 
[image: image1620.wmf]C

 je koeficient odporu prostředí (bezrozměrné číslo, závisí na profilu tělesa), 
[image: image1621.wmf]r

 hustota prostředí, 
[image: image1622.wmf]S

 průřez tělesa (kolmý na směr pohybu), 
[image: image1623.wmf]v

 rychlost pohybu tělesa.
Dále platí vztah: 
[image: image1624.wmf]mg

G

=

, kde 
[image: image1625.wmf]G

 je tíha tělesa, 
[image: image1626.wmf]m

 hmotnost tělesa, 
[image: image1627.wmf]g

 tíhové (gravitační) zrychlení.
Platí tento vztah: 
[image: image1628.wmf];
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 je zrychlení v čase 
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, 
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 je rychlost v čase 
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. Položme: 
[image: image1633.wmf];
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 což je konstanta.
Vzhledem k tomu, že zrychlení je derivace rychlosti podle času, máme diferenciální rovnici 1. řádu.

[image: image1634.wmf];
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Předpokládejme, pohyb tělesa začal z klidu, tj. máme počáteční podmínku: 
[image: image1635.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar:

[image: image1636.wmf];
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Po rozkladu na parciální zlomky dostaneme:

[image: image1637.wmf];
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Po integrování dostaneme:

[image: image1638.wmf]);
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Z počáteční podmínky vyplývá, že: 
[image: image1639.wmf];
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Poznamenejme, že platí: 
[image: image1641.wmf];

2

2

)

1

(

)

1

(

lim

)

(

lim

2

2

0

0

t

g

t

g

g

e

e

K

g

t

v

t

gK

t

gK

K

K

=

×

=

+

-

×

=

®

®


což odpovídá případu, že odpor vzduchu neuvažujeme.
Také platí: 
[image: image1642.wmf];
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Vypočtěme ještě: 
[image: image1643.wmf];
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Tím jsme určili mezní rychlost, které těleso nabude.
Mezní rychlost lze určit také jednoduše bez řešení diferenciální rovnice. Tíha tělesa se bude rovnat síle odporu prostředí, tj. určíme ji z rovnice: 
[image: image1644.wmf]O
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Odtud po úpravě dostaneme: 
[image: image1646.wmf]S
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Příklad:

Uvažujme nyní elektrický obvod s cívkou, nechť napětí zdroje je 
[image: image1647.wmf]U

, ohmický odpor je 
[image: image1648.wmf]R

, proud procházející obvodem je 
[image: image1649.wmf]I

. Platí vztah (Ohmův zákon) 
[image: image1650.wmf];
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 tento vztah platí, pokud není v obvodu cívka. Je-li v obvodu cívka o indukčnosti 
[image: image1651.wmf]L

, vzniká ještě indukované napětí, které působí proti změně, která ho vyvolala (Lenzův zákon). Platí tzv. Faradayův vztah: 
[image: image1652.wmf]);
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 kde 
[image: image1653.wmf]F

 je magnetický indukční tok. Znaménkem minus je vyjádřen Lenzův zákon. Dostáváme tak diferenciální rovnici: 
[image: image1654.wmf]i
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Je to diferenciální rovnice 1. řádu, jejím řešením je:

[image: image1656.wmf];
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Postup řešení rovnice je již zřejmý, není nutné to rozepisovat. Je známo, že cívka zpomaluje narůstání proudu při zapnutí, naopak zpomaluje pokles proudu při vypnutí.
Pokud uvažujeme počáteční podmínku: 
[image: image1657.wmf];
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Tento vztah určuje narůstání proudu v obvodu s cívkou po zapnutí.
Kdybychom řešili pokles proudu po vypnutí, museli bychom uvažovat homogenní diferenciální rovnici, jejímž řešením je: 
[image: image1659.wmf];
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Příklad:

Uvažujme nyní výtok (ideální) kapaliny z válcové nádoby. Buď 
[image: image1662.wmf]S

 plocha dna, 
[image: image1663.wmf]h

 výška kapaliny v nádobě, 
[image: image1664.wmf]s

 průřez otvoru. Předpokládáme, že 
[image: image1665.wmf]S
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. Pro výtokovou rychlost platí známý vztah: 
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, kde 
[image: image1667.wmf]g

 je tíhové (gravitační) zrychlení.
Rychlost klesání hladiny je: 
[image: image1668.wmf];
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 Položme 
[image: image1669.wmf];
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Řešením rovnice je: 
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Je-li počáteční výška kapaliny v nádobě 
[image: image1672.wmf]0

h

, máme počáteční podmínku: 
[image: image1673.wmf];

)

0

(

0

h

h

=

 dostaneme: 
[image: image1674.wmf]0

h

K

=

, máme tak řešení:

[image: image1675.wmf];

2

2

;

2

2

)

(

0

2

0

g

h

s

S

t

t

g

S

s

h

t

h

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=


Doba, za kterou kapalina vyteče, je: 
[image: image1676.wmf];
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Rychlost klesání hladiny je pak:

[image: image1677.wmf];
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Zrychlení klesání hladiny je: 
[image: image1678.wmf];
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 tj. již nezávisí na čase.
Příklad:

Voda v rybníku má na hladině 
[image: image1679.wmf]C
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Nechť v čase 
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Vzhledem k tomu, že přibližně platí: 
[image: image1695.wmf])
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Z počáteční podmínky 
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Rychlost narůstání ledové vrstvy je: 
[image: image1702.wmf];
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Poznámka:

Předchozí příklad je značně zjednodušený. Ve skutečnosti je situace složitější. Předpokládali jsme (nerealisticky) např., že teplota ledu zůstává na nule.

Příklad:

Atomy některých izotopů se rozpadají, přičemž úbytek je přímo úměrný jejich počtu. Buď 
[image: image1703.wmf])
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. Počet atomů můžeme vzhledem k jejich malým rozměrům a velkému množství pokládat za spojitou veličinu (ne úplně). Rozpad atomů můžeme popsat diferenciální rovnicí:
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Řešením této rovnice je funkce: 
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, tedy řešení vyhovující počáteční podmínce je:
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Platí: 
[image: image1711.wmf];
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Rozpad atomů jednotlivých prvků charakterizuje poločas rozpadu 
[image: image1712.wmf]T

, tj. doba, za kterou se rozpadne poloviční množství atomů původního prvku.
Platí: 
[image: image1713.wmf];
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Porovnáním dostaneme: 
[image: image1714.wmf];
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Rovnici pak lze upravit na tvar: 
[image: image1715.wmf]);
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Speciálně pro celočíselné násobky poločasu rozpadu máme: 
[image: image1716.wmf];
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Ještě se zmíníme o numerickém řešení diferenciálních rovnic. Vyřešit diferenciální rovnici exaktně se vždy nepodaří. Někdy se musíme spokojit s tabulkou přibližných funkčních hodnot v jistých bodech.
Z numerických metod je nejznámější Eulerova metoda. Buď dána diferenciální rovnice tvaru: 
[image: image1717.wmf];
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 s počáteční podmínkou. Označme si uzlové body 
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Odtud dostáváme: 
[image: image1726.wmf]);
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Tak obdržíme přibližně funkční hodnoty hledané funkce v uzlových bodech. Čím menší zvolíme číslo 
[image: image1727.wmf]0
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, tím budou hodnoty přesnější. Jde o iterační metodu.
Eulerova metoda je nejjednodušší, ale není zrovna nejpřesnější. Existují také přesnější modifikace Eulerovy metody. Viz např.
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Použití Eulerovy metody si ukážeme na příkladě. Uvažujme diferenciální rovnici 
[image: image1729.wmf];
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Při volbě kroku 
[image: image1734.wmf]05
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Poznamenejme, že exaktní řešení (vyhovující počáteční podmínce) je: 
[image: image1736.wmf];
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Pro přehled uvedeme hodnoty do tabulky:
	x
	0,0
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,9
	1,0

	y (0,1)
	0,000
	0,100
	0,199
	0,295
	0,386
	0,471
	0,549
	0,619
	0,681
	0,734
	0,780

	y (0,05)
	0,000
	0,100
	0,198
	0,293
	0,383
	0,467
	0,543
	0,612
	0,672
	0,725
	0,771

	y (exak)
	0,000
	0,100
	0,197
	0,291
	0,380
	0,462
	0,537
	0,604
	0,664
	0,716
	0,762


Eulerova metoda není příliš přesná, existují přesnější metody, zvané Runge-Kuttovy metody. Základem je vzorec:

[image: image1737.wmf];
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kde 
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 jsou konstanty a koeficienty 
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kde 
[image: image1741.wmf];
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 (předpokládáme ekvidistantní uzly)
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Položíme-li speciálně 
[image: image1743.wmf];
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Rozdíl: 
[image: image1744.wmf]j
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[image: image1746.wmf];
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[image: image1747.wmf]=
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[image: image1748.wmf];
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Derivujeme-li rovnost 
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Mezi parametry platí vztahy, např.: 
[image: image1752.wmf];
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speciálně: 
[image: image1753.wmf];
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Je-li 
[image: image1754.wmf]2
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, platí mezi parametry vztahy: 
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Je-li 
[image: image1756.wmf]3
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, platí mezi parametry vztahy: 
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;

32

31

3

21

2

b

b

a

b

a

+

=

=


Nejčastěji se používají Runge-Kuttovy metody s následujícími parametry:
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;

;

0

;

;

;

2

);

;

(

);

;

(

;

3

2

21

3

2

2

1

4

3

2

4

1

1

1

3

2

3

2

2

1

2

4

3

1

4

1

1

=

=

=

=

=

=

+

+

=

=

+

+

=

+

b

a

a

w

w

m

k

y

h

x

f

h

k

y

x

f

h

k

k

k

y

y

j

j

j

j

j

j



[image: image1761.wmf];
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dále:
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