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XXI. Soustavy diferenciálních rovnic

Napřed se budeme zabývat homogenními soustavami lineárních diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty. Jde o soustavu 
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 diferenciálních rovnic o 
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 neznámých funkcích (
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). Je to soustava rovnic tvaru:
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což lze též zapsat maticově:
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 je čtvercová číselná matice soustavy typu 
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Připomeňme některé pojmy z lineární algebry. Charakteristický polynom čtvercové matice se počítá podle vzorce: 
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. Kořeny charakteristického polynomu jsou vlastní čísla matice, množina všech vlastních čísel je spektrum matice. Nenulový vektor, který vyhovuje rovnici 
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, je vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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. Je zřejmé, že pro vlastní čísla je determinant matice soustavy nulový, tudíž soustava má i nenulové řešení. Rovnici lze též přepsat na tvar: 
[image: image13.wmf]v

Av

l

=
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Věta 21.x.
Buď dána homogenní soustava diferenciálních rovnic 
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 je vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
[image: image18.wmf]l

 (
[image: image19.wmf]v

Av

l

=

, viz LA). Pak řešením soustavy je vektorová funkce tvaru: 
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Platí toto: 
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, neboť jde o vlastní vektor a vlastní číslo matice. Tedy máme 
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Má-li matice soustavy všechna vlastní čísla jednoduchá, tvoří fundamentální systém soustavy vektory: 
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 je vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
[image: image26.wmf]j

l

, tj. platí: 
[image: image27.wmf];

,

,

1

;

n

j

j

j

j

K

=

=

v

Av

l


Množina řešení homogenní soustavy diferenciálních rovnic též tvoří podprostor vektorového prostoru funkcí.
Fundamentální matice je matice, jejíž sloupce tvoří lineárně nezávislá řešení soustavy. Označíme-li fundamentální matici 
[image: image28.wmf])
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 Libovolné řešení soustavy lze vyjádřit ve tvaru: 
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 je konstantní vektor. Je to lineární kombinace sloupců fundamentální matice.
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kde vektorové funkce 
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 tvoří fundamentální systém homogenní soustavy diferenciálních rovnic.
Příklad 21.x.
Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Jeho kořeny najdeme pomocí vzorce pro kvadratické rovnice:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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[image: image44.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

0

;

2

;

1

0

;

2

;

1

; dostaneme 
[image: image45.wmf])

1

;

2

(

2

-

=

v

, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 1.

Platí tedy: 
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Fundamentální systém tedy tvoří vektorové funkce: 
[image: image47.wmf];
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Obecné řešení má tvar: 
[image: image48.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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A

y

=

¢

, přičemž: 
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Charakteristický polynom:
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Jeho kořeny najdeme pomocí vzorce pro kvadratické rovnice:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Platí tedy: 
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Obecné řešení má tvar: 
[image: image64.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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, přičemž: 
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Platí tedy: 
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Obecné řešení má tvar: 
[image: image79.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Platí tedy: 
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Obecné řešení má tvar: 
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Obecné řešení má tvar:
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Nadále se budeme zabývat případy, kdy charakteristický polynom matice má vícenásobný kořen, tj. matice má vícenásobné vlastní číslo.

Věta 21.x.

Buď dána homogenní soustava diferenciálních rovnic 
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 Protože jde o vícenásobné vlastní číslo matice, je soustava řešitelná. Vektorová funkce 
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Tedy máme 
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Vektor 
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image140.wmf]2

2

,

1

=

l

, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:


[image: image141.wmf];

0

;

0

;

0

0

;

1

;

1

0

;

1

;

1

0

;

1

;

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

 dostaneme 
[image: image142.wmf])

1

;

1

(

1

=

v

, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 2.

[image: image143.wmf];

2

2

1

1

;

1

;

1

;

1

;

3

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

Av


K dvojnásobnému vlastnímu číslu přísluší jeden vlastní vektor. Máme řešení: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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Obecné řešení má tvar:
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Věta 21.x.

Buď dána homogenní soustava diferenciálních rovnic 
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 Protože jde o vícenásobné vlastní číslo matice, je soustava řešitelná. Že vektorové funkce 
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Tedy máme 
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Předchozí věta by se dala poněkud zobecnit.

Věta 21.x.

Buď dána homogenní soustava diferenciálních rovnic 
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Tedy máme 
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Poznámka:

Někdy nám vyjde, že k násobnému vlastnímu číslu přísluší víc lineárně nezávislých vlastních vektorů. To nastane v případě, když 
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Příklad 21.x.
Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme třetí řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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, tudíž řešení soustavy je:
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Obecné řešení má tvar:

[image: image213.wmf];

,

,

;

2

3

1

1

3

1

2

11

8

3

2

1

4

3

4

2

1

3

2

1

R

y

Î

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

×

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

-

K

K

K

e

t

t

t

K

e

K

e

K

y

y

y

t

t

t


Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
[image: image226.wmf]2

3

-

=

l

 je např. 
[image: image227.wmf])

1

;

1

;

0

(

2

=

v



[image: image228.wmf];

2

2

0

1

1

0

1

;

1

;

1

1

;

3

;

2

1

;

1

;

0

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

Av


Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme třetí řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektory (lineárně nezávislé) příslušné vlastnímu číslu 
[image: image241.wmf]0

2

,

1

=

l

 jsou např. 
[image: image242.wmf]),

1

;

1

;

0

(

),

0

;

1

;

1

(

2

1

-

=

-

=

v

v


Matice má hodnost 1, prostor řešení má dimenzi 2, tj. existují 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 0.
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Obecné řešení má tvar:
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Zde nám vyšly 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné jednomu vlastnímu číslu (0).
Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektory (lineárně nezávislé) příslušné vlastnímu číslu 
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Matice má hodnost 1, prostor řešení má dimenzi 2, tj. existují 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu (-1).
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Obecné řešení má tvar:
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Zde nám vyšly 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné jednomu vlastnímu číslu (-1). Proto nebylo nutno použít V 21.x.

Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:

[image: image269.wmf];

)

2

(

4

4

)

4

(

32

)

2

(

48

)

10

(

24

192

192

)

4

)(

10

)(

2

(

4

;

8

;

4

6

;

10

;

4

6

;

8

;

2

)

det(

)

(

2

2

3

-

=

+

-

=

+

+

+

+

-

-

-

-

-

+

-

+

=

+

-

-

-

-

-

+

=

-

=

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

A

I

A

ch


Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image270.wmf]{
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektory (lineárně nezávislé) příslušné vlastnímu číslu 
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Matice má hodnost 1, prostor řešení má dimenzi 2, tj. existují 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu (2).
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Obecné řešení má tvar:
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Zde nám vyšly 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné jednomu vlastnímu číslu (2). Proto nebylo nutno použít V 21.x.

Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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, přičemž: 
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Zatím máme 1 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
[image: image292.wmf]1

)

2

(

v

w

A

I

-

=

-

.


[image: image293.wmf];

0

;

0

;

0

;

0

0

;

1

;

1

;

0

1

;

3

;

2

;

1

1

;

2

;

1

;

1

1

;

2

;

1

;

1

1

;

3

;

2

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

»

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-


Soustavě vyhovuje např. vektor 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme ještě V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Zatím máme 1 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme ještě V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Zatím máme 1 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme ještě V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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, tudíž řešení soustavy je:
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Matice má hodnost 1, prostor řešení má dimenzi 2, tj. existují 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 3.

Vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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. Ještě najdeme vhodnou lineární kombinaci vektorů, aby soustava měla řešení.
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Aby soustava měla řešení, musí platit: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
[image: image354.wmf])
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, tudíž řešení soustavy je:
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Matice má hodnost 1, prostor řešení má dimenzi 2, tj. existují 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
[image: image368.wmf])

(

)

1

(

2

2

1

1

v

v

v

w

A

I

c

c

+

-

=

-

=

-

-

. Ještě najdeme vhodnou lineární kombinaci vektorů, aby soustava měla řešení.
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Aby soustava měla řešení, musí platit: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
[image: image373.wmf])
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Matice má hodnost 1, prostor řešení má dimenzi 2, tj. existují 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 2.

Vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
[image: image386.wmf])
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. Ještě najdeme vhodnou lineární kombinaci vektorů, aby soustava měla řešení.
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Aby soustava měla řešení, musí platit: 
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Soustavě vyhovuje např. vektor 
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, tudíž řešení soustavy je:
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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, přičemž: 
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Charakteristický polynom:
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Výpočet determinantu je poněkud pracný a zdlouhavý, počítal by se rozvojem podle řádku či sloupce. Zde jsme to nerozepisovali, uvedli jenom výsledek.

Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image398.wmf]{
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Matice má hodnost 2, prostor řešení má dimenzi 2, tj. existují 2 lineárně nezávislé vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 2.

Vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
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Zatím máme 2 řešení z fundamentálního systému, nyní nalezneme další řešení. Protože matice má vícenásobné vlastní číslo, použijeme V 21.x. Vyřešíme ještě soustavu: 
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. Ještě najdeme vhodnou lineární kombinaci vektorů, aby soustava měla řešení.
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Aby soustava měla řešení, musí platit: 
[image: image407.wmf]2
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Soustavě vyhovuje např. vektory 
[image: image410.wmf])
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, tudíž řešení soustavy jsou:
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Obecné řešení má tvar:
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Nyní se budeme zabývat případem, kdy matice má komplexní vlastní čísla. Má-li charakteristický polynom matice komplexní kořen 
[image: image414.wmf];
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 přičemž jejich násobnosti jsou stejné. Komplexnímu vlastnímu číslu 
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 přísluší komplexní vlastní vektor 
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 Pak také komplexnímu vlastnímu číslu 
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 přísluší komplexní vlastní vektor 
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Řešení soustavy je potom:
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Tak dostáváme reálná řešení: 
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Také platí vztahy:
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Porovnáním reálné a imaginární části dostáváme:

[image: image427.wmf];

;

u

v

Av

v

u

Au

b

a

b

a

+

=

-

=


Nyní ještě ověřme, že je to skutečně řešení soustavy diferenciálních rovnic.
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Tedy vskutku platí: 
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic (v komplexním oboru):
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Platí tedy: 
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Obecné řešení soustavy rovnic má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Jeho kořeny najdeme pomocí vzorce pro kvadratické rovnice:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic (v komplexním oboru):


[image: image451.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

+

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

0

;

0

;

0

0

;

3

;

2

0

;

0

;

0

0

);

3

(

;

1

0

;

5

;

3

0

;

3

;

2

0

;

3

;

2

0

;

5

;

3

2

1

i

i

i

i

i

i

;
dostaneme 
[image: image452.wmf])

0

;

1

(

)

2

;

3

(

)

2

;

3

(

i

i

+

-

=

-

+

=

w

, tj. vlastní vektor příslušný vl. číslu 
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Obecné řešení soustavy rovnic má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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, přičemž: 
[image: image458.wmf];

3

;

0

;

1

2

;

3

;

2

3

;

2

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

A


Charakteristický polynom:
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Další vlastní čísla najdeme pomocí vzorce pro kvadratické rovnice:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image461.wmf]{
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image467.wmf]i
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic (v komplexním oboru):
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dostaneme 
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
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Tak dostáváme další řešení soustavy:
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Obecné řešení má tvar:
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Příklad 21.x.

Řešme homogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Charakteristický polynom:
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Další vlastní čísla najdeme pomocí vzorce pro kvadratické rovnice:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image480.wmf]{
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image481.wmf]1
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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Vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
[image: image483.wmf]1
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 je např. 
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image486.wmf]i
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic (v komplexním oboru):
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dostaneme 
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
[image: image489.wmf]i
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Platí tedy: 
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Tak dostáváme další řešení soustavy:


[image: image491.wmf];
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Obecné řešení má tvar:
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přičemž 
[image: image493.wmf];
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Zatím jsme řešili homogenní soustavy diferenciálních rovnic, také pojednáme o řešení nehomogenní soustavy diferenciálních rovnic. Buď dána soustava tvaru:
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kde 
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 je vektorová funkce.

Při řešení postupujeme tak, že nejdříve vyřešíme homogenní soustavu diferenciálních rovnic. Pak můžeme použít metodu variace konstant nebo se pokusit odhadnout tvar.

Věta 21.x. (variace konstant)

Buď dána nehomogenní soustava diferenciálních rovnic tvaru 
[image: image496.wmf])
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 tvoří fundamentální systém homogenní soustavy. Nechť existují spojité funkce 
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, mající derivaci, s vlastností: 
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 je řešením nehomogenní soustavy.
Důkaz:
Platí toto:
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□
Je tedy nutno vyřešit soustavu rovnic, tj. vypočítat funkce 
[image: image502.wmf])
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. Pak musíme každou funkci integrovat, tj. nalézt k ní primitivní funkci. Tento postup bývá pracný.
Pomocí fundamentální matice to můžeme vyjádřit následovně:
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Protože fundamentální matice je regulární, existuje k ní inverzní, platí toto:
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Pak musíme vektorovou funkci po složkách integrovat.

Příklad 21.x.
Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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, přičemž: 
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Řešení homogenní soustavy rovnic již bylo vypočteno (Př. 20.x.). Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
[image: image510.wmf];

1

2

;

1

1

2

4

1

t

t

e

e

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

y

y


Vyřešíme soustavu rovnic:

[image: image511.wmf];
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soustavu lze řešit např. Cramerovým pravidlem (přes determinanty).
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Řešení nehomogenní soustavy je např.:

[image: image516.wmf];

3

1

4

1

1

2

3

1

1

1

12

5

1

2

3

1

1

1

12

5

4

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

+

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

-

-

t

t

t

t

e

e

e

e


Obecné řešení nehomogenní soustavy je pak:

[image: image517.wmf];
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Někdy je možno řešení najít metodou odhadu tvaru. Buď dána soustava diferenciálních rovnic: 
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 není vlastní číslo matice. Pak hledáme řešení ve tvaru: 
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Protože 
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 není vlastní číslo matice, je 
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Buď nyní dána soustava diferenciálních rovnic: 
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 není vlastní číslo matice. Pak hledáme řešení ve tvaru: 
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Dostaneme: 
[image: image529.wmf];
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)

(

2

1

2

1

2

2

1

t

c

t

c

t

c

t

c

t

c

t

c

t

c

e

t

e

e

t

e

e

t

c

e

e

c

w

w

u

u

A

u

u

u

y

+

+

+

=

+

+

=

¢


porovnáním dostaneme: 
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dále: 
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Musíme vyřešit 2 soustavy rovnic se stejnou maticí soustavy.
Buď nyní dána soustava diferenciálních rovnic: 
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 je vlastní číslo matice. Pak hledáme řešení ve tvaru: 
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Dostaneme: 
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porovnáním dostaneme: 
[image: image540.wmf];

2

2

t

c

t

c

e

t

e

t

c

Au

u

=

 tj. 
[image: image541.wmf](

)

0

u

A

I

=

-

2

c

.
Tedy 
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 je vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image543.wmf]c

.
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Je ovšem nutno zvolit vlastní vektor 
[image: image546.wmf]2

u

 tak, aby soustava měla řešení.
Zkusme nyní předchozí příklad vyřešit metodou odhadu tvaru. Hledáme řešení ve tvaru: 
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 řešení soustavy je: 
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Příklad 21.x.

Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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, přičemž: 
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Řešení homogenní soustavy rovnic již bylo vypočteno (Př. 20.x.). Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
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Vyřešíme soustavu rovnic:
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soustavu lze řešit např. Cramerovým pravidlem (přes determinanty).
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Řešení nehomogenní soustavy je např.
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Obecné řešení nehomogenní soustavy je pak:

[image: image560.wmf];
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Zkusme nyní ten příklad vyřešit metodou odhadu tvaru. Hledáme řešení ve tvaru: 
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Řešíme soustavu 
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 Aby soustava měla řešení, je nutno volit 
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Můžeme např. zvolit: 
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Řešení nehomogenní soustavy je např.
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Řešení, které nám vyšlo dříve, se liší jen o násobek vektoru 
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Příklad 21.x.

Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Vypočteme řešení homogenní soustavy:
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
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Nyní vyřešíme soustavu rovnic:
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Soustavu lze řešit např. Cramerovým pravidlem (přes determinanty).
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Řešení nehomogenní soustavy je např.
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Obecné řešení nehomogenní soustavy je pak:
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,

;

1

1

1

2

2

2

2

2

1

2

2

3

1

3

3

4

3

2

1

3

3

2

1

2

1

R

y

Î

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

K

K

e

K

e

K

e

t

e

e

e

t

e

t

e

e

y

y

t

t

t

t

t

t

t

t

t


Příklad 21.x.

Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.


[image: image591.wmf];

16

2

;

2

2

2

1

2

2

1

1

t

e

t

y

y

y

y

y

y

+

+

=

¢

+

-

=

¢

  
[image: image592.wmf])

(

t

g

y

A

y

+

=

¢

,
přičemž: 
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Napřed vypočteme řešení homogenní soustavy již známým způsobem, tj. vlastní čísla a vlastní vektory. Vlastní čísla: 
[image: image594.wmf];
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image597.wmf]2

2

=

l

 je: 
[image: image598.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

1

.


[image: image599.wmf];

4

2

2

1

1

;

2

2

;

2

;

3

6

1

2

1

;

2

2

;

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-


Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
[image: image600.wmf];
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Zkusme nyní ten příklad vyřešit metodou odhadu tvaru. Protože číslo 1 není vlastní číslo matice, hledáme řešení ve tvaru: 
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Vyřešíme soustavu rovnic: 
[image: image602.wmf](
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, v našem případě je: 
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12

;

1

;

0

8

;

0

;

1

~

24

;

2

;

0

8

;

0

;

1

~

0

;

2

;

3

8

;

0

;

1

~

8

;

0

;

1

0

;

2

;

3

~

16

;

0

;

2

0

;

2

;

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-


řešení soustavy: 
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Vyřešíme soustavu rovnic: 
[image: image606.wmf](
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řešení soustavy: 
[image: image608.wmf];

13

6

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

u


Řešení nehomogenní soustavy je např. 
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Obecné řešení nehomogenní soustavy je pak:
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Příklad 21.x.

Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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přičemž: 
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Napřed vypočteme řešení homogenní soustavy již známým způsobem, tj. vlastní čísla a vlastní vektory. Vlastní čísla jsou: 
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
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Zkusme nyní ten příklad vyřešit metodou odhadu tvaru. Rozdělíme úlohu na 2 části. Napřed najdeme řešení soustavy: 
[image: image621.wmf])
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V našem případě je: 
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Vyřešíme soustavu: 
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Vyřešíme soustavu: 
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Teď najdeme řešení soustavy: 
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Vyřešíme soustavu: 
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Řešení nehomogenní soustavy je např. 
[image: image635.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní soustavy je pak:

[image: image636.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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přičemž: 
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 (viz př. 21.x.)

Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
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Hledáme řešení ve tvaru: 
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Řešíme soustavu 
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 Aby soustava měla řešení, je nutno volit 
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Můžeme např. zvolit: 
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Řešení nehomogenní soustavy je např.
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Řešení, které nám vyšlo dříve, se liší jen o násobek vektoru 
[image: image652.wmf]t
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Příklad 21.x.

Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
[image: image656.wmf];
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 což najdeme již známým způsobem.

Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image657.wmf]t
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Řešíme soustavu 
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 Aby soustava měla řešení, je nutno volit 
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Můžeme např. zvolit: 
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Řešení nehomogenní soustavy je např.
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Příklad 21.x.

Řešme nehomogenní soustavu diferenciálních rovnic.
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přičemž: 
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Fundamentální systém homogenní soustavy tvoří funkce: 
[image: image670.wmf];
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 což najdeme již známým způsobem.

Hledáme řešení ve tvaru: 
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Máme 2 soustavyrovnic se stejnou maticí soustavy: 
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Obecné řešení nehomogenní soustavy je:
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Kdybychom měli zadané počáteční podmínky, bylo by řešení již určeno jednoznačně.

Nechť např. 
[image: image680.wmf];
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Pak dostaneme opět soustavu lineárních rovnic:
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Řešení soustavy rovnic je: 
[image: image683.wmf];
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Řešení, které vyhovuje navíc počátečním podmínkám, je:
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V obecném případě se najít vlastní čísla matice nepodaří, je nutno použít nějakou numerickou metodu a spokojit se s přibližným výsledkem. Proto je řešení soustavy diferenciálních rovnic v obecném případě obtížné.
Poznamenejme ještě, že soustavy diferenciálních rovnic lze také řešit pomocí exponenciály matice. Pro čtvercovou matici definujeme exponenciálu takto:
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[image: image686.wmf];
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(viz Taylorovy řady, kap. 10)
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Dostali jsme toto: 
[image: image688.wmf](
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Exponenciála čtvercové matice je opět čtvercová matice stejného typu.

Řešením homogenní soustavy diferenciálních rovnic 
[image: image689.wmf]y
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 je libovolná vektorová funkce tvaru: 
[image: image690.wmf];

c

y

A

t

e

=

 kde 
[image: image691.wmf]c

 je konstantní vektor. Vypočítat exponenciálu matice ovšem není v obecném případě jednoduché. Pokud se podaří najít vlastní čísla a vlastní vektory matice, je situace nadějná.
Nechť 
[image: image692.wmf];
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 je vlastní vektor matice 
[image: image694.wmf]A

 příslušný vlastnímu číslu 
[image: image695.wmf]l

.
Platí: 
[image: image696.wmf](
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Také platí: 
[image: image697.wmf];
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V případě vlastního vektoru stačí vzít 1. člen Taylorova rozvoje, ostatní členy dají po vynásobení vlastním vektorem nulový vektor.

Pokud vícenásobnému vlastnímu číslu přísluší méně lineárně nezávislých vlastních vektorů než je jeho násobnost, musíme vzít další člen Taylorova rozvoje.
Buď 
[image: image700.wmf]0

v

 vlastní vektor matice 
[image: image701.wmf]A

 příslušný vlastnímu číslu 
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, tj. 
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, pro který platí: 
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[image: image707.wmf](
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 (viz věta 21.x)
Pokud ani tak nezískáme potřebný počet lineárně nezávislých řešení, musíme vzít další člen Taylorova rozvoje.
Nyní si ukážeme několik složitějších příkladů soustavy diferenciálních rovnic. Je nutno si pomoci jistým trikem.
Příklad 21.x.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic:
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První rovnici upravíme: 
[image: image709.wmf];
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 dosadíme-li z 1. rovnice, dostaneme po úpravě: 
[image: image711.wmf];
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 což je diferenciální rovnice 2. řádu o 1 neznámé. Charakteristický polynom je: 
[image: image712.wmf]);
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 obecné řešení rovnice je tedy: 
[image: image713.wmf];
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 Z 2. rovnice si nyní vyjádříme: 
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[image: image716.wmf];
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Řešení soustavy je tedy: 
[image: image717.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image718.wmf];
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Soustavu upravíme takto: 
[image: image719.wmf];
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Charakteristický polynom je: 
[image: image720.wmf];

0

1

4

=

-

l

 jehož kořeny jsou: 
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Příklad 21.x.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image724.wmf];
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První rovnici ještě jednou derivujeme, dostaneme: 
[image: image725.wmf];

1

2

1

x

e

y

y

y

=

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

¢

 přičemž za 
[image: image726.wmf]2

y

¢

¢

 dosadíme z druhé rovnice (
[image: image727.wmf];
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Nyní vypočítáme funkci 
[image: image731.wmf]2
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.
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Po dosazení do 1. rovnice zjistíme,že musí platit: 
[image: image735.wmf];
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tj. máme: 
[image: image736.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image737.wmf];
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Napřed určíme z 1. rovnice funkci 
[image: image738.wmf]1

y

, dostaneme: 
[image: image739.wmf];
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 (viz Př. 20.x.). Pak dosadíme do 2. rovnice, dostaneme: 
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Řešení je tedy: 
[image: image742.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image743.wmf];
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Po sečtení obou rovnic dostaneme: 
[image: image744.wmf];
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 rovnici vydělíme, dostaneme: 
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Po dosazení do 1. rovnice dostaneme: 
[image: image747.wmf];
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[image: image749.wmf];
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Řešení je tedy: 
[image: image751.wmf];
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Příklad 21.x.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image752.wmf];
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Napřed 2. rovnici 2( derivujeme, dostaneme: 
[image: image753.wmf];
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 pak rovnice od sebe odečteme (od 1. rovnice se odečte 2. rovnice), dostaneme: 
[image: image754.wmf];
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Řešení homogenní rovnice je: 
[image: image755.wmf];
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Nehomogenní rovnici bychom vyřešili např. metodou odhadu tvaru, dostali bychom: 
[image: image756.wmf];
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Z 2. rovnice dostaneme: 
[image: image757.wmf];
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[image: image758.wmf];
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Exaktní diferenciální rovnice

Někdy může být diferenciální rovnice zadaná v následujícím tvaru:

[image: image759.wmf];
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 jsou funkce 2 proměnných, jež mají parciální derivace 1. řádu.
Na tento tvar lze např. převést rovnice: 
[image: image761.wmf];
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 (ačkoli to není zcela korektní).
V případě, že existuje funkce (2 proměnných) 
[image: image764.wmf])
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 je levá strana rovnice tzv. totálním diferenciálem funkce 
[image: image766.wmf])
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Předpokládejme, že kmenová funkce 
[image: image767.wmf])
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 má spojité parciální derivace až do 2. řádu. Pak také platí: 
[image: image768.wmf];

)

;

(

)

;

(

2

2

x

y

y

x

F

y

x

y

x

F

¶

¶

¶

=

¶

¶

¶

 tj. 
[image: image769.wmf];
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 Z rovností smíšených parciálních derivací 2. řádu dostáváme:

[image: image770.wmf];
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To je nutná a postačující podmínka pro to, aby levá strana rovnice byla totálním diferenciálem nějaké funkce. Kmenovou funkci najdeme integrací.
Nechť např. platí: 
[image: image771.wmf];
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 pak platí: 
[image: image772.wmf]);
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Zde je nutno si uvědomit, že integrační konstanta může záviset na druhé proměnné. Porovnáním výsledků určíme kmenovou funkci. Pak rovnice přejde na tvar:
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Je-li levá strana rovnice totálním diferenciálem nějaké funkce, nazývá se rovnice exaktní.
Příklad:
Řešme diferenciální rovnici: 
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Nahradíme-li 
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 tj. rovnice je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
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Řešením rovnice je: 
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Máme tedy řešení vyjádřené implicitně.
Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
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 tj. rovnice je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
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Máme tedy řešení vyjádřené implicitně. Zde však ho můžeme vyjádřit i explicitně, po úpravě dostaneme: 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici: 
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Rovnici upravíme (již známým způsobem) na tvar:
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 tj. rovnice je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
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Řešením rovnice je: 
[image: image802.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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 tj. rovnice je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
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Máme tedy řešení vyjádřené implicitně.

Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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 tj. rovnice je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
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Řešením rovnice je: 
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Máme tedy řešení vyjádřené implicitně.
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 tj. rovnice je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
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Řešením rovnice je: 
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Někdy se může stát, že rovnice ve tvaru uvedeném výše není exaktní, ale po vynásobení jistým výrazem již exaktní je. Ten výraz se nazývá integrační faktor. Máme tedy najít takový výraz 
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Určit integrační faktor není jednoduché, někdy ho určíme zkusmo.
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 tj. rovnice není exaktní. Zkusme rovnici vynásobit výrazem 
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 tj. rovnice již je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
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Máme tedy řešení vyjádřené implicitně. Zde však ho můžeme vyjádřit i explicitně, po úpravě dostaneme: 
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Ještě poznamenejme, že rovnici lze upravit na tvar: 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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 tj. rovnice není exaktní. Zkusme rovnici vynásobit výrazem 
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 tj. rovnice již je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
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Kmenová funkce je tedy: 
[image: image851.wmf];
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Řešením rovnice je: 
[image: image852.wmf];
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Máme tedy řešení vyjádřené implicitně. Zde však ho můžeme vyjádřit i explicitně, po úpravě dostaneme: 
[image: image853.wmf];
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Ještě poznamenejme, že rovnici lze upravit na tvar: 
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 obecné řešení je pak: 
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Platí: 
[image: image860.wmf];
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 tj. rovnice není exaktní. Zkusme rovnici vynásobit výrazem 
[image: image861.wmf]4
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Platí: 
[image: image863.wmf];
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 tj. rovnice již je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
[image: image866.wmf];
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Kmenová funkce je tedy: 
[image: image867.wmf];
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Řešením rovnice je: 
[image: image868.wmf];
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Rovnici také bylo možno převést na tvar: 
[image: image870.wmf];
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 rovnice přejde na tvar: 
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Tuto rovnici lze řešit separací proměnných, dostaneme: 
[image: image876.wmf];
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Příklad:

Řešme diferenciální rovnici:
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Platí: 
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)

sin

(

;

sin

)

(cos

x

x

e

y

e

x

y

y

y

=

+

¶

¶

-

=

¶

¶

 tj. rovnice není exaktní. Zkusme rovnici vynásobit výrazem 
[image: image880.wmf];
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Platí: 
[image: image882.wmf];
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 tj. rovnice již je exaktní. Nyní najdeme kmenovou funkci.
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Porovnáním obou výsledků dostaneme: 
[image: image885.wmf];
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Kmenová funkce je tedy: 
[image: image886.wmf];
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Řešením rovnice je: 
[image: image887.wmf];
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Parciální diferenciální rovnice

V těchto rovnicích je neznámou funkce více proměnných. Vyskytují se v ní parciální derivace. Vyřešit parciální diferenciální rovnici je většinou obtížné, až nemožné. Zde se omezíme jen na některé speciální případy. Předpokládejme, že funkce 
[image: image888.wmf])
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 je funkce dvou proměnných, mající parciální derivace. Nejprve se budeme zabývat případy, kdy se v rovnici vyskytuje jen jedna parciální derivace.

Příklad:

Máme rovnici tvaru: 
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Předpokládáme, že funkce 
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Řešení rovnice je: 
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Příklad:

Máme rovnici tvaru: 
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Předpokládáme, že funkce 
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 je spojitá na jistém intervalu vzhledem k proměnné 
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Řešení rovnice je: 
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image897.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image898.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image899.wmf]);
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image900.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image901.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image902.wmf]);
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Příklad:

Máme rovnici tvaru: 
[image: image903.wmf]);
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Předpokládáme, že funkce 
[image: image904.wmf])
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 je spojitá na jistém intervalu (tudíž tam má dle V 8.x. též primitivní funkci). Protože je tam jen jedna parciální derivace, lze rovnici řešit metodou separace proměnných (podobně jako v Př. 20.x.). Uvedeme jen výsledek, řešení rovnice je: 
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Podobně rovnice tvaru: 
[image: image906.wmf]);
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Rovnice tvaru: 
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Rovnice tvaru: 
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Zde je nutno si uvědomit, že „konstanta“ může záviset na druhé proměnné.

Speciálně rovnice 
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image916.wmf]);
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V našem případě je: 
[image: image917.wmf]);
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 Obecné řešení rovnice pak je: 
[image: image918.wmf];
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Kdybychom přidali počáteční podmínku: 
[image: image919.wmf]1
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Příklad:

Uvažujme nyní rovnici tvaru: 
[image: image922.wmf];
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Opět předpokládáme, že funkce 
[image: image923.wmf])
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Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image926.wmf]));
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Po dosazení do rovnice dostaneme: 
[image: image930.wmf]);
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Řešení rovnice je: 
[image: image932.wmf]));

(

)

(

(

)

;

(

y

H

x

G

y

x

F

+

Y

=


Dále si probereme některé speciální případy.

Příklad:

Rovnice tvaru: 
[image: image933.wmf];
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Rovnice tvaru: 
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Rovnice tvaru: 
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Rovnice tvaru: 
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image943.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image944.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image945.wmf]);
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Kdybychom měli ještě okrajovou podmínku: 
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Řešení vyhovující okrajové podmínce je: 
[image: image948.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image949.wmf];
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Rovnici napřed upravíme na tvar: 
[image: image950.wmf];
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V našem případě je: 
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Řešení rovnice je: 
[image: image952.wmf]);
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image954.wmf];
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V našem případě je: 
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Řešení rovnice je: 
[image: image956.wmf]);
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Řešme rovnici: 
[image: image957.wmf];
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Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image958.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image960.wmf];
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Příklad:

Rovnice tvaru: 
[image: image961.wmf];
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Rovnice tvaru: 
[image: image963.wmf];
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Rovnice tvaru: 
[image: image965.wmf];
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Rovnice tvaru: 
[image: image967.wmf];
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Rovnice tvaru: 
[image: image969.wmf];
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Rovnice tvaru: 
[image: image971.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image973.wmf];
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Řešení homogenní rovnice (
[image: image974.wmf];
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 Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image979.wmf];
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Obecné řešení rovnice je: 
[image: image980.wmf];
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V případě 
[image: image981.wmf]0
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[image: image982.wmf]);
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Poznámka:
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[image: image985.wmf]z
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[image: image986.wmf]);
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Předpokládejme, že funkce 
[image: image987.wmf])
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Zde je možno použít podobnou metodu jako separace proměnných. Po integrování obou stran rovnice přejde na tvar: 
[image: image988.wmf]);
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Uvažujme nyní rovnici tvaru: 
[image: image989.wmf]);
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Předpokládejme, že funkce 
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Zde je možno použít podobnou metodu jako separace proměnných. Po integrování obou stran rovnice přejde na tvar: 
[image: image991.wmf]);
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image992.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
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Ještě to ověříme: 
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Příklad:

Řešme rovnici: 
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;

)

;

(

)

;

(

R

Î

=

¶

¶

×

A

A

y

y

x

z

y

x

z


Po integrování dostaneme: 
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1001.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1002.wmf];
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 po integrování dostaneme: 
[image: image1003.wmf]);
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Odtud dostáváme: 
[image: image1006.wmf];
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Pokud přidáme okrajovou podmínku: 
[image: image1007.wmf]1
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1011.wmf];
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Musí platit: 
[image: image1012.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image1013.wmf];
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Pokud přidáme okrajovou podmínku: 
[image: image1017.wmf]1
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Pak máme: 
[image: image1019.wmf];
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Příklad:

Uvažujme rovnici tvaru: 
[image: image1020.wmf];
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Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image1021.wmf];
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[image: image1022.wmf];
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[image: image1023.wmf];
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Řešením této rovnice je funkce: 
[image: image1024.wmf];
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[image: image1025.wmf]);
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Řešení původní rovnice je: 
[image: image1026.wmf];
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Příklad:
Uvažujme rovnici tvaru: 
[image: image1027.wmf];
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Rovnici je také možné řešit zavedením parametru, řešme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1028.wmf]));
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Nechť platí: 
[image: image1029.wmf];

))

(

);

(

(

ˆ

)

(

C

t

y

t

x

z

t

Z

=

=

 Pak také platí: 
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 Tedy funkce 
[image: image1031.wmf])
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 má spojitou derivaci.
Při řešení diferenciální rovnice tohoto tvaru lze též postupovat takto: Vyřešíme diferenciální rovnici tvaru: 
[image: image1034.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1039.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1040.wmf];
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Vyřešíme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1041.wmf];

))

(

)(

(

2

)

(

;

1

)

(

2

t

y

t

x

t

y

t

x

=

¢

=

¢


Z 1. rovnice dostaneme: 
[image: image1042.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
[image: image1046.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1047.wmf];

1

)

;

(

ˆ

2

y

x

y

x

z

+

=


Řešením rovnice je libovolná funkce tvaru: 
[image: image1048.wmf]);
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Rovnici šlo též řešit takto: 
[image: image1049.wmf];
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 (příklad 21.x.)
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Řešení rovnice: 
[image: image1053.wmf]);
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Také šlo postupovat takto: 
[image: image1054.wmf];
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[image: image1056.wmf];
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 Rovnici jsme vyřešili separací proměnných, řešení původní rovnice je: 
[image: image1057.wmf]);
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1058.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1059.wmf];
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Vyřešíme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1060.wmf]);
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Po dosazení a snadné úpravě dostaneme: 
[image: image1061.wmf]);
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Řešením soustavy je tedy: 
[image: image1062.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
[image: image1063.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1064.wmf];
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Řešením rovnice je libovolná funkce tvaru: 
[image: image1065.wmf]);
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Nechť máme ještě zadanou okrajovou podmínku: 
[image: image1066.wmf];

)

0

;

(

4

x

x

F

=



[image: image1067.wmf];
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Řešením splňující okrajovou podmínku je tedy funkce: 
[image: image1068.wmf];
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Také šlo postupovat takto: 
[image: image1069.wmf];
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[image: image1071.wmf];
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[image: image1072.wmf];

2

2

C

y

x

=

+

 Rovnici jsme vyřešili separací proměnných, řešení původní rovnice je: 
[image: image1073.wmf]);
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Je-li neznámou funkce 3 proměnných, postupuje se analogicky.

Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1074.wmf];
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Vyřešíme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1075.wmf]);
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Řešením je: 
[image: image1076.wmf];
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[image: image1077.wmf];
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Řešením rovnice je libovolná funkce tvaru: 
[image: image1079.wmf]);
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[image: image1080.wmf]Y

 je funkce 2 proměnných, která má spojité parciální derivace.

Přidejme nyní okrajovou podmínku: 
[image: image1081.wmf];
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[image: image1082.wmf]);
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Funkce, která navíc vyhovuje okrajovým podmínkám, má tvar: 
[image: image1084.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1085.wmf];
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Vyřešíme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1086.wmf]);
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Řešením je: 
[image: image1087.wmf];
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[image: image1088.wmf];
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Řešením rovnice je libovolná funkce tvaru: 
[image: image1090.wmf]);
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[image: image1091.wmf]Y

 je funkce 2 proměnných, která má spojité parciální derivace.

Přidejme nyní okrajovou podmínku: 
[image: image1092.wmf];
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[image: image1093.wmf]);
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Funkce, která navíc vyhovuje okrajové podmínce, má tvar: 
[image: image1095.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1096.wmf];
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Vyřešíme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1097.wmf]);
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Řešením je: 
[image: image1098.wmf];

)

(

1

C

t

t

x

+

=


Ostatní 2 rovnice zapíšeme maticově a řešíme pomocí vlastních čísel a vlastních vektorů matice (viz příklady dříve).
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[image: image1100.wmf]);
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 Vlastní čísla jsou: 
[image: image1101.wmf]2
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1

.
Vlastní vektory najdeme již známým způsobem.
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Obecné řešení soustavy je tedy: 
[image: image1103.wmf];
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což lze též přepsat takto: 
[image: image1104.wmf];
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[image: image1105.wmf];
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[image: image1106.wmf];
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Máme tedy: 
[image: image1107.wmf]);
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Řešením rovnice je libovolná funkce tvaru: 
[image: image1108.wmf]));
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 kde 
[image: image1109.wmf]Y

 je funkce 2 proměnných, která má spojité parciální derivace.

Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1110.wmf];
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Vyřešíme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1111.wmf]);
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Řešením je: 
[image: image1112.wmf];
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[image: image1113.wmf];
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[image: image1114.wmf];

1

)

;

(

2

2

y

x

y

x

w

+

=


Řešením rovnice je libovolná funkce tvaru: 
[image: image1115.wmf]);
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[image: image1116.wmf]Y

 je funkce 1 proměnné, která má spojitou derivaci.

Přidejme nyní okrajovou podmínku: 
[image: image1117.wmf];

)

;

0

(

2

y

y

F

=



[image: image1118.wmf]);
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Funkce, která navíc vyhovuje okrajové podmínce, má tvar: 
[image: image1120.wmf];
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Příklad:

Uvažujme rovnici tvaru: 
[image: image1121.wmf]);
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Předpokládejme, že známe řešení dané implicitně, tj. 
[image: image1122.wmf];
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[image: image1123.wmf];
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znásobíme 1. rovnici výrazem 
[image: image1125.wmf])
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[image: image1126.wmf])
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[image: image1127.wmf];
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[image: image1128.wmf];
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tuto rovnici vyřešíme tak, že vyřešíme soustavu diferenciálních rovnic: 
[image: image1129.wmf]));
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Nechť platí: 
[image: image1130.wmf];
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 pak je funkce 
[image: image1131.wmf])
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 řešením rovnice. Také je řešením libovolná funkce tvaru: 
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Po nalezení funkce 
[image: image1136.wmf])
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1139.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1140.wmf];
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Zkusme vyřešit rovnici: 
[image: image1141.wmf];
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řešme soustavu diferenciálních rovnic:
[image: image1142.wmf];
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Řešením soustavy je: 
[image: image1143.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
[image: image1144.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1145.wmf];
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Řešením rovnice je libovolná funkce tvaru: 
[image: image1146.wmf]);
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Máme tedy řešení vyjádřeno implicitně: 
[image: image1147.wmf];
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Řešení původní rovnice lze např. vyjádřit explicitně takto: 
[image: image1148.wmf];
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[image: image1149.wmf]j

 má spojitou 1. derivaci.
Nechť je nyní dána okrajová podmínka: 
[image: image1150.wmf];
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Po dosazení dostaneme: 
[image: image1151.wmf])
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Řešení, které vyhovuje okrajové podmínce, je: 
[image: image1153.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1154.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image1155.wmf];
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Zkusme vyřešit rovnici: 
[image: image1156.wmf];
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řešme soustavu diferenciálních rovnic:
[image: image1157.wmf]);
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Řešením soustavy je: 
[image: image1158.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
[image: image1159.wmf];
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[image: image1160.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1161.wmf];
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Máme tedy řešení vyjádřeno implicitně:

[image: image1162.wmf];
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Řešení původní rovnice lze vyjádřit ve 2 tvarech:

[image: image1163.wmf];
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Tuto rovnici jsme již řešili v příkladu 21.x., zde jsme použili jinou metodu. Porovnejte výsledky.
Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1164.wmf];
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Rovnici napřed vydělíme výrazem 
[image: image1165.wmf])
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[image: image1167.wmf];

z

y

x

y

z

y

x

z

x

-

=

¶

¶

+

¶

¶


Zkusme vyřešit rovnici: 
[image: image1168.wmf];
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řešme soustavu diferenciálních rovnic:
[image: image1169.wmf];
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Řešením soustavy je: 
[image: image1170.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
[image: image1171.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1172.wmf];
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Máme tedy řešení vyjádřeno implicitně: 
[image: image1173.wmf];
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Řešení původní rovnice lze vyjádřit takto: 
[image: image1174.wmf];
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[image: image1175.wmf];
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Speciálně také rovnici vyhovuje funkce tvaru: 
[image: image1176.wmf];
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1177.wmf];
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Zkusme vyřešit rovnici: 
[image: image1178.wmf];
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řešme soustavu diferenciálních rovnic:
[image: image1179.wmf]);
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Řešením soustavy je: 
[image: image1180.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
[image: image1181.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1182.wmf];
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Máme tedy řešení vyjádřeno implicitně: 
[image: image1183.wmf];
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 nebo také: 
[image: image1184.wmf];
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Řešení původní rovnice lze vyjádřit např. takto: 
[image: image1185.wmf]);
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 nebo též takto: 
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Řešení, které vyhovuje okrajové podmínce: 
[image: image1187.wmf]3
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1189.wmf];
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Zkusme vyřešit rovnici: 
[image: image1190.wmf];
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řešme soustavu diferenciálních rovnic:
[image: image1191.wmf]);
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Řešením soustavy je: 
[image: image1192.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
[image: image1193.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1194.wmf];
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Máme tedy řešení vyjádřeno implicitně: 
[image: image1195.wmf];
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Řešení původní rovnice lze vyjádřit např. takto: 
[image: image1196.wmf]);
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Příklad:

Řešme rovnici: 
[image: image1197.wmf];
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tj. 
[image: image1198.wmf];
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Zkusme vyřešit rovnici: 
[image: image1199.wmf];
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řešme soustavu diferenciálních rovnic:
[image: image1200.wmf];
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Řešením soustavy je: 
[image: image1201.wmf];
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Nyní zkusme toto: 
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Tedy máme: 
[image: image1203.wmf];
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Máme tedy řešení vyjádřeno implicitně: 
[image: image1204.wmf];
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Řešení původní rovnice lze vyjádřit např. takto: 
[image: image1205.wmf]);
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Řešení, které vyhovuje okrajové podmínce: 
[image: image1206.wmf]3
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Parciální diferenciální rovnice vyšších řádů jsou obtížně řešitelné. Známá je tzv. Laplaceova diferenciální rovnice, která má tvar:


[image: image1208.wmf];
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Součet ryzích parciálních derivací druhého řádu podle jednotlivých proměnných je roven nule. Speciálně pro 
[image: image1209.wmf]3
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Funkce, která vyhovuje Laplaceově rovnici, se nazývá harmonická.

Má-li rovnice tvar: 
[image: image1211.wmf]);
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 nazývá se Poissonova rovnice.
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