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XXIV. Analýza v komplexním oboru
Budeme pokračovat v příkladech na výpočet reziduí.
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Výpočet koeficientů proveďte sami. Z toho jsou hned zřejmá rezidua v jednotlivých bodech.
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Dále tento příklad zobecníme.
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Rozklad na parciální zlomky dá toto: 
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Protože má funkce jenom jednoduché póly, lze rezidum též počítat takto:
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Protože má funkce jenom jednoduché póly, lze rezidum též počítat takto:
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Protože má funkce jenom jednoduché póly, lze rezidum též počítat takto:
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Rozklad na parciální zlomky dá toto: 
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Protože má funkce jenom jednoduché póly, lze rezidum též počítat takto:
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Je zřejmé, že funkce je holomorfní v 
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Napřed najdeme kořeny jmenovatele. 
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Polynom ve jmenovateli nemá reálné kořeny, tudíž funkce 
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Funkci můžeme vyjádřit takto: 
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Poznamenejme, že rezidua šlo počítat také takto:
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Funkce má pouze jednoduché póly.

Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Napřed najdeme kořeny jmenovatele. 
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Polynom ve jmenovateli nemá reálné kořeny, tudíž funkce 
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Funkci můžeme vyjádřit takto: 
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Poznamenejme, že rezidua šlo počítat také takto:
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Funkce má pouze jednoduché póly.
Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Napřed najdeme kořeny jmenovatele. 
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Polynom ve jmenovateli nemá reálné kořeny, tudíž funkce 
[image: image135.wmf])
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Funkci můžeme vyjádřit takto: 
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Poznamenejme, že rezidua šlo počítat také takto:


[image: image143.wmf](

)

;

3

3

3

1

1

3

1

1

)

1

2

(

1

1

1

)

(

res

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2

i

i

i

z

z

z

z

f

i

z

i

z

i

z

-

=

=

-

+

=

-

=

¢

+

-

=

+

=

+

=

+

=



[image: image144.wmf](

)

;

3

3

3

1

1

3

1

1

)

1

2

(

1

1

1

)

(

res

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2

i

i

i

z

z

z

z

f

i

z

i

z

i

z

=

-

=

-

-

=

-

=

¢

+

-

=

-

=

-

=

-

=


Funkce má pouze jednoduché póly.

Je zajímavé, že rezidua vyšla v obou případech stejně.
Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Nejprve předpokládejme, že 
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a

¹

.

Je zřejmé, že funkce je holomorfní v 
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Je zřejmé, že funkce je holomorfní v 
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Tento příklad je zobecnění předchozího příkladu.

Je zřejmé, že funkce je holomorfní v 
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K určení rezidua v 0 použijeme Taylorův rozvoj v 
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Je zřejmé, že funkce je holomorfní v 
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Funkce má jednoduché póly (násobnosti 1) v bodech: 
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 Rezidua budeme určovat tam, kde má funkce póly.
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Poznamenejme, že v tomto případě lze rezidua vypočítat jednoduše tímto trikem:
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Jde to proto, že funkce má pouze jednoduché póly (viz V 24.x.).
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Vzhledem k tomu, že jde o póly násobnosti 1 a funkce 
[image: image354.wmf]2
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 je holomorfní v celém 
[image: image355.wmf]C

, vypočítáme rezidua již snadno. Použijeme výsledky předchozího příkladu.
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Je zřejmé, že funkce je holomorfní v 
[image: image365.wmf]{

}

;

;

i

i

-

-

C

 přičemž v bodech 
[image: image366.wmf]i

z

±

=

 má póly násobnosti 3. Rezidua budeme určovat v bodech: 
[image: image367.wmf];

;

i

i

-



[image: image368.wmf](

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

²

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

²

-

=

=

=

®

®

=

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

z

f

i

z

z

f

5

4

3

3

)

(

12

2

1

)

(

3

2

1

)

(

1

lim

2

1

)

(

)

(

lim

2

1

)

(

res



[image: image369.wmf];

16

3

16

3

32

12

2

1

5

i

i

i

-

=

=

×

=



[image: image370.wmf](

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

²

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

²

+

=

-

=

-

=

-

®

-

®

-

=

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

i

z

z

f

i

z

z

f

5

4

3

3

)

(

12

2

1

)

(

3

2

1

)

(

1

lim

2

1

)

(

)

(

lim

2

1

)

(

res



[image: image371.wmf];

16

3

16

3

32

12

2

1

5

i

i

i

=

-

=

-

×

=


Rozklad na parciální zlomky dá toto: 
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Nadále tyto příklady ještě zobecníme.

Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Je zřejmé, že funkce je holomorfní v 
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. Rezidua budeme určovat v bodech: 
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 EMBED Equation.3  [image: image392.wmf](
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Napřed je nutno najít kořeny jmenovatele. Je zřejmé, že nebudou reálné. Pokud položíme: 
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 pomocí vzorečku, dostaneme: 
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 musíme ještě najít komplexní odmocniny. Použijeme známý vzorec (viz str. x) a dostaneme:
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Nyní dostáváme: 
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Také jsme mohli zkusmo určit rozklad mnohočlenu a pak vyřešit každou rovnici zvlášť.

Rezidua budeme hledat v bodech: 
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, v každém je pól násobnosti 1.
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkce 
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Funkce má jednoduché póly (násobnosti 1) v bodech: 
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 Rezidua budeme určovat tam, kde má funkce póly.
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Na výpočet reziduí použijeme podobný trik jako dříve, platí:
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Výpočet reziduí klasicky by byl obtížnější, např.
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua: 
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Zde nám pomůže rozvoj v Taylorovu řadu.
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Také je patrné, že funkce 
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Určeme rezidua: 
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Zde nám opět pomůže rozvoj v Taylorovu řadu.
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V případě rezidua 
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Příklad 24.x.

Určeme rezidua funkcí 
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Funkce 
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Také platí následující:
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Funkce 
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Určeme rezidua funkcí 
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Funkce má jednoduché póly v bodech: 
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Rezidum je možné také určit pomocí Taylorova rozvoje funkce 
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Na výpočet rezidua v 0 funkce 
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Odtud plyne toto: 
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Určeme rezidum funkce 
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Výpočet limity pomocí L’Hospitalova pravidla by byl pracnější.
Rezidum lze také počítat pomocí Laurentových rozvojů. Položme 
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Určeme rezidua funkce 
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Funkce má jednoduché póly v bodech: 
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Výpočet rezidua v bodě 
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 byl obtížnější, lepší bylo počítat limitu pomocí Taylorova rozvoje než l´Hospitalovým pravidlem.
Také lze postupovat takto: 
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Určeme rezidua funkce 
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Funkce je holomorfní v 
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Určeme rezidua funkce 
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Funkce je holomorfní v 
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Určeme rezidum funkce 
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Je-li stupeň polynomu ve jmenovateli aspoň o 2 větší než stupeň polynomu v čitateli, je rezidum v ( nulové.
Poznámka:
Platí toto: 
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Pro libovolnou uzavřenou křivku 
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 v jednoduše souvislé oblasti tedy platí: 
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Logaritmus v komplexním oboru není určen jednoznačně, tudíž pro libovolnou uzavřenou křivku 
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 v jednoduše souvislé oblasti je: 
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Nyní je již význam rezidua zřejmý. V komplexním oboru hraje důležitou roli tzv. Reziduová věta, která umožňuje výpočet integrálů. Napřed uvedeme její jednodušší verzi pro Jordanovu křivku.
Věta 24.x. (Reziduová věta)
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Sčítáme rezidua v bodech množiny 
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, které leží uvnitř křivky (
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).
Důkaz:
Zvolme 
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Okolí singulárních bodů zvolíme tak, aby se navzájem „neprotínala“ a byla ve vnitřku křivky. To lze, neboť je dle předpokladu singulárních bodů jen konečný počet.
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Plyne z předchozí poznámky a Cauchyho věty.
Dále utvořme podobným způsobem složenou křivku jako ve větě 24.x., jen spojovacích úseček bude více. Pokud je křivka orientovaná kladně, jsou „malé kružnice“ orientované záporně, úsečky se „vyruší“. Body vně křivky nás nezajímají.
Dostáváme:


[image: image628.wmf];
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Použili jsme Cauchyho větu na více bodů.


□
Definice 24.x.

Buď 
[image: image630.wmf]j

 uzavřená křivka, 
[image: image631.wmf]*
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. Pak definujme index bodu vzhledem ke křivce (značíme: 
[image: image632.wmf]j
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) jako počet oběhů bodu křivkou. Pokud křivka obíhá bod v kladném směru, je index kladný, pokud v záporném směru, je index záporný. Pokud bod leží vně křivky, je index nulový. Vždy platí: 
[image: image633.wmf]Z
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, tj. index bodu vzhledem ke křivce je celé číslo. (náčrtek)
Speciálně pro kladně orientovanou Jordanovu křivku platí: Body uvnitř mají index 1, body vně mají index 0. Je-li Jordanova křivka záporně orientovaná, platí: Body uvnitř mají index -1, body vně mají index 0.
Symbolicky zapsáno: 
[image: image634.wmf];
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Poznámka:

Je-li funkce 
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 má póly, nazývá se funkce meromorfní.

Věta 24.x.
Buď 
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 jednoduše souvislá oblast, 
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 buď po částech hladká uzavřená křivka v 
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Důkaz:

Již víme, že 
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 což je Cauchyho vzorec pro kruh.
Uděláme podobnou „modifikaci“ křivky jako dříve, „vsuneme“ tolik obíhajících kružnic v opačném smyslu, kolik je index bodu vzhledem ke křivce. Dostaneme tak:
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[image: image649.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image650.wmf]j
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, odtud již snadno plyne tvrzení.
□
Uvedeme obecnější formulaci Reziduové věty.
Věta 24.x. (obecnější Reziduová věta)

Buď 
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 jednoduše souvislá oblast, 
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Důkaz:

Význam mají pouze ty body, které leží uvnitř křivky. Body, které leží vně křivky, mají 
[image: image661.wmf]0
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, tudíž nemají vliv na hodnotu integrálu. Proveďme podobnou „modifikaci“ jako dříve a dostaneme tvrzení věty.
□
V minulých příkladech nám vyšel součet reziduí (včetně nekonečna) nulový. Následující věta nám ukazuje, že to nebyla náhoda.

Věta 24.x.

Buď 
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Důkaz:

Zvolme kladně orientovanou Jordanovu křivku tak, aby obsahovala všechny body množiny 
[image: image667.wmf]M

 ve svém vnitřku. Pak dle reziduové věty platí:

[image: image668.wmf]);
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Odtud dostáváme: 
[image: image669.wmf]);
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Věta 24.x.
Buď 
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Důkaz:

Funkci 
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Pak máme: 
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Vzhledem k tomu, že 
[image: image684.wmf];
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Věta 24.x.
Buď 
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Důkaz:

Položme 
[image: image697.wmf];
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□
Ukážeme si ještě jiný důkaz věty.

Funkci můžeme v 
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Vzhledem k tomu, že 
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□
Poznámka:

Protože platí: 
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Věta 24.x.

Buď 
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Výraz v závorce je (zjednodušeně řečeno) rozdíl počtu nulových bodů a pólů funkce uvnitř křivky, počítáme-li každý nulový bod i pól tolikrát, kolik činí jeho násobnost.
Důkaz:

Dle předchozích vět má funkce 
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1

M

M

È

 a je: 
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Dle reziduové věty je: 
[image: image743.wmf];
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Poznámka:

Výrazu 
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Poznámka:

Buď 
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Žukovského funkce 
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Vypočtěme integrál 
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Integrál vypočteme pomocí Reziduové věty, rezidua již byla vypočtena v příkladu 24.x.
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Vypočtěme nyní integrál 
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Vypočtěme integrál 
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Vypočtěme integrál 
[image: image787.wmf];

1

1

1

2

ò

+

j

dz

z

 kde 
[image: image788.wmf]1

j

 je kladně orientovaná Jordanova křivka, která obsahuje bod 
[image: image789.wmf];

i

 ve svém vnitřku, bod 
[image: image790.wmf];

i

-

 ve svém vnějšku.


[image: image791.wmf];

2

1

2

res

2

1

1

2

2

1

p

p

p

p

j

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

+

=

ò

i

i

i

f

i

dz

z

i

z


Vypočtěme integrál 
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Reziduovou větu můžeme též použít k výpočtu integrálů reálné funkce reálné proměnné. Je to někdy podstatně jednodušší než klasický výpočet. Ukážeme si to na několika příkladech.
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Zřejmě je křivka 
[image: image801.wmf]j

 kladně orientovaná Jordanova křivka, vznikla „součtem“ křivek. Funkce 
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Dostali jsme: 
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Vypočteme ještě: 
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Poznámka:

Jordanovu křivku jsme volili tak, že „rovná část“ byla částí reálné osy a půlkružnice v „horní polorovině“. Pak jsme nechali „ubíhat 
[image: image813.wmf]R

 do nekonečna“. Proto byla důležitá jen rezidua v bodech v „horní polorovině“. Také bychom mohli volit půlkružnici v „dolní polorovině“, křivka by vypadala takto: 
[image: image814.wmf];
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 V tomto případě by byla křivka záporně orientovaná a důležitá jen rezidua v bodech v „dolní polorovině“. Protože součet reziduí v „dolní polorovině“ je opačný k součtu reziduí v „horní polorovině“, vyšel by integrál stejně.
Příklad 24.x.
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[image: image815.wmf];
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Tyto integrály převedeme na předchozí případ.
První integrál upravíme takto:
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Druhý integrál upravíme takto:
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Tento příklad lze ještě poněkud zobecnit, předpokládejme 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrály: 
[image: image822.wmf];
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Rezidua v bodech 
[image: image823.wmf]2

3

2

1

i

+

±

 jsou 
[image: image824.wmf]3

1

i

 (viz příklady 24.x.)

[image: image825.wmf];

3

3

2

3

2

3

1

2

1

2

p

p

p

=

=

×

=

+

±

ò

+¥

¥

-

i

i

x

x

dx

 (výsledek je v obou případech stejný)
(viz též př. 8.x.)
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Vypočtěme integrál: 
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Je zřejmé, že mnohočlen ve jmenovateli nemá reálné kořeny, má 2 imaginární komplexně sdružené kořeny a to: 
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Také jsme mohli použít předchozí výsledek.
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(viz též př. 8.x.)
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Vypočtěme integrál 
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Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladu, některé kroky přeskočíme. Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
[image: image833.wmf])
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 má 2 póly násobnosti 2, přičemž jeden leží uvnitř a jeden vně křivky.
Již víme (příklad 24.x.), že: 
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Dostali jsme: 
[image: image836.wmf];

2

)

1

(

1

2

2

p

=

+

ò

+¥

¥

-

dx

x

 (viz též příklad 8.x., 16.x.)

Vypočteme ještě: 
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(substituce 
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Výpočet pomocí reziduové věty dá toto: 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál 
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Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladu, některé kroky přeskočíme. Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
[image: image842.wmf])
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 má 2 póly násobnosti 2, přičemž jeden leží uvnitř a jeden vně křivky.
Již víme (příklad 24.x.), že: 
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Dostali jsme: 
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Vypočteme ještě: 
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Výpočet pomocí reziduové věty dá toto: 
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Vypočtěme integrál 
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Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladu, některé kroky přeskočíme. Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
[image: image851.wmf])
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 má 2 póly násobnosti 3, přičemž jeden leží uvnitř a jeden vně křivky.
Již víme (příklad 24.x.), že: 
[image: image852.wmf];
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Dostali jsme: 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál 
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Předpokládejme ,že 
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Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladu, některé kroky přeskočíme. Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
[image: image857.wmf])
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 má 4 póly násobnosti 1, přičemž 2 leží uvnitř a 2 leží vně křivky. Již víme (příklad 24.x.), že:
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Výsledek platí i pro 
[image: image862.wmf]b
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 (viz příklad 24.x.).
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál 
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Integrál upravíme následovně.
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Použili jsme výsledek předchozího příkladu.

Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál 
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Předpokládejme ,že 
[image: image867.wmf]b
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Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladu, některé kroky přeskočíme. Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
[image: image868.wmf])
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 má 4 póly násobnosti 1, přičemž 2 leží uvnitř a 2 leží vně křivky. Již víme (příklad 24.x.), že:
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(viz též příklady 8.x.)
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Vypočtěme integrál 
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Předpokládejme ,že 
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Budeme postupovat podobně jako v předchozím příkladu, některé kroky přeskočíme. Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
[image: image877.wmf])
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 má 4 póly, 2 póly násobnosti 1, 2 póly násobnosti 2, přičemž 2 leží uvnitř a 2 leží vně křivky. Již víme (příklad 24.x.), že:
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Výsledek platí i pro 
[image: image884.wmf]b
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 (viz příklad 24.x.).
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Pro 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál 
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Integrál upravíme následovně.
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Použili jsme výsledek předchozího příkladu.

Některé příklady na výpočet integrálu můžeme převést na příklady uvedené dříve, což si ukážeme. Není nutné provádět celý postup znova.
Příklad 24.x.

Vypočtěme integrály: 
[image: image890.wmf];
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První integrál upravíme takto:
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(substituce: 
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Druhý integrál upravíme takto:
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(substituce: 
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Třetí integrál upravíme takto:
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(substituce: 
[image: image896.wmf])
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Ve všech případech jsme použili výsledky předchozích příkladů.

Tento příklad lze ještě poněkud zobecnit, předpokládejme 
[image: image897.wmf]0
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Vypočtěme integrály: 
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První integrál upravíme takto:
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[image: image901.wmf];
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(substituce: 
[image: image902.wmf])
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, Integrál z liché funkce přes symetrický interval je 0.
Druhý integrál upravíme takto:
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[image: image904.wmf];
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(substituce: 
[image: image905.wmf])
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, Integrál z liché funkce přes symetrický interval je 0.

Ve všech případech jsme použili výsledky předchozích příkladů.
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Vypočtěme integrál 
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Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
[image: image909.wmf])
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Pro výpočet integrálu nás zajímají jen rezidua v pólech, které jsou uvnitř křivky.
Dostali jsme: 
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Vypočteme ještě: 
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Vypočtěme integrál 
[image: image917.wmf];

1

4

2

ò

+¥

¥

-

+

dx

x

x


Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
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 má 4 póly násobnosti 1, přičemž dva leží uvnitř a dva vně křivky. Již víme (Př. 24.x.) následující:
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Pro výpočet integrálu nás zajímají jen rezidua v pólech, které jsou uvnitř křivky.

Dostali jsme: 
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Vypočteme ještě: 
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Vypočtěme integrál 
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Stejně zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
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 má 6 pólů násobnosti 1, přičemž tři leží uvnitř a tři vně křivky. Již víme (Př. 24.x.) následující:
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Dostali jsme: 
[image: image931.wmf];
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Nyní si ukážeme obecnější příklad.

Příklad 24.x.

Vypočteme integrál: 
[image: image932.wmf];
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Položme: 
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1

1

)

(

n

z

z

f

+

=


V tomto případě funkce 
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 nemá žádný pól na reálné ose. Opět budeme integrovat přes úsečku na reálné ose a horní půlkružnici jako dříve. Funkce má póly násobnosti 1 v bodech: 
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Na výpočet reziduí použijeme následující trik: 
[image: image938.wmf];
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Pro výpočet integrálu budeme sčítat jenom rezidua v pólech nad reálnou osou.


[image: image940.wmf]=

-

-

-

=

-

=

-

=

å

å

ò

-

=

-

=

+

1

1

)

(

2

2

)

1

(

2

)

(

2

2

1

0

2

1

0

)

2

1

(

2

2

2

n

n

n

n

n

n

n

n

n

i

i

i

k

k

i

i

k

k

i

e

e

e

n

i

e

e

n

i

e

n

i

dz

z

f

p

p

p

p

p

p

p

p

p

j



[image: image941.wmf];
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Použili jsme vzorec pro součet členů geometrické posloupnosti, kde kvocient je: 
[image: image942.wmf]n
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(viz též příklad 17.8, 17.8a)
Dostali jsme toto: 
[image: image943.wmf];
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Druhý vzorec platí i pro 
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Potíž je v tom, že funkce 
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Příklad 24.x.

Vypočteme integrál: 
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Budeme integrovat přes uzavřenou křivku 
[image: image950.wmf]j

, která má 3 části (náčrtek).
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Uvnitř křivky je 1 pól násobnosti 1 v bodě 
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Pak provedeme limitní přechod pro 
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Porovnáním výsledků dostaneme:
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Výsledek: 
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(viz též příklad 17.x.)
Speciálně pro 
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Získaný výsledek se dá ještě zobecnit, platí: 
[image: image966.wmf];
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Použitím substituce 
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Položme: 
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(viz též příklad 17.x.)

Příklad 24.x.

Provedeme jisté zobecnění, buďte 
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Opět budeme integrovat přes úsečku na reálné ose a horní půlkružnici jako dříve, platí:
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Předpoklad 
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Příklad 24.x.

Vypočteme integrál: 
[image: image985.wmf];
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zvolíme Jordanovu křivku. Funkce 
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, přičemž pouze 1 leží uvnitř křivky. Rezidua již byla vypočtena v příkladu 24.x.
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Dostali jsme toto: 
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Výsledek lze také upravit (proveďte) na následující tvar:
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(viz též příklady 16.x., 17.x.)
Příklad 24.x.

Vypočteme integrál: 
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Tento integrál převedeme vhodnou úpravou na předchozí příklad.
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Nyní jsme tento příklad převedli na předchozí, stačí položit: 
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Hodnota integrálu je tedy:
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Vypočteme integrál: 
[image: image996.wmf];
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Napřed integrál odhadneme:
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Položme: 
[image: image998.wmf];

sin

cos

)

(

2

2

2

2

z

z

i

z

z

e

z

f

iz

+

+

=

+

=

a

a


Jordanovu křivku zvolíme stejně jako v předchozích příkladech. Funkce 
[image: image999.wmf])
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, přičemž jeden leží uvnitř a jeden vně křivky.
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(druhý integrál je nulový, neboť se integruje lichá funkce)
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
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(viz též příklad 16.x.)
Také to můžeme vyjádřit takto: 
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Ještě určíme integrál: 
[image: image1006.wmf];
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Předpokládejme, že 
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Vzhledem k tomu, že 
[image: image1010.wmf]x
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 je sudá funkce, dostáváme tento výsledek:

[image: image1011.wmf];

0

,

,

;

cos

2

2

¹

Î

=

+

-

+¥

¥

-

ò

a

b

a

a

p

a

b

ab

R

e

dx

x

x


(viz též příklad 16.x.)
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Vypočtěme integrály: 
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Dané integrály upravíme na předchozí případ.
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(substituce: 
[image: image1017.wmf])
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Tento příklad lze ještě poněkud zobecnit, předpokládejme 
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Vypočteme integrál: 
[image: image1021.wmf];
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Položme: 
[image: image1022.wmf];
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Jordanovu křivku zvolíme stejně jako v předchozích příkladech. Funkce 
[image: image1023.wmf])
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 má 2 póly násobnosti 2 v bodech 
[image: image1024.wmf]a
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, přičemž jeden leží uvnitř a jeden vně křivky.
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(druhý integrál je nulový, neboť se integruje lichá funkce)
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
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Vypočteme integrály: 
[image: image1030.wmf];

0

;

)

(

sin

;

)

(

cos

2

2

2

2

>

+

-

+

-

ò

ò

+¥

¥

-

+¥

¥

-

d

dx

d

c

x

x

x

dx

d

c

x

x

x


Položme: 
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funkce má jednoduché póly v bodech: 
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Jordanovu křivku zvolíme podobně jako dříve.
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Porovnáním reálné a imaginární části dostaneme:

[image: image1039.wmf]);

sin

cos

(

)

(

cos

2

2

c

d

c

c

e

d

dx

d

c

x

x

x

d

-

=

+

-

-

+¥

¥

-

ò

p



[image: image1040.wmf];
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Dále dostaneme:

[image: image1041.wmf];
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Dostáváme toto:
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Určíme ještě: 
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Výpočet můžeme provést také takto:
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Druhý integrál je roven nule, neboť jde o integrál liché funkce.
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 (viz též příklad 16.x.)

Speciálně pro 
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Příklad 24.x.

Položme: 
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Předpokládejme, že 
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Odtud opět dostáváme: 
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Příklad 24.x.

Buď 
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 jednotková kladně orientovaná kružnice se středem v počátku,
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Vypočtěme integrál: 
[image: image1101.wmf];
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Je zřejmé, že tato funkce má 2 póly násobnosti 1, jeden je uvnitř a jeden je vně jednotkové kružnice. Vzhledem k předpokladu 
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Rozklad na parciální zlomky dá toto: 
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Porovnáním výsledků dostaneme:
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Je-li speciálně 
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Pomocí Reziduové věty můžeme též počítat např. integrály goniometrických funkcí typu: 
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Buď dále 
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 (sčítáme jen rezidua v pólech uvnitř jednotkové kružnice)
Také můžeme zvolit interval parametrizace jinak, např. 
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Příklad 24.x.

Vypočteme integrál: 
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Funkce 
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Příklad 24.x.

Vypočteme integrál: 
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Nyní přistoupíme k výpočtu integrálů, nechť 
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Nechť nyní 
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Také musí platit:
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Je-li 
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Tedy vskutku platí: 
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Příklad 24.x.

Vypočteme integrály: 
[image: image1240.wmf];
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Tyto integrály jsme již počítali v reálné analýze opakovanou metodou per partes. Pomocí metod komplexní analýzy to spočítáme jednoduše a elegantně.
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Porovnáním reálné a imaginární části dostaneme:
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(viz též příklad 8.x.)

Příklad 24.x.

Vypočteme integrál: 
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Zřejmě platí: 
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Položme 
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 zřejmě je holomorfní v celé množině 
[image: image1247.wmf]C

.
Buď 
[image: image1248.wmf]j

 Jordanova křivka, která má 4 části (úsečky).
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[image: image1251.wmf];
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Protože funkce 
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(

z

f

 je holomorfní, je 
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 (Laplaceův integrál)
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[image: image1257.wmf];
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 neboť se integruje lichá funkce přes symetrický interval kolem nuly.
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Dostáváme toto:
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Dostali jsme tento výsledek:
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(viz též příklad 16.x.)
Příklad 24.x.

Vypočteme Fresnelovy integrály, tj. integrály: 
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Budeme integrovat funkci 
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, která má 3 části (náčrtek).

[image: image1265.wmf];

;

0

;

)

(

)

(

;

;

0

;

)

(

;

;

0

;

)

(

4

3

4

2

1

ñ

á

Î

-

=

ñ

á

Î

=

ñ

á

Î

=

R

t

e

t

R

t

t

e

R

t

R

t

t

t

i

it

p

j

j

j

p



[image: image1266.wmf];
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 (zdůvodnění, viz I. Černý, An. v kompl. oboru)

[image: image1271.wmf]2

ˆ

ˆ

ˆ

)

(

4

2

4

2

4

2

4

2

2

4

3

0

ˆ

0

ˆ

0

ˆ

0

)

(

p

p

p

p

p

p

p

j

i

R

t

i

R

i

t

i

i

R

i

t

i

i

R

e

t

R

i

i

e

t

d

e

e

t

d

e

e

t

d

e

e

dt

e

e

dz

z

f

i

-

®

-

=

-

=

=

-

=

ò

ò

ò

ò

ò

-

-


Dostáváme toto:
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Porovnáním reálné a imaginární části dostáváme:
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál: 
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Položme: 
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 (náčrtek), což je uzavřená křivka (dokonce Jordanova).
Funkce 
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Dostáváme rovnici: 
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Tedy: 
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 (viz též příklad 17.x.)
Použijeme-li v integrálu substituci: 
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Tento výsledek použijeme k výpočtu dalších integrálů.
Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme-li v integrálu substituci: 
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(viz též příklad 17.x.)

Ukážeme si jiný výpočet (podobný postup jako v předchozím příkladě).
Položme: 
[image: image1299.wmf];
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 což je uzavřená křivka (dokonce Jordanova).
Funkce 
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Dostáváme rovnici: 
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Tedy: 
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 (viz též příklad 17.x.)

Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál: 
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Jordanova křivka je podobná jako dříve. Výpočet provedeme již stručně.
Funkce 
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Dostáváme rovnici: 
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tj. 
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Tedy: 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál: 
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Položme: 
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[image: image1337.wmf];

2

ln

)

(ln

2

)

(ln

)

(

res

4

2

2

2

2

ia

a

i

a

ia

a

z

F

i

ia

z

p

p

p

-

+

=

+

=

=



[image: image1338.wmf];

2

ln

3

)

(ln

2

)

(ln

)

(

res

4

9

2

2

2

3

2

ia

a

i

a

ia

a

z

F

i

ia

z

-

-

+

=

-

+

=

-

=

p

p

p



[image: image1339.wmf];

ln

2

2

ln

2

)

(

res

)

(

res

2

2

a

i

a

ia

a

i

z

F

z

F

ia

z

ia

z

p

p

p

p

-

-

=

+

-

=

+

-

=

=



[image: image1340.wmf](

)

;

ln

2

2

2

2

ln

2

2

)

(

res

)

(

res

2

2

3

2

a

a

i

a

ia

a

i

i

z

F

z

F

i

ia

z

ia

z

p

p

p

p

p

p

-

=

+

-

×

=

+

-

=

=



[image: image1341.wmf]®

+

+

-

-

+

+

=

-

ò

ò

ò

ò

-

-

R

i

i

R

i

i

dt

e

a

e

t

i

i

t

dt

e

a

e

t

i

t

dz

z

F

dz

z

F

r

x

x

r

x

x

j

j

p

x

x

2

2

2

2

2

2

2

2

)

2

(ln

)

(ln

)

(

)

(

3

1



[image: image1342.wmf])

0

(

;

)

2

(ln

)

(ln

2

2

2

2

2

2

+

®

+

+

-

+

®

ò

ò

x

p

r

r

R

R

dt

a

t

i

t

dt

a

t

t



[image: image1343.wmf]+

®

+¥

®

+

+

-

®

+

+

-

+

ò

ò

ò

+¥

0

;

4

ln

4

)

2

(ln

)

(ln

0

2

2

2

2

2

2

2

2

2

r

p

p

p

r

r

R

dt

a

t

t

i

dt

a

t

i

t

dt

a

t

t

R

R


Porovnáním reálné a imaginární části dostaneme:
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 (viz též příklad 16.x.)
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 (viz výsledek dříve)
Dostali jsme 2 výsledky, jeden už známý z dřívějšího příkladu.
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(substituce: 
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Hodnoty integrálů jsou navzájem opačné.

Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image1353.wmf];

1

ln

0

2

ò

+¥

+

+

dx

x

x

x


Položme: 
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[image: image1355.wmf]z
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 je jednoznačná větev logaritmu. Nechť 
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Porovnáním reálné a imaginární části dostaneme:
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 (viz výsledek dříve, př. 8.x.)

Dostali jsme 2 výsledky, jeden už známý z dřívějšího příkladu.

Zřejmě je: 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme integrál: 
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Položme: 
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Porovnáním reálné a imaginární části dostaneme:
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 (viz výsledek dříve, př. 8.x.)

Dostali jsme 2 výsledky, jeden už známý z dřívějšího příkladu.

Zřejmě je: 
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Také platí: 
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 (dokáže se analogicky jako dříve)

Příklad 24.x.

Zkusme počítat následující integrál jiným způsobem.

[image: image1379.wmf][

]

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

=

-

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

=

-

+

-

=

+

ò

ò

ò

ò

z

i

z

i

i

z

i

z

i

i

z

i

dz

z

i

dz

i

z

i

z

i

dz

z

dz

Ln

2

)

(

Ln

)

(

Ln

2

2

)

)(

(

1

2


Z reálné analýzy víme, že 
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V komplexním oboru je 
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Následující vztah se odvodí podobně.
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Poslední vztah ještě upravíme takto:
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V komplexním oboru je 
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Poslední vztah ještě upravíme takto:
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Zkusme výraz derivovat:
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Reziduovou větu lze také použít ke sčítání číselných řad, což si ukážeme na příkladech.

Připomeňme si rozvoj funkce: 
[image: image1449.wmf]);
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Odtud dostáváme: 
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Dále si připomeňme rozvoj funkce: 
[image: image1451.wmf]);
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Odtud dostáváme: 
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Dále platí: 
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Odečteme-li rovnice od sebe, dostaneme:
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[image: image1552.wmf];
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Tím jsme dostali tvrzení věty.
□
Definice 24.x.
Buď dáno 
[image: image1553.wmf]0
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, nechť je funkce 
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 spojitá reálná na množině 
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. Pak integrál: 
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 je Poissonův integrál a funkce 
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Předchozí věta lze ještě zobecnit, platí pro 
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což lze vyjádřit také takto:
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Poissonovo jádro lze tedy vyjádřit ve tvaru:

[image: image1561.wmf];
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Poissonův integrál pak lze vyjádřit ve tvaru:
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Poissonovo jádro můžeme ještě upravit takto:
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Ještě určíme součet následující řady: 
[image: image1564.wmf];
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Dostali jsme tak další vyjádření Poissonova jádra jako součet řady.
Můžeme integrovat také v jiných mezích.
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[image: image1569.wmf]=
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Také to můžeme vyjádřit takto:

[image: image1571.wmf](
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Poznámka:
Pomocí Poissonova integrálu lze řešit Dirichletovu úlohu, což je důležitý problém v teorii potenciálu. Známe hodnoty funkce 
[image: image1572.wmf])
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 na hranici oblasti 
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, tj. 
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 (okrajová podmínka) a navíc požadujeme, aby funkce 
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 byla holomorfní v oblasti 
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