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I. Klasické pojetí pravděpodobnosti
Pravděpodobnost je míra možnosti přeměny ve skutečnost. Její hodnota se pohybuje od 0 do 1. Je to běžně používaný pojem, někdy se vyjadřuje v %.
V klasické pravděpodobnosti platí:
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kde 
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 je počet příznivých možností, 
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 je počet všech možností 
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Možnosti zde představují možné výsledky náhodného pokusu.
Pravděpodobnost se klasicky počítá jako podíl počtu příznivých možností ku počtu všech možností.

Uvažujme tento pravděpodobnostní model:
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 - základní pravděpodobnostní prostor, 
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 - množina jevů.
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 - elementární jevy.

Provádíme-li náhodný pokus, je 
[image: image9.wmf]W

 množina všech možných výsledků pokusu. Každému jevu přiřadíme množinu příznivých výsledků pokusu. Jevy tedy můžeme ztotožnit s podmnožinami množiny všech výsledků pokusu (základního pravděpodobnostního prostoru).

Každému elementárnímu jevu přiřadíme pravděpodobnosti:
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, přičemž platí: 
[image: image11.wmf];
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Pravděpodobnost jevu definujeme takto: 
[image: image12.wmf];
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Zřejmě platí: 
[image: image13.wmf];
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[image: image14.wmf]-
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Je-li pravděpodobnostní model klasický, tj. 
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[image: image18.wmf];
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Pravděpodobnost se počítá jako podíl počtu příznivých možností ku počtu všech možností. To je základní vzorec počtu pravděpodobnosti. Pro pravděpodobnost platí: 
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Pokud pro jevy 
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 je podjev jevu 
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. Zřejmě platí: 
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Je-li 
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 tzv. doplňkový jev. Zřejmě platí: 
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Někdy je snadnější počítat pravděpodobnost doplňkového jevu.
Pokud nemohou nastat 2 jevy současně (množiny jsou disjunktní), jde o neslučitelné jevy. Pro neslučitelné jevy platí: 
[image: image28.wmf];
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Pro pravděpodobnost sjednocení jevů platí:
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Pro neslučitelné jevy platí: 
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Obecněji pro 
[image: image31.wmf]n

 neslučitelných jevů platí: 
[image: image32.wmf];
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Pro jevy platí nerovnost: 
[image: image33.wmf];
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 speciálně pro neslučitelné jevy platí rovnost. Sjednocení jevů znamená, že nastane aspoň jeden z nich. Průnik jevů znamená, že nastanou všechny současně.

Pokud se jevy navzájem „neovlivňují“, jsou nezávislé. Nastání jednoho jevu nemá vliv na to, zda nastane druhý jev. Pravděpodobnost, že nastanou 2 nezávislé jevy je rovna součinu pravděpodobností.
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Například hody kostkou či hody mincí můžeme pokládat za nezávislé jevy.

Toto pojetí pravděpodobnosti je jistě známo ze středoškolské matematiky.
Příklad 1.x.

Provádíme hod hrací kostkou, jaká je pravděpodobnost, že padne číslo 6?
Máme celkem 6 možností, příznivá možnost je 1, tudíž pravděpodobnost hození 6 je 
[image: image35.wmf]6
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Jaká je pravděpodobnost, že padne sudé číslo?

Počet příznivých možností je 3 (může padnout 2, 4, 6), tj. pravděpodobnost je 
[image: image36.wmf]6
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Jaká je pravděpodobnost, že padne liché číslo?

Počet příznivých možností je 3 (může padnout 1, 3, 5), tj. pravděpodobnost je 
[image: image37.wmf]6
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.

Poznamenejme ještě, že jev: padla 6 je podjev jevu: padlo sudé číslo. Podobně jev: padla 1 je podjev jevu: padlo liché číslo.
Jevy: padlo sudé číslo, padlo liché číslo, jsou zřejmě neslučitelné. Podobně jevy: padlo číslo 6, padlo liché číslo, jsou též neslučitelné.

Příklad 1.x.
Provádíme hod mincí 
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 po sobě (
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), což je náhodný pokus. Položme 
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 množinu všech možností (možných výsledků pokusu).
Platí: 
[image: image41.wmf]{
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, což je kartézská mocnina.
Značka L znamená líc (panna), značka R znamená rub (orel).

Platí:
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Platí: 
[image: image45.wmf];
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 tj. počet všech možností.
Při jednom hodu platí: 
[image: image46.wmf];
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Příklad 1.x.

Provádíme hod mincí 
[image: image47.wmf]´
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 po sobě (
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), což je posloupnost nezávislých náhodných pokusů. Jaká je pravděpodobnost, že právě 
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Počet všech možností je 
[image: image51.wmf]n

2

. Počet příznivých možností je 
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 hodů vybíráme 
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 hodů, ve kterých padne líc. Hledaná pravděpodobnost je:
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Příklad 1.x.

Provádíme hod hrací kostkou 
[image: image56.wmf]´
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 po sobě (
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), což je posloupnost nezávislých náhodných pokusů. Jaká je pravděpodobnost, že právě 
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Pravděpodobnost, že při jednom hodu padne 6, je 
[image: image60.wmf]6
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, pravděpodobnost, že nepadne 6, je 
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Počet všech možností je 
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. Počet příznivých možností je: 
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 hodů vybíráme 
[image: image65.wmf]k

 hodů, ve kterých padne číslo 6. Pokud nepadne číslo 6, je 5 jiných možností. Hledaná pravděpodobnost je:
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Příklad 1.x.
Házíme 2 hracími kostkami. Jaká je pravděpodobnost, že padne aspoň jedna 6.

Počet všech možností je 
[image: image67.wmf]36
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. Příznivé možnosti jsou:
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tj. příznivých možností je 11.
Pravděpodobnost tedy je: 
[image: image69.wmf];
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Příklad by bylo možno řešit i jinak, bez vypisování možností.

Pravděpodobnost, že na 1. kostce padne číslo 6, je 
[image: image70.wmf]6
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, pravděpodobnost, že na 2. kostce padne číslo 6, je též 
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Příklad by šlo řešit též přes doplňkový jev, což je jev: ani na jedné kostce nepadne číslo 6. Možností příznivých doplňkovému jevu je: 
[image: image74.wmf]25
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 (nezávislé jevy), hledaná pravděpodobnost je tedy: 
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V obou případech vyšel stejný výsledek.

Příklad 1.x.
Předchozí příklad nyní zobecníme.

Provádíme 2 nezávislé pokusy, přičemž pravděpodobnost zdaru při jednom pokusu je 
[image: image77.wmf]ñ
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. Určíme pravděpodobnost, že aspoň v jednom pokusu nastal zdar.
Pravděpodobnost, že v obou pokusech nastal zdar, je: 
[image: image78.wmf]2
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Pravděpodobnost, že ani v jednom pokuse nenastal zdar, je 
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Pravděpodobnost, že aspoň v jednom pokusu nastal zdar, je:
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[image: image81.wmf]);
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[image: image82.wmf][
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Pravděpodobnost, že nastane právě jeden zdar, je: 
[image: image83.wmf];
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Pravděpodobnost, že nastane aspoň jeden zdar, je: 
[image: image84.wmf];
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Příklad 1.x.

Předchozí příklad ještě zobecníme.

Provádíme 2 nezávislé pokusy, přičemž pravděpodobnost zdaru při prvním pokusu je 
[image: image85.wmf]p

, pravděpodobnost zdaru při druhém pokusu je 
[image: image86.wmf]q

, přičemž 
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. Určíme pravděpodobnost, že aspoň v jednom pokusu nastal zdar.

Pravděpodobnost, že v obou pokusech nastal zdar, je: 
[image: image88.wmf]q
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Pravděpodobnost, že ani v jednom pokuse nenastal zdar, je 
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Pravděpodobnost, že aspoň v jednom pokusu nastal zdar, je:
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[image: image91.wmf];
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[image: image92.wmf][
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Pravděpodobnost, že nastane právě jeden zdar, je: 
[image: image93.wmf];
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Příklad 1.x.

V osudí jsou míčky s čísly od 1 do 90. Náhodně vybereme 1 míček. Jaká je pravděpodobnost, že na míčku bude číslo dělitelné 3 nebo 5?

Pravd., že na míčku bude číslo dělitelné 3, je: 
[image: image94.wmf];
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Pravd., že na míčku bude číslo dělitelné 5, je: 
[image: image95.wmf];
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Pravd., že na míčku bude číslo dělitelné 5 a zároveň 3 (dělitelné 15) je: 
[image: image96.wmf];
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[image: image97.wmf];
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 (jevy nejsou neslučitelné, tj. mohou nastat současně)
Příklad 1.x.

Čtverec s obarveným okrajem o straně 
[image: image98.wmf]n

 (předpokládáme 
[image: image99.wmf]2

³

n

) délkových jednotek rozřežeme na čtverečky o straně 1 délkové jednotky. Poté náhodně 1 čtvereček vybereme. Určeme pravděpodobnost, že nebude obarvený, bude mít 1 stranu obarvenou, bude mít 2 strany obarvené.

Počet čtverečků: 
[image: image100.wmf]2
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.
Počet neobarvených čtverečků: 
[image: image101.wmf];
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Počet čtverečků s 1 stranou obarvenou: 
[image: image102.wmf];
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Počet čtverečků s 2 stranami obarvenými: 
[image: image103.wmf];
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[image: image104.wmf];
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[image: image105.wmf];
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[image: image106.wmf];
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Příklad 1.x.

Obarvenou krychli o hraně 
[image: image107.wmf]n

 (předpokládáme 
[image: image108.wmf]2
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n

) délkových jednotek rozřežeme na krychličky o hraně 1 délkové jednotky. Poté náhodně 1 krychličku vybereme. Určeme pravděpodobnost, že nebude obarvená, bude mít 1 stěnu obarvenou, bude mít 2 stěny obarvené, bude mít 3 stěny obarvené.
Počet krychliček je: 
[image: image109.wmf]3

n

.
Počet neobarvených krychliček: 
[image: image110.wmf];
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Počet krychliček s 1 stěnou obarvenou: 
[image: image111.wmf];
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Počet krychliček s 2 stěnami obarvenými: 
[image: image112.wmf];
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Počet krychliček s 3 stěnami obarvenými: 
[image: image113.wmf];
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[image: image114.wmf];
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[image: image115.wmf];
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[image: image116.wmf];
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[image: image117.wmf];
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Příklad 1.x.

Hodíme 
[image: image118.wmf]´

n

2

 mincí. Zajímá nás, jaká je pravděpodobnost, že padne stejně líců jako rubů, tj. líc padne 
[image: image119.wmf]´

n

, rub padne 
[image: image120.wmf]´

n

, kde 
[image: image121.wmf]N

Î

n

.
Počet všech možností je: 
[image: image122.wmf]n

n

4

2

2

=

. Počet příznivých možností je 
[image: image123.wmf];
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Pravděpodobnost je: 
[image: image124.wmf];
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[image: image125.wmf];
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[image: image126.wmf];
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Pravděpodobnost s rostoucím 
[image: image127.wmf]n

 klesá, blíží se k nule.
Poznámka:

Kdybychom chtěli vědět, jak rychle se pravděpodobnost blíží k nule, musíme trochu předběhnout a použít Stirlingův vzorec (viz MA, kap. XVII).
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Příklad 1.x.

V bedně je 
[image: image129.wmf]a

 bílých a 
[image: image130.wmf]b

 černých kuliček. Náhodně vybereme 2 kuličky (bez vracení). Možnosti jsou následující:
· Vybereme 2 černé.

· Vybereme 2 bílé.

· Vybereme 1 černou a 1 bílou.

Určíme pravděpodobnosti jednotlivých možností.

· Vybereme 2 černé.

[image: image131.wmf][
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· Vybereme 2 bílé.
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· Vybereme 1 černou a 1 bílou.
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Provedeme kontrolní součet.
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[image: image135.wmf];
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Pravděpodobnosti můžeme také vyjádřit pomocí kombinačních čísel.
· Vybereme 2 černé. 
[image: image136.wmf][
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· Vybereme 2 bílé. 
[image: image137.wmf][
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· Vybereme 1 černou a 1 bílou. 
[image: image138.wmf][
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Pravděpodobnost, že v 1. tahu vytáhnu bílou kuličku, je: 
[image: image139.wmf];
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Pravděpodobnost, že v 1. tahu vytáhnu černou kuličku, je: 
[image: image140.wmf];
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Pravděpodobnost, že v 2. tahu vytáhnu bílou kuličku, je:

[image: image141.wmf][
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Pravděpodobnost, že v 2. tahu vytáhnu černou kuličku, je:

[image: image142.wmf][
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Je překvapující, že pravděpodobnosti vyšly stejně jak v prvním, tak ve druhém tahu.
Tento příklad můžeme zobecnit.
Příklad 1.x.

V bedně je 
[image: image143.wmf]a

 bílých a 
[image: image144.wmf]b

 černých kuliček. Náhodně vybereme 
[image: image145.wmf]n

 kuliček. Jaká je pravděpodobnost, že mezi vybranými kuličkami bude 
[image: image146.wmf]k

 bílých kuliček (
[image: image147.wmf]n
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Speciální případy:
· Vybereme samé černé (
[image: image149.wmf]0

=

k

):
[image: image150.wmf][
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· Vybereme samé bílé (
[image: image151.wmf]n

k

=

):
[image: image152.wmf][
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Součet všech pravděpodobností dává 1 (100%), musí tedy platit:

[image: image153.wmf];
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tj. máme opět známý vztah mezi kombinačními čísly: 
[image: image154.wmf];
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Kdyby se náhodou v kombinačním čísle vyskytlo menší číslo nad větším, klademe ho rovné nule.

Příklad 1.x.

V bedně je 5 bílých a 3 černé kuličky (celkem 8 kuliček). Náhodně vybereme 4 kuličky. Určíme pravděpodobnosti všech možných výsledků pokusu.

Počet všech možností je: 
[image: image155.wmf];
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· 
[image: image156.wmf][
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· 
[image: image157.wmf][
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· 
[image: image158.wmf][
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· 
[image: image159.wmf][
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· 
[image: image160.wmf][
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Příklad 1.x.

Ve sportce je 49 čísel, sázející vybere 6 čísel z množiny 
[image: image161.wmf]{
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2
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1

K

. Pak proběhne vylosování 6 čísel a 1 dodatkové číslo. Na pořadí čísel nezáleží. Máme následující možnosti výhry:
1. Pořadí: Uhodli jsme všech 6 čísel.

2. Pořadí: Uhodli jsme 5 čísel a dodatkové číslo.

3. Pořadí: Uhodli jsme 5 čísel.

4. Pořadí: Uhodli jsme 4 čísla.

5. Pořadí: Uhodli jsme 3 čísla.

Počet všech možností, jak vybrat 6 čísel je 
[image: image162.wmf];
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Pravděpodobnosti jednotlivých výher jsou následující:


[image: image163.wmf];
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 (pravděpodobnost mizivá, téměř nulová)

[image: image164.wmf];
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 (pravděpodobnost mizivá, téměř nulová)

[image: image165.wmf];
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[image: image166.wmf];

10

69

,

9

816

983

13

545

13

6

49

2

43

4

6

)

(

4

4

-

×

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

&

A

P



[image: image167.wmf];
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Součet pravděpodobností je přibližně: 
[image: image168.wmf];
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[image: image169.wmf]5
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 jsou neslučitelné. Pravděpodobnost, že ve sportce něco vyhrajeme je tedy necelé 2%.
Příklad 1.x.

Dva střelci střílejí na terč. První střelec zasáhne terč s pravděpodobností 
[image: image170.wmf]7

,

0

, druhý (zkušenější) zasáhne terč s pravděpodobností 
[image: image171.wmf]8

,

0

. Předpokládáme, že zásahy terče jsou nezávislé jevy, tj. pravděpodobnosti se násobí. Určíme pravděpodobnosti jednotlivých jevů.
· Oba střelci zasáhnou: 
[image: image172.wmf][
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· Ani jeden nezasáhne: 
[image: image173.wmf][
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· První zasáhne, druhý nezasáhne: 
[image: image174.wmf][
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· První nezasáhne, druhý zasáhne: 
[image: image175.wmf][
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[image: image176.wmf]%;
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(viz též Př. 1.x.)
Příklad 1.x.

Pravděpodobnost toho, že součástka zhotovená na 1. stroji bude kvalitní, je 
[image: image177.wmf]7

,

0

. Pravděpodobnost toho, že součástka zhotovená na 2. stroji bude kvalitní, je 
[image: image178.wmf]8

,

0

. Na 1. stroji byly zhotoveny 2 součástky, na 2. stroji byly zhotoveny 3 součástky. Jaká je pravděpodobnost, že všechny zhotovené součástky budou kvalitní?

Předpokládáme, že se jedná o nezávislé jevy, tedy pravděpodobnosti se násobí.
Hledaná pravděpodobnost tedy je: 
[image: image179.wmf];
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Příklad 1.x.

Hodíme 6 kostkami. Jaká je pravděpodobnost, že padne postupka, tj. v tomto případě různá čísla?
Počet všech možností je: 
[image: image180.wmf];

46656

6

)

6

(

6

6

=

=

¢

V


Počet příznivých možností: 
[image: image181.wmf];
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Pravděpodobnost: 
[image: image182.wmf];
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Příklad 1.x.

Hodíme 
[image: image183.wmf]´

n

 kostkou. Jaká je pravděpodobnost, že padnou stejné hodnoty?
Pravděpodobnost, že padnou samé určité hodnoty (
[image: image184.wmf]6

1

-

), je: 
[image: image185.wmf];
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 neboť hody pokládáme za nezávislé pokusy. Protože zde máme 6 neslučitelných jevů, všechny se stejnou pravděpodobností, máme:


[image: image186.wmf];
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Příklad 1.x.

Z balíku 32 hracích karet náhodně vybereme 3 karty. Jaká je pravděpodobnost, že mezi vybranými kartami bude (aspoň 1) eso?
Počet všech možností je: 
[image: image187.wmf]÷
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[image: image189.wmf][
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[image: image190.wmf][
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[image: image191.wmf];
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Výhodnější to bylo přes doplňkový jev.

[image: image192.wmf][
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[image: image193.wmf];
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Příklad 1.x.

Třída, kde je 32 studentů, bude rozdělena do 4 skupin po 8 studentech. Jaká je pravděpodobnost, že Venca a Bohouš budou ve stejné skupině?
Počet všech možností je: 
[image: image194.wmf];
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Počet příznivých možností, že budou v jedné konkrétní skupině: 
[image: image195.wmf];
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Jde o 4 neslučitelné jevy, hledaná pravděpodobnost je:

[image: image196.wmf];
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Pozor: Na pořadí skupin záleží, ale nezáleží na pořadí lidí uvnitř skupin.
Příklad 1.x. (zobecnění předchozího příkladu)
Celkem 
[image: image197.wmf]N

K

×

 lidí bude rozděleno na 
[image: image198.wmf]K

 skupin po 
[image: image199.wmf]N

 lidech, přičemž 
[image: image200.wmf]2

³

N

. Jaká je pravděpodobnost, že 2 konkrétní lidé budou v jedné skupině?
Počet všech možností je: 
[image: image201.wmf];
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Počet příznivých možností, že budou v jedné konkrétní skupině: 
[image: image202.wmf];
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Jde o 
[image: image203.wmf]K

 neslučitelných jevů, hledaná pravděpodobnost je:

[image: image204.wmf];
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Položíme-li: 
[image: image205.wmf]8

,
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K

, dostaneme předchozí příklad.

Příklad 1.x.
Celkem 
[image: image206.wmf]N

K

×

 lidí bude rozděleno na 
[image: image207.wmf]K

 skupin po 
[image: image208.wmf]N

 lidech, přičemž 
[image: image209.wmf]2

³

K

. Jaká je pravděpodobnost, že 2 konkrétní lidé nebudou v jedné skupině?

Jde o doplňkový jev k jevu z předchozího příkladu.

Počet příznivých možností, že budou rozděleni do dvou konkrétních skupin: 
[image: image210.wmf];
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Jde o 
[image: image211.wmf])
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 neslučitelných jevů, hledaná pravděpodobnost je:
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[image: image213.wmf];
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Poznámka: 
[image: image214.wmf]1
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Příklad 1.x.

Ve skupině jsou 4 chlapci a 3 dívky. Náhodně se seřadí do řady, jaká je pravděpodobnost, že chlapci a dívky budou stát vedle sebe (nebudou promícháni).
Ve skupině je 7 členů, počet všech možností je: 
[image: image215.wmf]5040
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Příznivých možností je: 
[image: image216.wmf];

288

24

6

2

!

4

!

3

2

=

×

×

=

×

×



[image: image217.wmf];
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Nadále tento příklad zobecníme.
Příklad 1.x.

Ve skupině je 
[image: image218.wmf]m

 chlapců a 
[image: image219.wmf]n

 dívek. Náhodně se seřadí do řady, jaká je pravděpodobnost, že chlapci a dívky budou stát vedle sebe (nebudou promícháni).

Ve skupině je 
[image: image220.wmf]n
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 členů, počet všech možností je: 
[image: image221.wmf])!
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Příznivých možností je: 
[image: image222.wmf]!
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[image: image223.wmf];
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Předpokládáme, že 
[image: image224.wmf]1

,
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.
Příklad 1.x.

Příklad můžeme ještě zobecnit. Máme 
[image: image225.wmf]N

 předmětů, 
[image: image226.wmf]K

 druhů (
[image: image227.wmf]N
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). Nechť od každého druhu je 
[image: image228.wmf]j

n

 předmětů, tj. musí platit: 
[image: image229.wmf];
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 Předměty náhodně seřadíme do řady, jaká je pravděpodobnost, že jednotlivé druhy budou vedle sebe (nebudou promíchané).
Počet všech možností je: 
[image: image230.wmf]!
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Počet příznivých možností je: 
[image: image231.wmf]Õ
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[image: image232.wmf];
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Předpokládáme, že 
[image: image233.wmf];
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Příklad 1.x.

10 lidí se náhodně seřadí do řady. Jaká je pravděpodobnost, že 3 určití lidé (A,B,C) budou stát vedle sebe?

Počet všech možností je: 
[image: image234.wmf];
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Počet příznivých možností je: 
[image: image235.wmf];
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Na trojici A,B,C se chvíli díváme jako na 1 prvek.

[image: image236.wmf];
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Nadále tento příklad zobecníme.

Příklad 1.x.


[image: image237.wmf]N

 lidí se náhodně seřadí do řady. Jaká je pravděpodobnost, že 
[image: image238.wmf]k

 určitých lidí bude stát vedle sebe? (
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Počet všech možností je: 
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Počet příznivých možností je: 
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[image: image242.wmf];
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Ještě se vrátíme k příkladu 1.x., určíme podmíněné pravděpodobnosti:

[image: image243.wmf][
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[image: image244.wmf][
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