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II. Axiomatická teorie pravděpodobnosti
Pravděpodobnost má všechny vlastnosti konečné míry (míra celého prostoru je 1) ve smyslu definice MA 14.xx. To je tzv. Kolmogorovova axiomatika.
Definice 2.1.
Buď dán prostor s mírou 
[image: image1.wmf](
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 je pravděpodobnostní míra. Dvojice 
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 se nazývá jevové pole (v teorii míry měřitelný prostor).
Definice 2.2.

Buď dán pravděpodobnostní prostor 
[image: image8.wmf](
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Zřejmě platí: 
[image: image14.wmf]);
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Definice 2.x.

Buďte 
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Jevy jsou neslučitelné, jestliže nemohou s kladnou pravděpodobností nastat současně.

Věta 2.x.

Buďte 
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. Speciálně pro neslučitelné jevy platí: 
[image: image19.wmf])

(

)

(

)

(

B

P

A

P

B

A

P

+

=

È

.

Důkaz:

zřejmé

Definice 2.x.

Buďte 
[image: image20.wmf]A
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 náhodné jevy. Pokud platí: 
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Obecněji: Buďte 
[image: image22.wmf];
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 náhodné jevy. Pokud platí: 
[image: image23.wmf];
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 jsou jevy navzájem nezávislé.

Nezávislost jevů lze volně říci takto: To, že nastane jeden jev, nijak neovlivní nastání druhého jevu.

Poznámka:

Může se stát, že jevy ve skupině jsou nezávislé po dvou, ale nejsou nezávislé navzájem.
To znamená toto: 
[image: image24.wmf];
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Věta 2.x.

Buďte 
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 nezávislé jevy. Pak jsou též nezávislé následující dvojice jevů: 
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Důkaz:
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tedy: 
[image: image33.wmf]);

(

)

(

)

(

c

c

c

c

B

P

A

P

B

A

P

×

=

Ç



[image: image34.wmf]);

(

)

(

A

B

P

B

A

P

c

-

=

Ç



[image: image35.wmf]);
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□
Věta 2.x. (Bonferroniho nerovnost)
Buď 
[image: image42.wmf](
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 pravděpodobnostní prostor, buďte 
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Důkaz:

Platí: 
[image: image45.wmf](
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Použili jsme De Morganovy vzorce.
Tedy máme: 
[image: image47.wmf](
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 což je tvrzení věty.
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Rovnost nastává tehdy, jsou-li jevy 
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Definice 2.x.

Buďte 
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Z definice též vyplývá toto: 
[image: image54.wmf])
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Věta 2.x.
Jsou-li jevy 
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□
To, že nastane jev 
[image: image59.wmf]B

, neovlivní pravděpodobnost nastání jevu 
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Věta 2.x. (o celkové pravděpodobnosti)
Buď dán pravděpodobností prostor 
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Důkaz:
Jevy 
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□
Věta 2.x. (Bayesova věta)
Za situace z předchozí věty platí:
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Důkaz:
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Nyní stačí za 
[image: image74.wmf])
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Poznamenejme, že pravděpodobnostem 
[image: image75.wmf])
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 se také říká apriorní pravděpodobnosti, pravděpodobnostem 
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Věta 2.x. (násobení pravděpodobností)
Buďte 
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Je-li 
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Důkaz:

Provede se indukcí dle 
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□
Na následujících příkladech si ukážeme použití věty o celkové pravděpodobnosti a Bayesovy věty.

Příklad 2.x.
Uvažujme 3 bedny, ve kterých jsou červené a modré kuličky:

1. bedna 
2 č. + 3 m.

2. bedna
1 č. + 4 m.

3. bedna
3 č. + 2 m.

Náhodně vybereme bednu a z ní pak náhodně vybereme kuličku. Určeme pravděpodobnost, že bude červená a pravděpodobnost, že bude modrá. Předpokládejme, že výběr všech beden je stejně pravděpodobný.
Označme 
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 Jev 
[image: image91.wmf]A

 znamená, že vybraná kulička bude červená, jev 
[image: image92.wmf]c
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 znamená, že vybraná kulička bude modrá.
Máme toto:

[image: image93.wmf];
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Nyní použijeme větu o celkové pravděpodobnosti.
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Platí: 
[image: image97.wmf];
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je červená. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?
Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image98.wmf]),
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:

[image: image99.wmf];
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je modrá. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?

Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image100.wmf]),
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Poznámka:
Kdybychom kuličky sesypali do jedné bedny, bylo by tam 6 červených kuliček a 9 modrých kuliček, celkem 15 kuliček. Pravděpodobnost vytažení červené kuličky by byla 
[image: image102.wmf]5

2
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=

, pravděpodobnost vytažení modré kuličky by byla 
[image: image103.wmf]5
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. Zde nám vyšly pravděpodobnosti stejně jako jsou celkové pravděpodobnosti. Je to tím, že ve všech bednách je stejný počet kuliček. Pokud tomu tak není, nemusí vyjít pravděpodobnosti stejně.
Příklad 2.x.

Uvažujme 3 bedny, ve kterých jsou červené a modré kuličky:

1. bedna 
3 č. + 3 m.

2. bedna
2 č. + 1 m.

3. bedna
3 č. + 2 m.

Náhodně vybereme bednu a z ní pak náhodně vybereme kuličku. Určeme pravděpodobnost, že bude červená a pravděpodobnost, že bude modrá. Předpokládejme, že výběr všech beden je stejně pravděpodobný.

Označme 
[image: image104.wmf]3
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 jevy: vybrali jsme 1., 2., 3. bednu. Platí: 
[image: image105.wmf];
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 Jev 
[image: image106.wmf]A

 znamená, že vybraná kulička bude červená, jev 
[image: image107.wmf]c

A

 znamená, že vybraná kulička bude modrá.

Máme toto:


[image: image108.wmf];
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Nyní použijeme větu o celkové pravděpodobnosti.
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Platí: 
[image: image112.wmf];
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je červená. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?

Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image113.wmf]),

/

(

),

/

(

),

/

(

3

2

1

A

B

P

A

B

P

A

B

P

 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je modrá. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?

Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image115.wmf]),
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Poznámka:

Kdybychom kuličky sesypali do jedné bedny, bylo by tam 8 červených kuliček a 6 modrých kuliček, celkem 14 kuliček. Pravděpodobnost vytažení červené kuličky by byla 
[image: image117.wmf]57
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, pravděpodobnost vytažení modré kuličky by byla 
[image: image118.wmf]43
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. Zde nám vyšly pravděpodobnosti jinak než jako jsou celkové pravděpodobnosti. Rozdíl ovšem není příliš velký.
V následujícím příkladě vynikne tzv. pravděpodobnostní paradox.
Příklad 2.x.

Uvažujme 3 disky. První je z obou stran červený, druhý je z jedné strany červený a z druhé bílý, třetí je z obou stran bílý. Náhodně po tmě vezmeme jeden disk a náhodně ho položíme na stůl. Jaká je pravděpodobnost, že bude navrchu bílý či červený?
Označme 
[image: image119.wmf]3
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 jevy: vybrali jsme 1., 2., 3. disk. Platí: 
[image: image120.wmf];
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Jev 
[image: image121.wmf]A

 znamená, že navrchu je bílá strana, jev 
[image: image122.wmf]c

A

 znamená, že navrchu je červená strana.
Máme toto:


[image: image123.wmf];
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[image: image124.wmf];
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Nyní použijeme větu o celkové pravděpodobnosti.
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[image: image126.wmf];
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Platí: 
[image: image127.wmf];
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Předpokládejme, že navrchu je bílá strana disku. Jaká je pravděpodobnost, že strana vespod je též bílá? Jaká je pravděpodobnost, že strana vespod je červená?
Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image128.wmf])
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Pokud je na vrchu bílá strana disku, pravděpodobnost, že vespod je též bílá strana, je 
[image: image130.wmf]3

2

, pravděpodobnost, že vespod je červená strana, je 
[image: image131.wmf]3

1

. Přitom by se zdálo, že obě pravděpodobnosti jsou 
[image: image132.wmf]2

1

.
Nyní předpokládejme, že navrchu je červená strana disku, vyřešme podobnou úlohu.
Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image133.wmf])
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Pokud je na vrchu červená strana disku, je pravděpodobnost, že vespod je též červená strana, je 
[image: image135.wmf]3

2

, pravděpodobnost, že vespod je bílá strana, je 
[image: image136.wmf]3

1

. Přitom by se zdálo, že obě pravděpodobnosti jsou 
[image: image137.wmf]2

1

.

Nyní ukážeme, že konvexní lineární kombinace pravděpodobnostních měr je opět pravděpodobnostní míra.
Věta 2.x.

Buď dán pravděpodobnostní prostor 
[image: image138.wmf](
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 je opět pravděpodobnostní míra na 
[image: image142.wmf](
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Důkaz:
Platí: 
[image: image143.wmf];
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Ostatní je zřejmé.
□
Poznámka:
Pravděpodobnostní míra 
[image: image149.wmf]Q
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 se také nazývá kontaminace rozdělení pravděpodobnosti 
[image: image151.wmf]P

 rozdělením 
[image: image152.wmf]Q

 v poměru 
[image: image153.wmf]a

.

Speciálně 
[image: image154.wmf])
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 znamená žádnou kontaminaci.

Speciálně 
[image: image155.wmf])
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 znamená úplnou kontaminaci.

Předchozí věta lze zobecnit na libovolný konečný počet pravděpodobnostních měr.
Věta 2.x.

Buď dán pravděpodobnostní prostor 
[image: image156.wmf](
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Důkaz:

Platí: 
[image: image162.wmf];
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tj. 
[image: image165.wmf];
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Ostatní je zřejmé.
□

Definice 2.x.

Buď 
[image: image166.wmf](
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 reálná funkce na pravděpodobnostním prostoru. Je-li funkce 
[image: image167.wmf]X

 měřitelná (
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), nazývá se náhodná veličina (viz def. 14.3. MA). Podmínka měřitelnosti lze též vyjádřit takto: 
[image: image169.wmf]A
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Náhodná veličina přiřadí výsledku pokusu reálné číslo.
Poznámka:

Náhodná veličina indukuje na reálné ose pravděpodobnostní míru, 
[image: image170.wmf]))
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Definice 2.x.
Buď 
[image: image171.wmf](
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 náhodná veličina. Pak definujeme její střední hodnotu (značíme 
[image: image172.wmf]EX

) takto:
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kde jde o Lebesgueův integrál dle pravděpodobnostní míry.
Poznámka:

Střední hodnota se také značí: 
[image: image174.wmf]X
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. Zřejmě platí: 
[image: image175.wmf];
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Střední hodnota náhodné veličiny je integrál podle pravděpodobnostní míry. Pokud je střední hodnota konečná, platí:

[image: image176.wmf];
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Definice 2.x.

Buď 
[image: image177.wmf](
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 náhodná veličina. Pak rozptyl náhodné veličiny (značíme 
[image: image178.wmf]X
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) definujeme takto:
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Poznámka:

Výraz pro rozptyl můžeme upravit takto:


[image: image180.wmf];

)

(

)

(

)

(

2

)

(

2

)

)

(

2

(

)

(

var

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

EX

X

E

EX

EX

X

E

EX

EX

EX

X

E

EX

EX

X

X

E

EX

X

E

X

-

=

+

-

=

=

+

×

-

=

+

×

-

=

-

=


Dostali jsme výpočtově jednodušší vzorec pro rozptyl náhodné veličiny.

[image: image181.wmf];

)

(

var

2

2

X

E

X

E

X

-

=


Poznamenejme ještě, že rozptyl je vždy nezáporný, tj. 
[image: image182.wmf]0

var

³

X

. Rozptyl se také značí: 
[image: image183.wmf]X

X
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, neboť odmocnina z rozptylu je směrodatná odchylka, která se značí: 
[image: image184.wmf]X

X
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.

Nadále zavedeme obecné a centrální momenty náhodné veličiny.
Definice 2.x.

Buď 
[image: image185.wmf]X

 náhodná veličina, pak obecný moment 
[image: image186.wmf]-

k

tého řádu definujeme takto:
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a centrální moment 
[image: image188.wmf]-
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tého řádu definujeme takto:

[image: image189.wmf];

)

(

k

k

EX

X

E

-

=

m


kde 
[image: image190.wmf]N
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k

.
Poznámka:
Pro momenty náhodné veličiny platí: 
[image: image191.wmf];
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[image: image192.wmf];
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Centrální moment 1. řádu je roven nule (také součet odchylek od průměru je roven nule). Centrální moment 2. řádu je rozptyl. Obecný moment 2. řádu lze též vyjádřit takto: 
[image: image193.wmf];
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Momenty náhodné veličiny nemusí být konečné, nebo nemusí ani existovat.

Věta 2.x.

Buď 
[image: image194.wmf]X

 náhodná veličina. Je-li 
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, je také 
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Položme 
[image: image197.wmf];
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 pak platí: 
[image: image198.wmf]X
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Důkaz:
Použijeme Schwarzovu nerovnost.
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tedy: 
[image: image200.wmf];
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[image: image201.wmf];
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□
Náhodné veličiny dělíme na diskrétní a spojité. Diskrétní náhodná veličina nabývá jen konečně (nebo spočetně) mnoha hodnot, spojitá náhodná veličina nabývá nespočetně mnoha hodnot.
Střední hodnota diskrétní náhodné veličiny:


[image: image202.wmf];
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obecněji:
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Střední hodnota spojité náhodné veličiny:
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obecněji:
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kde 
[image: image206.wmf])
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 je reálná měřitelná funkce.
Definice 2.x.

Buď 
[image: image207.wmf]X

 náhodná veličina, pak její distribuční funkci definujeme takto:
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Poznámka:

Distribuční funkce náhodné veličiny 
[image: image209.wmf]X

 je distribuční funkce míry 
[image: image210.wmf]))
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 na reálné ose, která je indukovaná náhodnou veličinou (viz MA def. 14.x.). Proto má také všechny vlastnosti uvedené ve V 14.x.
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Věta 2.x.
Distribuční funkce náhodné veličiny 
[image: image212.wmf]X

 má následující vlastnosti:
1) Funkce 
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3) Funkce 
[image: image216.wmf])
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 je v každém bodě zprava spojitá.

Důkaz:

Analogicky jako MA V 14.x.
□

Poznámka:

Někteří autoři definují distribuční funkci takto: 
[image: image217.wmf][
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 v tomto případě je v každém bodě zleva spojitá, ostatní vlastnosti jsou stejné.
Poznámka:

Protože distribuční funkce je neklesající (tedy monotónní), jedinými možnými body nespojitosti jsou skoky. Skoků může být ovšem nejvýše spočetně mnoho. Distribuční funkce má tedy nejvýše spočetně mnoho bodů nespojitosti.
Definice 2.x.
Buďte 
[image: image218.wmf]Y

X
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 náhodné veličiny na témže pravděpodobnostním prostoru. Náhodné veličiny jsou nezávislé, jestliže pro každé Borelovské množiny 
[image: image219.wmf];
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Podobným způsobem definujeme nezávislost více náhodných veličin.
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Příklad 2.x:

Nechť je dána diskrétní náhodná veličina s následujícím rozdělením pravděpodobnosti.
	
[image: image223.wmf]j

x


	
[image: image224.wmf]0


	
[image: image225.wmf]1


	
[image: image226.wmf]2


	
[image: image227.wmf]3


	
[image: image228.wmf]4



	
[image: image229.wmf]j

p


	
[image: image230.wmf]18

1


	
[image: image231.wmf]18

3


	
[image: image232.wmf]18

10


	
[image: image233.wmf]18

3


	
[image: image234.wmf]18

1




Určíme střední hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku, modus, medián.
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[image: image238.wmf];
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[image: image239.wmf];
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[image: image241.wmf];
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V obou případech vyšel stejný výsledek.
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[image: image243.wmf];
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 (To je náhoda, že to vyšlo stejně)
Rozdělení je symetrické kolem hodnoty 2.
Příklad 2.x:

Nechť je dána diskrétní náhodná veličina s následujícím rozdělením pravděpodobnosti.
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Určíme střední hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku, modus, medián.
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[image: image258.wmf];
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V obou případech vyšel stejný výsledek.
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[image: image263.wmf];
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 (To je náhoda, že to vyšlo stejně)

Zde nám vyšla střední hodnota malinko odlišná od mediánu.
Příklad 2.x:
Hrajeme hru hod mincí. Hází se do padnutí líce, nejvýše však 3(. Pokud padne líc v 1. hodu, vyhráváme 1 Kč. Pokud padne v 1. hodu rub, ve 2. hodu líc, vyhráváme 2 Kč. Pokud padne v 1. i ve 2. hodu rub, ve 3. hodu líc, vyhráváme 4 Kč. Pokud padne ve všech 3 hodech rub, prohráváme 8 Kč. Máme se rozhodnout, zda je lepší hrát či nehrát.

Spočteme střední hodnotu náhodné veličiny 
[image: image264.wmf]X

, která představuje zisk z jedné hry. Platí tedy toto: 
[image: image265.wmf][
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 dále platí toto:
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Protože střední hodnota vyšla kladná, je lepší hrát. Střední zisk z jedné hry činí 0,50 Kč.
Tento příklad můžeme zobecnit.
Příklad 2.x:

Hrajeme hru hod mincí. Hází se do padnutí líce, nejvýše však 
[image: image268.wmf]´

N

. Pokud padne líc v 1. hodu, vyhráváme 1 Kč. Pokud padne v 1. hodu rub, ve 2. hodu líc, vyhráváme 2 Kč. Pokud padne líc poprvé v 
[image: image269.wmf]-
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tém hodu, vyhráváme 
[image: image270.wmf]1
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 Kč, kde 
[image: image271.wmf];
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. Pokud padne ve všech 
[image: image272.wmf]N

 hodech rub, prohráváme 
[image: image273.wmf]N

2

 Kč. Máme se rozhodnout, zda je lepší hrát či nehrát.

Spočteme střední hodnotu náhodné veličiny 
[image: image274.wmf]X

, která představuje zisk z jedné hry. Platí tedy toto: 
[image: image275.wmf][
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Pokud platí 
[image: image277.wmf]0
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, vyplatí se hrát (tj. 
[image: image278.wmf]3

³

N

).
Příklad 2.x:

Uvažujme diskrétní náhodnou veličinu, která nabývá spočetně mnoha hodnot.
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 (jde o rozdělení pravděpodobnosti, součet geometrické řady 
[image: image281.wmf]2
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 (viz též MA, kap. IX)
Náhodná veličina nabývá všech přirozených hodnot s kladnou pravděpodobností, střední hodnota je konečná. Určíme ještě rozptyl.
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Příklad 2.x:

Uvažujme diskrétní náhodnou veličinu, která nabývá spočetně mnoha hodnot.
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Náhodná veličina nabývá jen těch přirozených hodnot, které jsou mocninou čísla 2.
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Střední hodnota náhodné veličiny je nekonečná.

Věta 2.x. (Čebyševova nerovnost)
Buď 
[image: image286.wmf]X
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□
Poznámka:

Předchozí věta by se dala zobecnit takto: 
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Poznámka:

Položme v předchozí větě: 
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Definice 2.x.

Buď 
[image: image299.wmf]X

 náhodná veličina, pak její charakteristickou funkci definujeme takto:
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Poznámka:
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Poslední rovnost platí v případě, že distribuční funkce je absolutně spojitá s hustotou 
[image: image302.wmf])

(

x

f

.


[image: image303.wmf];

sin

cos

)

(

tX

E

i

tX

E

e

E

t

itX

X

+

=

=

y


V následující větě uvedeme některé vlastnosti charakteristické funkce.
Věta 2.x.
Buď 
[image: image304.wmf]X

 náhodná veličina. Pro charakteristickou funkci platí:
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Důkaz:
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□
Položíme-li v bodě 2) speciálně 
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položíme-li speciálně 
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položíme-li speciálně 
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Tvrzení b bodě 4) lze ještě zobecnit: Buďte 
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Buď 
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 náhodná veličina, nechť: 
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Poznámka:
Charakteristickou funkci náhodné veličiny můžeme rozvinout v Taylorovu řadu (viz MA).
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Speciálně pro normovanou náhodnou veličinu máme:
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Poznámka:

Pro diskrétní náhodnou veličinu platí: 
[image: image336.wmf];
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Nabývá-li náhodná veličina jedné hodnoty s pravděpodobností 1 (
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Příklad 2.x.
Buď 
[image: image339.wmf]X

 náhodná veličina, jejíž distribuční funkce je definovaná takto:
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kde 
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Distribuční funkce není ani diskrétní ani absolutně spojitá. Má 2 skoky, v bodě 
[image: image342.wmf]a

 má skok o velikosti 
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Platí: 
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Buď 
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Je-li speciálně 
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 není skok), máme:
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Je-li speciálně 
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Je-li speciálně 
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Je-li speciálně 
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Je-li speciálně 
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 (distribuční funkce má skok o velikosti 1, je to distribuční funkce konstantní náhodné veličiny, tj. 
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Je-li speciálně 
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 (distribuční funkce má skok o velikosti 1, je to distribuční funkce konstantní náhodné veličiny, tj. 
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Příklad 2.x.

Buď 
[image: image380.wmf]X

 náhodná veličina, jejíž distribuční funkce je definovaná takto:
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 (náčrtek)
Distribuční funkce není ani diskrétní ani absolutně spojitá. Má 1 skok v bodě 0 o velikosti 
[image: image382.wmf]4
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Platí: 
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Buď 
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 absolutně spojitá část, 
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 diskrétní část distribuční funkce. Pak je:
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Také pojednáme o konvergenci náhodných veličin. Je několik druhů konvergence.
Definice 2.x.

Buď 
[image: image395.wmf]{
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 posloupnost náhodných veličin definovaných na témže pravděpodobnostním prostoru 
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, nechť je tam též definovaná náhodná veličina 
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 konvergují k náhodné veličině 
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· skoro jistě, jestliže: 
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· podle (kvadratického) středu, jestliže: 
[image: image401.wmf];

0

)

(

lim

lim

2

2

=

-

=

-

¥

®

W

¥

®

ò

X

X

E

dP

X

X

n

n

n

n


· podle pravděpodobnosti, jestliže: 
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· v distribuci (v podstatě), jestliže 
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 jsou distribuční funkce veličin 
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Věta 2.x.
Za dané situace platí toto:

a) Z konvergence skoro jistě plyne konvergence v pravděpodobnosti.

b) Z konvergence podle středu plyne konvergence v pravděpodobnosti.

c) Z konvergence v pravděpodobnosti plyne konvergence v distribuci.

Důkaz:
ad a) Nechť 
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tj. 
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Protože 
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ad b) Zvolme 
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Dále platí: 
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Jestliže 
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ad c) Nechť 
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(některé kroky jsme přeskočili)

Odtud dostáváme: 
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 (distribuční funkce je neklesající). Je-li distribuční funkce 
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Poznámka:
V obecném případě se ani jedna implikace v předchozí větě nedá obrátit.

Věta 2.x. (Sverdrupova)
Nechť 
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 spojitá funkce, pak platí: 
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 spojitá funkce, pak platí: 
[image: image441.wmf])

(

)

(

X

g

X

g

P

n

®

.

Důkaz:
Viz Anděl J., Matematická statistika
Věta 2.x. (Cramér – Sluckého)
Buďte 
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Důkaz:
Buď 
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Odtud dostáváme: 
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 (distribuční funkce je neklesající). Je-li distribuční funkce 
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Dodatek I

V následujících příkladech si ukážeme, proč prosperují herny a hazardní hry.
Příklad:
Uvažujme ruletu, kde je 36 očíslovaných políček. Zatím neuvažujeme políčko s nulou. Nechť hráč vsadí:

a) Na 1 číslo.
V případě výhry dostane 36 násobek vsazené částky, jinak sázku prohrává.

b) Na 2 čísla.
V případě výhry dostane 18 násobek vsazené částky, jinak sázku prohrává.

c) Na 3 čísla.
V případě výhry dostane 12 násobek vsazené částky, jinak sázku prohrává.

d) Na 4 čísla.
V případě výhry dostane 9 násobek vsazené částky, jinak sázku prohrává.

e) Na 6 čísel.
V případě výhry dostane 6 násobek vsazené částky, jinak sázku prohrává.

f) Na 1. či na 2. či na 3. tucet.
V případě výhry dostane 3 násobek vsazené částky, jinak sázku prohrává.

g) Na sudé či liché.
V případě výhry dostane 2 násobek vsazené částky, jinak sázku prohrává.

Nechť hráč vsadil částku 
[image: image464.wmf]a

. Spočítáme střední hodnotu výhry hráče.
ad a) V případě výhry je čistý zisk 
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ad b) V případě výhry je čistý zisk 
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ad c) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image469.wmf]a
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ad d) V případě výhry je čistý zisk 
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ad e) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image473.wmf]a
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ad f) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image475.wmf]a
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ad g) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image477.wmf]a
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Ve všech případech je střední hodnota výhry hráče nulová. V ruletě je ale ještě políčko s nulou. Pokud padne 0 (kulička se tam zastaví), všechny sázky získává herna. Určeme, jak se změní situace.
ad a) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image479.wmf]a
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ad b) V případě výhry je čistý zisk 
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ad c) V případě výhry je čistý zisk 
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ad d) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image485.wmf]a
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ad e) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image487.wmf]a
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ad f) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image489.wmf]a
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ad g) V případě výhry je čistý zisk 
[image: image491.wmf]a
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Ve všech případech je nyní střední hodnota výhry hráče záporná. Na každých vsazených 100 Kč získá herna v průměru 2,70 Kč. Proto herny prosperují.
Příklad:

Obdobou rulety je kolotoč s koníky. Na kolotoči je 10 koníků, z toho 3 modří, 3 červení, 3 černí a 1 bílý. Vedle je sázecí deska, kde se sází na barvu koníka a pak se kolotoč roztočí. Na kolotoči je vyznačeno jedno políčko „Meta“. Podle toho, který koník se zastaví na políčku „Meta“, se vyplácí výhra.
Pokud na políčku „Meta“ zastaví bílý koník, pak hráč, který na něj vsadil, dostane 5 násobek vsazené částky.
Pokud na políčku „Meta“ zastaví koník jiné barvy (modrý, červený, černý), pak hráč, který na tu barvu vsadil, dostane 2 násobek vsazené částky.

V ostatních případech hráč sázku prohraje.
Nechť hráč vsadil na jistou barvu částku 
[image: image493.wmf]a

.
· Hráč vsadil na bílého koníka.
V případě výhry je čistý zisk 
[image: image494.wmf]a
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· Hráč vsadil na koníka jiné barvy (modrý, červený, černý).
V případě výhry je čistý zisk 
[image: image496.wmf]a
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Střední hodnota výhry ukazuje, že hraní je pro hráče v průměru nevýhodné.
Určíme, jak se změní situace, bude-li na kolotoči 13 koníků, z toho 4 modří, 4 červení, 4 černí a 1 bílý. Pravidla výhry jsou stejná jako dříve.
Nechť hráč vsadil na jistou barvu částku 
[image: image498.wmf]a

.

· Hráč vsadil na bílého koníka.
V případě výhry je čistý zisk 
[image: image499.wmf]a
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[image: image501.wmf];
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· Hráč vsadil na koníka jiné barvy (modrý, červený, černý).
V případě výhry je čistý zisk 
[image: image502.wmf]a

.
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[image: image504.wmf];
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Střední hodnota výhry ukazuje, že hraní je pro hráče v průměru nevýhodné.

Použité zdroje:

1) Anděl J.: Matematická statistika
2) Hebák P., Kahounová J.: Počet pravděpodobnosti v příkladech

3) Linka A., Picek J., Volf P.: Úvod do teorie pravděpodobnosti

4) Marek L.: Pravděpodobnost

5) Plocki A., Tlustý P.: Pravděpodobnost a statistika pro …
_1558294084.unknown

_1568981383.unknown

_1756995748.unknown

_1784835055.unknown

_1789461016.unknown

_1789461584.unknown

_1789466417.unknown

_1789466536.unknown

_1789466557.unknown

_1789467473.unknown

_1789467569.unknown

_1789467581.unknown

_1789467101.unknown

_1789466427.unknown

_1789461986.unknown

_1789464944.unknown

_1789462075.unknown

_1789461828.unknown

_1789461886.unknown

_1789461679.unknown

_1789461292.unknown

_1789461565.unknown

_1789461246.unknown

_1789461278.unknown

_1789461245.unknown

_1789459775.unknown

_1789460548.unknown

_1789460559.unknown

_1789461006.unknown

_1789460491.unknown

_1789455580.unknown

_1789459531.unknown

_1789459570.unknown

_1789459335.unknown

_1789459149.unknown

_1784835193.unknown

_1784835468.unknown

_1784835160.unknown

_1756995963.unknown

_1756996070.unknown

_1756996104.unknown

_1756996251.unknown

_1784835031.unknown

_1756996249.unknown

_1756996250.unknown

_1756996138.unknown

_1756996090.unknown

_1756996046.unknown

_1756996060.unknown

_1756995985.unknown

_1756995901.unknown

_1756995939.unknown

_1756995951.unknown

_1756995922.unknown

_1756995857.unknown

_1756995883.unknown

_1756995771.unknown

_1756994966.unknown

_1756995448.unknown

_1756995550.unknown

_1756995707.unknown

_1756995728.unknown

_1756995620.unknown

_1756995490.unknown

_1756995535.unknown

_1756995460.unknown

_1756995114.unknown

_1756995250.unknown

_1756995384.unknown

_1756995132.unknown

_1756995249.unknown

_1756995051.unknown

_1756995088.unknown

_1756995019.unknown

_1568988989.unknown

_1569269321.unknown

_1756994825.unknown

_1756994866.unknown

_1756994927.unknown

_1756994856.unknown

_1569350984.unknown

_1602444608.unknown

_1602445946.unknown

_1756994730.unknown

_1756994746.unknown

_1602446301.unknown

_1602446475.unknown

_1602446249.unknown

_1602445353.unknown

_1602445612.unknown

_1602445945.unknown

_1602444766.unknown

_1602444404.unknown

_1602444462.unknown

_1602444200.unknown

_1569350773.unknown

_1569350929.unknown

_1569350983.unknown

_1569350928.unknown

_1569270207.unknown

_1569350548.unknown

_1569269468.unknown

_1569267093.unknown

_1569267873.unknown

_1569268756.unknown

_1569268930.unknown

_1569269075.unknown

_1569268757.unknown

_1569268022.unknown

_1569268058.unknown

_1569267882.unknown

_1569267277.unknown

_1569267674.unknown

_1569267139.unknown

_1568992260.unknown

_1568992866.unknown

_1569266858.unknown

_1569266903.unknown

_1568993247.unknown

_1568992780.unknown

_1568989800.unknown

_1568992116.unknown

_1568989164.unknown

_1568989606.unknown

_1568985497.unknown

_1568988641.unknown

_1568988706.unknown

_1568988755.unknown

_1568988669.unknown

_1568988682.unknown

_1568988437.unknown

_1568988612.unknown

_1568988138.unknown

_1568984767.unknown

_1568985169.unknown

_1568985258.unknown

_1568984868.unknown

_1568985035.unknown

_1568984572.unknown

_1568984766.unknown

_1568984531.unknown

_1558384090.unknown

_1566072709.unknown

_1566937943.unknown

_1568921251.unknown

_1568980766.unknown

_1568981305.unknown

_1568981355.unknown

_1568981285.unknown

_1568981012.unknown

_1568978603.unknown

_1568980703.unknown

_1568921319.unknown

_1568921472.unknown

_1566973640.unknown

_1566973700.unknown

_1566974205.unknown

_1568920811.unknown

_1568920842.unknown

_1566974548.unknown

_1566974716.unknown

_1566974785.unknown

_1566974297.unknown

_1566974076.unknown

_1566974122.unknown

_1566973870.unknown

_1566973642.unknown

_1566973643.unknown

_1566973641.unknown

_1566938616.unknown

_1566938923.unknown

_1566939150.unknown

_1566939266.unknown

_1566938825.unknown

_1566938237.unknown

_1566938254.unknown

_1566937962.unknown

_1566937847.unknown

_1566937903.unknown

_1566937936.unknown

_1566937882.unknown

_1566846258.unknown

_1566937750.unknown

_1566937779.unknown

_1566937818.unknown

_1566937835.unknown

_1566937801.unknown

_1566937719.unknown

_1566937734.unknown

_1566846566.unknown

_1566847318.unknown

_1566846700.unknown

_1566846459.unknown

_1566160215.unknown

_1566845996.unknown

_1566846157.unknown

_1566160216.unknown

_1566072899.unknown

_1566073470.unknown

_1566160094.unknown

_1566073469.unknown

_1566072784.unknown

_1558553183.unknown

_1565857751.unknown

_1565858114.unknown

_1566072619.unknown

_1566072665.unknown

_1566072588.unknown

_1565858086.unknown

_1565858087.unknown

_1565857842.unknown

_1565857248.unknown

_1565857560.unknown

_1565857689.unknown

_1565857346.unknown

_1558554659.unknown

_1558555381.unknown

_1558556177.unknown

_1560449152.unknown

_1565857218.unknown

_1558556383.unknown

_1558556382.unknown

_1558555552.unknown

_1558556123.unknown

_1558555550.unknown

_1558555551.unknown

_1558555549.unknown

_1558555085.unknown

_1558555306.unknown

_1558554722.unknown

_1558553696.unknown

_1558553868.unknown

_1558554548.unknown

_1558553867.unknown

_1558553320.unknown

_1558553452.unknown

_1558553647.unknown

_1558553305.unknown

_1558471166.unknown

_1558552517.unknown

_1558552354.unknown

_1558552421.unknown

_1558552458.unknown

_1558552387.unknown

_1558471539.unknown

_1558471494.unknown

_1558451006.unknown

_1558465889.unknown

_1558468041.unknown

_1558468979.unknown

_1558467202.unknown

_1558467555.unknown

_1558465911.unknown

_1558451144.unknown

_1558465495.unknown

_1558451050.unknown

_1558451122.unknown

_1558450326.unknown

_1558450794.unknown

_1558450830.unknown

_1558450503.unknown

_1558384442.unknown

_1558450093.unknown

_1558384408.unknown

_1558296527.unknown

_1558380654.unknown

_1558381794.unknown

_1558382359.unknown

_1558383285.unknown

_1558384028.unknown

_1558382588.unknown

_1558382315.unknown

_1558381019.unknown

_1558381060.unknown

_1558380688.unknown

_1558296900.unknown

_1558297278.unknown

_1558298272.unknown

_1558298406.unknown

_1558298544.unknown

_1558298340.unknown

_1558298198.unknown

_1558297347.unknown

_1558297199.unknown

_1558297239.unknown

_1558297130.unknown

_1558296720.unknown

_1558296798.unknown

_1558296571.unknown

_1558295385.unknown

_1558295884.unknown

_1558296070.unknown

_1558296311.unknown

_1558295953.unknown

_1558295551.unknown

_1558295587.unknown

_1558295415.unknown

_1558295484.unknown

_1558294858.unknown

_1558295290.unknown

_1558295309.unknown

_1558295056.unknown

_1558294759.unknown

_1558294852.unknown

_1558294116.unknown

_1522422476.unknown

_1557690173.unknown

_1558120171.unknown

_1558210875.unknown

_1558293501.unknown

_1558293811.unknown

_1558293972.unknown

_1558293733.unknown

_1558293295.unknown

_1558293426.unknown

_1558211094.unknown

_1558211754.unknown

_1558293195.unknown

_1558211504.unknown

_1558211057.unknown

_1558209984.unknown

_1558210272.unknown

_1558210476.unknown

_1558210578.unknown

_1558210833.unknown

_1558210475.unknown

_1558210120.unknown

_1558210143.unknown

_1558210000.unknown

_1558120646.unknown

_1558120752.unknown

_1558120452.unknown

_1558119414.unknown

_1558119505.unknown

_1558119629.unknown

_1558119456.unknown

_1558119210.unknown

_1558119373.unknown

_1557908855.unknown

_1557910114.unknown

_1558118649.unknown

_1557910222.unknown

_1557910127.unknown

_1557909252.unknown

_1557909310.unknown

_1557908900.unknown

_1557908787.unknown

_1557690306.unknown

_1557908743.unknown

_1557671504.unknown

_1557673102.unknown

_1557673754.unknown

_1557673755.unknown

_1557673753.unknown

_1557671550.unknown

_1557672266.unknown

_1557672860.unknown

_1557672339.unknown

_1557671746.unknown

_1557672261.unknown

_1557671531.unknown

_1522423733.unknown

_1557671400.unknown

_1557671443.unknown

_1557671348.unknown

_1522423570.unknown

_1522423618.unknown

_1522423140.unknown

_1411150010.unknown

_1411218349.unknown

_1411220134.unknown

_1411222889.unknown

_1415737963.unknown

_1415738197.unknown

_1490635289.unknown

_1415738255.unknown

_1411590062.unknown

_1411590169.unknown

_1415737917.unknown

_1411222977.unknown

_1411221755.unknown

_1411222510.unknown

_1411222643.unknown

_1411221790.unknown

_1411221454.unknown

_1411221457.unknown

_1411220204.unknown

_1411221453.unknown

_1411218616.unknown

_1411219295.unknown

_1411219597.unknown

_1411219632.unknown

_1411219353.unknown

_1411219393.unknown

_1411219200.unknown

_1411219199.unknown

_1411218471.unknown

_1411218615.unknown

_1411218350.unknown

_1411151706.unknown

_1411152419.unknown

_1411153099.unknown

_1411152825.unknown

_1411152944.unknown

_1411151816.unknown

_1411152129.unknown

_1411152336.unknown

_1411151885.unknown

_1411151552.unknown

_1411151553.unknown

_1411151674.unknown

_1411150570.unknown

_1411151076.unknown

_1411151228.unknown

_1411151321.unknown

_1411150594.unknown

_1411150404.unknown

_1370109552.unknown

_1411069635.unknown

_1411070357.unknown

_1411071044.unknown

_1411071060.unknown

_1411070153.unknown

_1411069451.unknown

_1411069486.unknown

_1370109576.unknown

_1411069301.unknown

_1411069406.unknown

_1370109676.unknown

_1370108887.unknown

_1370109165.unknown

_1370109303.unknown

_1370109388.unknown

_1370109089.unknown

_1370108733.unknown

