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IV. Náhodné veličiny a vektory
Uspořádaný náhodný výběr

Nechť máme náhodný výběr 
[image: image1.wmf]n
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. V některých případech napřed uspořádáme (seřadíme) pozorování podle velikosti, pak máme tzv. uspořádaný náhodný výběr, značíme:
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Zde máme pozorování uspořádána vzestupně. Ačkoli jsou veličiny 
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Veličinám 
[image: image7.wmf])

(

j

X

 se také říká pořádkové statistiky. Někdy se značí 
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Zřejmě platí: 
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Výběrový medián určíme takto: 
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Nechť 
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kvantil určíme takto:
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Medián je 50% kvantil (
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Nechť 
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 je distribuční funkce náhodné veličiny 
[image: image18.wmf];

j

X

 pro distribuční funkci platí: 
[image: image19.wmf][

]

1

)

(

0

,

)

(

£

£

£

=

x

F

x

X

P

x

F

.

Položme:
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Výraz: 
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 pozorování je menších nebo rovno číslu 
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Počet pozorování, která jsou menší nebo rovna číslu 
[image: image25.wmf]x

, má Binomické rozdělení 
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Zřejmě platí: 
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Dále platí:
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Také platí: 
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Je-li 
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Poznámka:

Při uspořádaném náhodném výběru o rozsahu 
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 se vyplatí formálně položit: 
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Tvrzení:

Buď 
[image: image39.wmf])
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Důkaz:

Hodnota distribuční funkce 
[image: image46.wmf])
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Pravděpodobnosti 
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klademe-li formálně: 
[image: image51.wmf];

;

)

:

1

(

)

1

(

)

:

0

(

)

0

(

+¥

=

=

-¥

=

=

+

+

n

n

n

n

X

X

X

X



[image: image52.wmf][

]

[

]

[

]

);

(

)

(

)

(

)

1

(

)

(

)

(

)

(

;

x

G

x

X

P

X

x

X

X

P

x

P

r

r

n

r

j

j

j

r

n

r

j

n

j

n

j

=

£

=

<

£

£

=

å

å

=

+

=

-


Nechť je 
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Často nás zajímá rozdělení největší a nejmenší veličiny ve výběru.
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Poznámka:

Formálně klademe 
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Nadále budeme předpokládat, že náhodný výběr pochází ze spojitého rozdělení s hustotou 
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Tvrzení: (pomocné)
Nechť 
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Důkaz:
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Poznámka:

Speciálně platí: 
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neboť platí: 
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Tvrzení: (pomocné)
Nechť 
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Důkaz:

Tvrzení dokážeme indukcí dle 
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Tvrzení tedy platí pro každé 
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Poznámka:

Při součtu se všechny členy kromě jednoho v prvním sčítanci a jednoho v posledním sčítanci zruší. To ostatně vyplývá z důkazu pomocného tvrzení.

Tvrzení: (pomocné)
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Důkaz:

Použijeme předchozí tvrzení. Položme 
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Důkaz:

Zřejmě platí: 
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Poznámka:

Hustotu pořádkové statistiky 
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Nyní ověříme, že funkce 
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(substituce: 
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Funkce 
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Uvedeme si vzorec pro hustotu největší a nejmenší veličiny ve výběru.
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Uvedeme si hustoty některých pořádkových veličin (statistik).
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Poznámka:

Distribuční funkci 
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Platí: 
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Průměr středních hodnot pořádkových statistik je roven teoretické střední hodnotě.

Střední hodnotu pořádkové statistiky můžeme vyjádřit také takto:
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(substituce: 
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Poznámka:

Výraz 
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 představuje kvantilovou funkci. Není-li distribuční funkce ryze rostoucí, není kvantilová funkce určena jednoznačně. Proto předchozí vyjádření není úplně korektní, ale používané. Někdy se také používá následující označení.
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Příklad:

Uvažujme náhodný výběr 
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 (viz dříve) Je to hustota pravděpodobnosti.
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Speciálně máme: 
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Určíme také střední hodnotu rozpětí 
[image: image140.wmf];

)

1

(

)

(

X

X

R

n

-

=



[image: image141.wmf]);

(

1

1

)

(

1

1

)

(

1

1

a

b

n

n

a

b

n

a

a

b

n

b

R

E

-

+

-

=

-

+

-

-

-

+

-

=


Platí: 
[image: image142.wmf];

)!

(

)!

1

(

!

)

1

(

)

(

)

1

(

)

1

;

(

1

r

n

r

n

r

n

r

n

r

n

r

-

-

=

+

-

G

G

+

G

=

+

-

B


Hustotu 
[image: image143.wmf])

(

x

g

r

 můžeme vyjádřit také takto:

[image: image144.wmf];

;

)

(

)

(

)

(

)

1

;

(

1

)

(

1

b

x

a

a

b

x

b

a

x

r

n

r

x

g

n

r

n

r

r

£

£

-

-

-

×

+

-

B

=

-

-


To znamená, že 
[image: image145.wmf]-

r

tá pořádková statistika (veličina 
[image: image146.wmf])

:

(

n

r

X

) má Beta rozdělení,
tj. 
[image: image147.wmf])

;

,

1

,

(

~

)

:

(

ñ

á

+

-

B

b

a

r

n

r

X

n

r


Speciálně: 
[image: image148.wmf])

;

,

1

,

(

~

),

;

,

,

1

(

~

)

:

(

)

:

1

(

ñ

á

B

ñ

á

B

b

a

n

X

b

a

n

X

n

n

n

.

Pro kvantilovou funkci Rovnoměrného rozdělení platí:


[image: image149.wmf];

)

1

(

;

)

0

(

;

1

;

0

);

(

)

(

1

1

1

b

F

a

F

z

a

b

z

a

z

F

=

=

ñ

á

Î

-

+

=

-

-

-



[image: image150.wmf](

)

;

)

1

(

)

(

)!

1

(

)!

(

!

)

(

1

0

1

)

(

ò

ò

-

-

-

-

+

-

-

=

=

dz

z

z

a

b

z

a

r

r

n

n

dx

x

g

x

X

E

r

n

r

b

a

r

r

 (viz dříve)

Také potřebujeme znát sdružené rozdělení uspořádaných veličin (statistik). Předpokládejme, že 
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Tvrzení:

Pro sdruženou distribuční funkci náhodných veličin 
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Důkaz:
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Nechť je nyní 
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Poznámka:

Za dané situace platí toto: 
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Sdruženou distribuční funkci náhodných veličin 
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Tvrzení: (pomocné)
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Důkaz:
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Tvrzení tedy platí pro každé 
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Poznámka:

Při součtu se všechny členy kromě dvou v prvním sčítanci a dvou v posledním sčítanci zruší. To ostatně vyplývá z důkazu pomocného tvrzení.
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Důkaz:

Použijeme předchozí tvrzení. Položme 
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Důkaz:

Napřed použijeme předchozí pomocné tvrzení.
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Tvrzení tedy platí pro každé 
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Tvrzení: (pomocné)
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Důkaz:

Použijeme předchozí tvrzení. Položme 
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Důkaz:

Pro sdruženou distribuční funkci platí: 
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Použijeme předchozí pomocná tvrzení.
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Poznámka:

Sdruženou hustotu pořádkových statistik 
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Budeme-li sdruženou hustotu 
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Nejčastěji nás zajímá sdružené rozdělení nejmenší a největší veličiny ve výběru, tj. veličin 
[image: image312.wmf])
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Podobným způsobem můžeme odvodit sdružené rozdělení 3 uspořádaných veličin. Nechť je 
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Položme: 
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Výraz představuje pravděpodobnost toho, že 
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Pro sdruženou distribuční funkci platí:
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Obdobně se odvodí, že platí:


[image: image329.wmf][

]

[

]

[

]

(

)

;

)

(

)

;

;

(

)

1

(

;

;

1

;

)

1

(

;

;

;

1

1

3

2

1

)

(

;

;

;

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

¶

¶

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

P

P

y

f

n

y

y

y

P

y



[image: image330.wmf][

]

[

]

[

]

(

)

;

)

(

)

;

;

(

)

1

(

;

1

;

;

)

1

(

;

;

1

;

2

3

2

1

)

(

;

;

;

2

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

¶

¶

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

P

P

y

f

n

y

y

y

P

y



[image: image331.wmf][

]

[

]

[

]

(

)

;

)

(

)

;

;

(

)

1

(

1

;

;

;

)

1

(

;

1

;

;

3

3

2

1

)

(

;

;

;

3

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

¶

¶

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

P

P

y

f

n

y

y

y

P

y



[image: image332.wmf][

]

´

-

=

¶

¶

¶

¶

-

-

-

)

(

)

(

)

(

)!

3

(

!

)

;

;

(

3

2

1

3

2

1

)

(

;

;

;

1

2

3

3

3

2

3

1

2

1

y

f

y

f

y

f

n

n

y

y

y

P

y

y

y

n

l

n

l

l

l

l

l



[image: image333.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

(

[

]

[

]

[

]

[

]

)

;

)

3

(

1

;

1

;

1

;

)

3

(

1

;

1

;

;

1

)

3

(

1

;

;

2

;

)

3

(

1

;

;

1

;

1

)

3

(

;

2

;

1

;

)

3

(

;

2

;

;

1

)

3

(

;

1

;

2

;

)

3

(

;

1

;

1

;

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

3

1

2

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

+

+

-

-

+

-

-

´

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

n

l

n

l

l

l

l

l

P

P

P

P

P

P

P

P


Výhodnější je derivovat v opačném pořadí, nejdříve podle proměnné 
[image: image334.wmf]3

y

, pak podle proměnné 
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, pak podle proměnné 
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Analogicky se dokáže, že platí:
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Při sčítání se všechny členy zruší až na 4 v prvním sčítanci a 4 v posledním sčítanci. Zůstanou 4 členy z prvního sčítance (členy na „lichých“ pozicích, 
[image: image340.wmf]1
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) a 4 členy z posledního sčítance (členy na „sudých“ pozicích, 
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), které jsou nulové. Tedy zůstanou jen 4 členy z prvního sčítance (členy na „lichých“ pozicích, 
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Sečtením podle proměnné 
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Dalším sečtením podle proměnné 
[image: image412.wmf]2

l

 se stejným způsobem počet členů opět zredukuje na polovinu, atd.
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Dalším sečtením podle proměnné 
[image: image425.wmf]j

l

 se stejným způsobem počet členů opět zredukuje na polovinu, atd.

Nakonec tam zůstane pouze jeden člen:
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Pro sdruženou hustotu veličin 
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Poznámka:

Sdruženou hustotu můžeme vyjádřit také takto:
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Poznámka:

Kdybychom formálně nekladli, vypadal by vzorec pro hustotu složitěji.
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Zkusme nyní sdruženou hustotu integrovat podle nějaké proměnné. Zvolme 
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Integrací jsme opět dostali sdruženou hustotu, ale je tam o jednu proměnnou méně, tj. dostali jsme sdruženou hustotu veličin 
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Samozřejmě za předpokladu, že jde o výběr ze spojitého rozdělení s hustotou 
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Po 1. integraci (podle proměnné 
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Nakonec dostaneme: 
[image: image485.wmf];

1

!

1

!

=

×

n

n

 tj. integrál má hodnotu 1, je to hustota pravděpodobnosti.


[image: image486.wmf];

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

!

1

2

2

1

1

2

3

1

1

3

2

1

=

ò

ò

ò

ò

ò

+¥

¥

-

+¥

+¥

+¥

+¥

-

-

-

-

y

y

y

y

n

n

n

n

n

n

dy

dy

dy

dy

dy

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

n

K

K

K


Nechť 
[image: image487.wmf];

1

,

,

n

b

a

b

a

£

£

£

Î

N

 Určíme následující integrál:


[image: image488.wmf]ò

ò

-

-

×

×

d

y

d

y

a

b

b

a

a

b

dy

dy

y

f

y

f

1

1

)

(

)

(

K

K

K


Celkem budeme integrovat 
[image: image489.wmf]´

+

-

)

1

(

a

b

, předpokládáme, že 
[image: image490.wmf]+¥

£

£

<

<

<

-

d

y

y

y

b

a

a

K

1

.

Po 1. integraci (podle proměnné 
[image: image491.wmf]b

y

) dostaneme:

[image: image492.wmf][

]

);

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

-

-

=

=

-

-

ò

b

d

y

b

d

y

b

b

y

F

d

F

y

F

dy

y

f

b

b


Po 2. integraci (podle proměnné 
[image: image493.wmf]1

-

b

y

) dostaneme:

[image: image494.wmf](

)

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

ò

ò

ò

)

(

)

(

0

2

)

(

)

(

0

0

)

(

)

(

1

1

1

2

2

2

2

2

)

(

)

(

)

(

b

b

b

b

y

F

d

F

y

F

d

F

y

F

d

F

d

y

b

b

b

z

dz

z

dz

z

dy

y

f

y

F

d

F



[image: image495.wmf](

)

;

)

(

)

(

2

1

2

2

-

-

=

b

y

F

d

F


(substituce: 
[image: image496.wmf];

)

(

);

(

)

(

1

1

1

-

-

-

-

=

-

=

b

b

b

dy

y

f

dz

y

F

d

F

z

)

Po 
[image: image497.wmf]-

k

té integraci (podle proměnné 
[image: image498.wmf]1

+

-

k

b

y

) dostaneme:

[image: image499.wmf](

)

=

-

-

=

-

-

ò

ò

-

-

-

-

+

-

+

-

-

+

-

0

)

(

)

(

1

1

1

1

1

)!

1

(

)

(

)

(

)

(

)!

1

(

1

k

b

k

b

y

F

d

F

k

d

y

k

b

k

b

k

k

b

dz

k

z

dy

y

f

y

F

d

F

k



[image: image500.wmf](

)

;

)

(

)

(

!

1

)!

1

(

1

)!

1

(

)

(

)

(

0

)

(

)

(

0

1

k

k

b

y

F

d

F

k

y

F

d

F

k

y

F

d

F

k

k

z

k

dz

k

z

k

b

k

b

-

-

-

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

-

-

ò

 (
[image: image501.wmf];

1

,

,

1

+

-

=

a

b

k

K

).
(substituce: 
[image: image502.wmf];

)

(

);

(

)

(

1

1

1

+

-

+

-

+

-

-

=

-

=

k

b

k

b

k

b

dy

y

f

dz

y

F

d

F

z

)

Po 
[image: image503.wmf]-

+

-

1

a

b

té integraci (podle proměnné 
[image: image504.wmf]a

y

) dostaneme: 
[image: image505.wmf](

)

1

1

)

(

)

(

)!

1

(

1

+

-

-

-

+

-

a

b

a

y

F

d

F

a

b


Dostáváme vzorec:


[image: image506.wmf](

)

;

)

(

)

(

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

+

-

-

-

+

-

=

×

×

ò

ò

-

-

a

b

a

d

y

d

y

a

b

b

a

y

F

d

F

a

b

dy

dy

y

f

y

f

a

b

K

K

K


Speciální případy:

· 
[image: image507.wmf];

1

)

(

,

=

+¥-

+¥

=

F

d



[image: image508.wmf](

)

;

)

(

1

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

+

-

-

+¥

+¥

-

+

-

=

×

×

ò

ò

-

-

a

b

a

y

y

a

b

b

a

y

F

a

b

dy

dy

y

f

y

f

a

b

K

K

K


· 
[image: image509.wmf],

n

b

=



[image: image510.wmf](

)

;

)

(

)

(

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

+

-

-

-

+

-

=

×

×

ò

ò

-

-

a

n

a

d

y

d

y

a

n

n

a

y

F

d

F

a

n

dy

dy

y

f

y

f

a

n

K

K

K


· 
[image: image511.wmf];

0

)

(

;

,

1

0

=

-¥+

-¥

=

=

F

y

a



[image: image512.wmf](

)

(

)

;

)

(

!

1

)

(

)

(

!

1

)

(

)

(

0

1

1

0

1

b

b

d

y

d

y

b

b

d

F

b

y

F

d

F

b

dy

dy

y

f

y

f

b

=

-

=

×

×

ò

ò

-

K

K

K


· 
[image: image513.wmf];

,

,

1

+¥

=

=

=

d

n

b

a



[image: image514.wmf](

)

(

)

;

!

1

0

1

!

1

)

(

1

!

1

)

(

)

(

0

1

1

0

1

n

n

y

F

n

dy

dy

y

f

y

f

n

n

y

y

n

n

n

=

-

=

-

=

×

×

ò

ò

+¥

+¥

-

K

K

K


Odvodíme ještě jiným způsobem tvar hustoty 
[image: image515.wmf])

(

r

r

y

g

 veličiny 
[image: image516.wmf]r

r

Y

X

=

)

(

.
Neintegrujeme podle proměnné 
[image: image517.wmf]r

y

, tj. 
[image: image518.wmf]òòò

-

=

1

1

1

)

;

;

(

)

(

n

dy

y

d

dy

y

y

g

y

g

r

n

n

r

r

R

K

K

K

.

V 1. etapě integrujeme podle proměnných 
[image: image519.wmf]1

,

,

+

r

n

y

y

K

, tedy celkem 
[image: image520.wmf]´

-

)

(

r

n

. Platí 
[image: image521.wmf]+¥

<

<

<

<

+

n

r

r

y

y

y

K

1

, použijeme předchozí vzorec, kde 
[image: image522.wmf];

,

,

1

+¥

=

=

+

=

d

n

b

r

a



[image: image523.wmf](

)

;

)

(

1

)!

(

1

)

(

)

(

1

1

1

r

n

r

y

y

r

n

n

r

y

F

r

n

dy

dy

y

f

y

f

r

n

-

+¥

+¥

+

+

-

-

=

×

×

ò

ò

-

K

K

K


Protože podle proměnné 
[image: image524.wmf]r

y

 neintegrujeme, můžeme výraz: 
[image: image525.wmf](

)

)

(

)

(

1

)!

(

1

r

r

n

r

y

f

y

F

r

n

-

-

-

 dát před integrál.

V 2. etapě integrujeme podle proměnných 
[image: image526.wmf]1

1

,

,

y

y

r

K

-

, tedy celkem 
[image: image527.wmf]´

-

)

1

(

r

. Platí 
[image: image528.wmf]r

r

y

y

y

<

<

<

<

¥

-

-

1

1

K

, použijeme předchozí vzorec, kde 
[image: image529.wmf];

,

1

,

1

r

y

d

r

b

a

=

-

=

=



[image: image530.wmf](

)

;

)

(

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

1

0

2

-

-

-

-

=

×

×

ò

ò

-

r

r

y

y

y

y

r

r

y

F

r

dy

dy

y

f

y

f

r

r

r

K

K

K


Nakonec dostaneme: 
[image: image531.wmf](

)

(

)

r

n

r

r

r

r

y

F

y

F

y

f

r

n

r

n

-

-

-

-

-

)

(

1

)

(

)

(

)!

(

)!

1

(

!

1

.


[image: image532.wmf](

)

(

)

r

n

r

r

r

r

r

r

y

F

y

F

y

f

r

n

r

n

y

g

-

-

-

-

-

=

)

(

1

)

(

)

(

)!

(

)!

1

(

!

)

(

1


Odvodíme ještě jiným způsobem tvar sdružené hustoty 
[image: image533.wmf])

;

(

,

s

r

s

r

y

y

g

 veličin 
[image: image534.wmf])

(

,

,

)

(

)

(

s

r

Y

X

Y

X

s

s

r

r

<

=

=

.
Neintegrujeme podle proměnných 
[image: image535.wmf]s

r

y

y

,

,
tj. 
[image: image536.wmf]òòò

-

=

2

1

1

,

)

;

;

(

)

;

(

n

dy

y

d

y

d

dy

y

y

g

y

y

g

r

s

n

n

s

r

s

r

R

K

K

K

K

.

V 1. etapě integrujeme podle proměnných 
[image: image537.wmf]1

,

,

+

s

n

y

y

K

, tedy celkem 
[image: image538.wmf]´

-

)

(

s

n

. Platí 
[image: image539.wmf]+¥

<

<

<

<

+

n

s

s

y

y

y

K

1

, použijeme předchozí vzorec, kde 
[image: image540.wmf];

,

,

1

+¥

=

=

+

=

d

n

b

s

a



[image: image541.wmf](

)

;

)

(

1

)!

(

1

)

(

)

(

1

1

1

s

n

s

y

y

s

n

n

s

y

F

s

n

dy

dy

y

f

y

f

s

n

-

+¥

+¥

+

+

-

-

=

×

×

ò

ò

-

K

K

K


Protože podle proměnné 
[image: image542.wmf]s

y

 neintegrujeme, můžeme výraz: 
[image: image543.wmf](

)

)

(

)

(

1

)!

(

1

s

s

n

s

y

f

y

F

s

n

-

-

-

 dát před integrál.

V 2. etapě integrujeme podle proměnných 
[image: image544.wmf]1

1

,

,

+

-

r

s

y

y

K

, tedy celkem 
[image: image545.wmf]´

-

-

)

1

(

r

s

. Platí 
[image: image546.wmf]s

s

r

r

y

y

y

y

<

<

<

<

-

+

1

1

K

, použijeme předchozí vzorec, kde 
[image: image547.wmf];

,

1

,

1

s

y

d

s

b

r

a

=

-

=

+

=



[image: image548.wmf](

)

;

)

(

)

(

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

1

2

-

-

+

-

-

+

-

-

-

=

×

×

ò

ò

-

r

s

r

s

y

y

y

y

r

s

s

r

y

F

y

F

r

s

dy

dy

y

f

y

f

s

r

s

s

K

K

K


Protože podle proměnné 
[image: image549.wmf]r

y

 neintegrujeme, můžeme výraz: 
[image: image550.wmf](

)

)

(

)

(

)

(

)!

1

(

1

1

r

r

s

r

s

y

f

y

F

y

F

r

s

-

-

-

-

-

 dát před integrál.

V 3. etapě integrujeme podle proměnných 
[image: image551.wmf]1

1

,

,

y

y

r

K

-

, tedy celkem 
[image: image552.wmf]´

-

)

1

(

r

. Platí 
[image: image553.wmf]r

r

y

y

y

<

<

<

<

¥

-

-

1

1

K

, použijeme předchozí vzorec, kde 
[image: image554.wmf];

,

1

,

1

r

y

d

r

b

a

=

-

=

=



[image: image555.wmf](

)

;

)

(

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

1

0

2

-

-

-

-

=

×

×

ò

ò

-

r

r

y

y

y

y

r

r

y

F

r

dy

dy

y

f

y

f

r

r

r

K

K

K


Nakonec dostaneme: 
[image: image556.wmf](

)

(

)

(

)

s

n

s

r

s

r

s

r

r

s

r

y

F

y

F

y

F

y

F

y

f

y

f

s

n

r

s

r

n

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

)

(

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)!

(

)!

1

(

)!

1

(

!

1

1



[image: image557.wmf](

)

(

)

(

)

s

n

s

r

s

r

s

r

r

s

r

s

r

s

r

y

F

y

F

y

F

y

F

y

f

y

f

s

n

r

s

r

n

y

y

g

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

=

)

(

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)!

(

)!

1

(

)!

1

(

!

)

,

(

1

1

,


Budeme integrovat sdruženou hustotu v opačnému pořadí. Budeme integrovat postupně podle proměnných v tomto pořadí: 
[image: image558.wmf]n

n

y

y

y

y

,

,

,

,

1

2

1

-

K

, celkem 
[image: image559.wmf]´

n

.

Začneme integrovat podle proměnné 
[image: image560.wmf]1

y

. Protože musí platit: 
[image: image561.wmf]n

y

y

y

<

<

<

K

2

1

, podle proměnné 
[image: image562.wmf]j

y

 integrujeme přes interval 
[image: image563.wmf])

;

(

1

+

-¥

j

y

, kde 
[image: image564.wmf]n

j

<

£

1

. Nakonec podle proměnné 
[image: image565.wmf]n

y

 integrujeme přes interval 
[image: image566.wmf])

;

(

+¥

-¥

.
Položme formálně 
[image: image567.wmf]+¥

=

+

1

n

y

, tj. 
[image: image568.wmf]1

)

(

)

(

1

=

+¥-

=

+

F

y

F

n

.


[image: image569.wmf];

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

!

4

3

2

1

3

2

1

1

2

3

1

ò

ò

ò

ò

ò

+¥

¥

-

¥

-

¥

-

¥

-

¥

-

-

-

n

y

y

y

y

n

n

n

n

dy

dy

dy

dy

dy

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

n

K

K

K


Po 1. integraci (podle proměnné 
[image: image570.wmf]1

y

) dostaneme:

[image: image571.wmf][

]

);

(

0

)

(

)

(

)

(

2

2

1

1

1

2

2

y

F

y

F

y

F

dy

y

f

y

y

=

-

=

=

¥

-

¥

-

ò


Po 2. integraci (podle proměnné 
[image: image572.wmf]2

y

) dostaneme:

[image: image573.wmf](

)

(

)

;

)

(

2

1

2

)

(

)

(

2

3

)

(

0

2

)

(

0

2

2

2

3

3

3

y

F

z

dz

z

dy

y

f

y

F

y

F

y

F

y

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

ò

ò

¥

-


(substituce: 
[image: image574.wmf];

)

(

);

(

2

2

2

dy

y

f

dz

y

F

z

=

=

)

Po 
[image: image575.wmf]-

k

té integraci (podle proměnné 
[image: image576.wmf]k

y

) dostaneme:

[image: image577.wmf](

)

(

)

;

)

(

!

1

)!

1

(

1

)!

1

(

)

(

)

(

)!

1

(

1

1

)

(

0

)

(

0

1

1

1

1

1

k

k

y

F

k

y

F

k

y

k

k

k

k

y

F

k

k

z

k

dz

k

z

dy

y

f

y

F

k

k

k

k

+

-

¥

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

-

+

+

+

ò

ò


(
[image: image578.wmf]n

k

,

,

1

K

=

).
(substituce: 
[image: image579.wmf];

)

(

);

(

k

k

k

dy

y

f

dz

y

F

z

=

=

)

Po 
[image: image580.wmf]-

n

té integraci (podle proměnné 
[image: image581.wmf]1

y

) dostaneme:

[image: image582.wmf](

)

(

)

;

!

1

1

!

1

)

(

!

1

)

(

!

1

1

n

n

F

n

y

F

n

n

n

n

n

=

×

=

+¥-

=

+


Nakonec dostaneme: 
[image: image583.wmf];

1

!

1

!

=

×

n

n

 tj. integrál má hodnotu 1, je to hustota pravděpodobnosti.


[image: image584.wmf]1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

!

4

3

2

1

3

2

1

1

2

3

1

=

ò

ò

ò

ò

ò

+¥

¥

-

¥

-

¥

-

¥

-

¥

-

-

-

n

y

y

y

y

n

n

n

n

dy

dy

dy

dy

dy

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

n

K

K

K


Nechť 
[image: image585.wmf];

1

,

,

n

b

a

b

a

£

£

£

Î

N

 Určíme následující integrál:


[image: image586.wmf]ò

ò

+

+

×

×

1

1

)

(

)

(

b

a

y

c

y

c

b

a

a

b

dy

dy

y

f

y

f

K

K

K


Celkem budeme integrovat 
[image: image587.wmf]´

+

-

)

1

(

a

b

, předpokládáme, že 
[image: image588.wmf]1

+

<

<

<

£

£

¥

-

b

b

a

y

y

y

c

K

.

Po 1. integraci (podle proměnné 
[image: image589.wmf]a

y

) dostaneme:

[image: image590.wmf][

]

);

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

c

F

y

F

y

F

dy

y

f

a

y

c

a

y

c

a

a

a

a

-

=

=

+

+

+

ò


Po 2. integraci (podle proměnné 
[image: image591.wmf]1

+

a

y

) dostaneme:

[image: image592.wmf](

)

(

)

;

)

(

)

(

2

1

2

)

(

)

(

)

(

2

2

)

(

)

(

0

2

)

(

)

(

0

1

1

1

2

2

2

c

F

y

F

z

dz

z

dy

y

f

c

F

y

F

a

c

F

y

F

c

F

y

F

y

c

a

a

a

a

a

a

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

-

+

-

-

+

+

+

+

+

+

ò

ò


(substituce: 
[image: image593.wmf];

)

(

);

(

)

(

1

1

1

+

+

+

=

-

=

a

a

a

dy

y

f

dz

c

F

y

F

z

)

Po 
[image: image594.wmf]-

k

té integraci (podle proměnné 
[image: image595.wmf]1

-

+

k

a

y

) dostaneme:

[image: image596.wmf](

)

=

-

=

-

-

ò

ò

-

-

-

+

-

+

-

-

+

+

+

)

(

)

(

0

1

1

1

1

1

)!

1

(

)

(

)

(

)

(

)!

1

(

1

c

F

y

F

k

y

c

k

a

k

a

k

k

a

k

a

k

a

dz

k

z

dy

y

f

c

F

y

F

k



[image: image597.wmf](

)

;

)

(

)

(

!

1

)!

1

(

1

)

(

)

(

0

k

k

a

c

F

y

F

k

c

F

y

F

k

k

z

k

k

a

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

+

-

+

 (
[image: image598.wmf];

1

,

,

1

+

-

=

a

b

k

K

).
(substituce: 
[image: image599.wmf];

)

(

);

(

)

(

1

1

1

-

+

-

+

-

+

=

-

=

k

a

k

a

k

a

dy

y

f

dz

c

F

y

F

z

)

Po 
[image: image600.wmf]-

+

-

1

a

b

té integraci (podle proměnné 
[image: image601.wmf]b

y

) dostaneme: 
[image: image602.wmf](

)

1

1

)

(

)

(

)!

1

(

1

+

-

+

-

+

-

a

b

b

c

F

y

F

a

b


Dostáváme vzorec:


[image: image603.wmf](

)

;

)

(

)

(

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

+

-

+

-

+

-

=

×

×

ò

ò

+

+

a

b

b

y

c

y

c

b

a

a

b

c

F

y

F

a

b

dy

dy

y

f

y

f

b

a

K

K

K


Speciální případy:

· 
[image: image604.wmf];

0

)

(

,

=

-¥+

-¥

=

F

c



[image: image605.wmf](

)

;

)

(

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

1

+

-

+

¥

-

¥

-

+

-

=

×

×

ò

ò

+

+

a

b

b

y

y

b

a

a

b

y

F

a

b

dy

dy

y

f

y

f

b

a

K

K

K


· 
[image: image606.wmf];

1

)

(

;

,

1

=

+¥-

+¥

=

=

+

F

y

n

b

n



[image: image607.wmf](

)

;

)

(

1

)!

1

(

1

)

(

)

(

1

1

1

+

-

-

+

-

=

×

×

ò

ò

+

+

a

n

y

c

y

c

n

a

a

n

c

F

a

n

dy

dy

y

f

y

f

n

a

K

K

K


· 
[image: image608.wmf],

1

=

a



[image: image609.wmf](

)

;

)

(

)

(

!

1

)

(

)

(

1

1

1

1

2

b

b

y

c

y

c

b

b

c

F

y

F

b

dy

dy

y

f

y

f

b

-

=

×

×

+

ò

ò

+

K

K

K


· 
[image: image610.wmf];

,

,

1

-¥

=

=

=

c

n

b

a



[image: image611.wmf](

)

;

!

1

1

!

1

)

(

!

1

)

(

)

(

1

1

1

1

2

n

n

y

F

n

dy

dy

y

f

y

f

n

n

n

y

y

n

n

n

=

×

=

=

×

×

+

¥

-

¥

-

ò

ò

+

K

K

K


Odvodíme ještě jiným způsobem tvar hustoty 
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Protože podle proměnné 
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Nakonec dostaneme: 
[image: image653.wmf](

)

(

)

(

)

s

n

s

r

s

r

s

r

r

s

r

y

F

y

F

y

F

y

F

y

f

y

f

s

n

r

s

r

n

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

)

(

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)!

(

)!

1

(

)!

1

(

!

1

1



[image: image654.wmf](

)

(

)

(

)

s

n

s

r

s

r

s

r

r

s

r

s

r

s

r

y

F

y

F

y

F

y

F

y

f

y

f

s

n

r

s

r

n

y

y

g

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

=

)

(

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)!

(

)!

1

(

)!

1

(

!

)

,

(

1

1

,


V obou případech jsme dostali stejný výsledek.
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Nyní určíme hustotu rozpětí: 
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Ještě určíme distribuční funkci, zřejmě je: 
[image: image661.wmf];

0

pro

0

)

(

£

=

v

v

H

 nadále předpokládejme, že 
[image: image662.wmf]0

³

v

.


[image: image663.wmf](

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

-

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

-

¥

-

v

n

v

dt

dw

w

F

t

w

F

t

w

f

w

f

n

n

dt

t

h

v

H

0

2

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

(

)

(

)

(



[image: image664.wmf](

)

ò

ò

ò

ò

+¥

¥

-

-

+

-

+¥

¥

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

-

=

dw

dz

z

w

f

n

n

dw

dt

w

F

t

w

F

t

w

f

w

f

n

n

w

F

v

w

F

n

v

n

)

(

)

(

0

2

0

2

)

(

)

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

(



[image: image665.wmf](

)

;

)

(

)

(

)

(

1

)

(

)

1

(

1

)

(

)

(

0

1

ò

ò

+¥

¥

-

-

-

+

+¥

¥

-

-

-

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

dw

w

F

v

w

F

w

f

n

dw

n

z

w

f

n

n

n

w

F

v

w

F

n


(substituce: 
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Pro distribuční funkci rozpětí tedy platí:
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Příklad:

Nechť náhodná veličina 
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 má diskrétní rozdělení, 
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Utvořme uspořádaný náhodný výběr z tohoto rozdělení o rozsahu 2, tj. 
[image: image672.wmf])
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Utvořme uspořádaný náhodný výběr z tohoto rozdělení o rozsahu 3, tj. 
[image: image677.wmf])
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Výsledky nyní zobecníme. Uvažujme uspořádaný náhodný výběr o rozsahu 
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tj. pokud nemáme „shodu“, (musí být 
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Nechť se hodnota 
[image: image687.wmf]j

x

 v náhodném výběru opakuje 
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Pak pravděpodobnost je:
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Zřejmě platí: 
[image: image692.wmf]);
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Položme: 
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Dále definujme následující:
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Zřejmě platí: 
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Nechť je rozdělení spojité a symetrické kolem jisté hodnoty 
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To znamená, že medián je roven číslu 
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 a střední hodnota (pokud existuje) je také rovna číslu 
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Uděláme náhodný výběr o rozsahu 
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, přičemž je to liché číslo. Pak náhodný výběr uspořádáme, veličina 
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 představuje výběrový medián. Výběrový medián má též rozdělení symetrické kolem hodnoty 
[image: image712.wmf]R

Î

a

, což snadno dokážeme.
Pro hustotu výběrového mediánu platí:
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 přičemž předpokládáme, že 
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 je liché číslo.


[image: image715.wmf](

)

(

)

(

)

=

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

-

-

+

-

2

1

2

1

2

1

)

(

1

)

(

)

(

1

)

(

2

1

n

n

n

x

a

F

x

a

F

x

a

f

n

n

x

a

g

n



[image: image716.wmf](

)

(

)

(

)

);

(

)

(

)

(

1

)

(

1

2

1

2

1

2

1

2

1

x

a

g

x

a

F

x

a

F

x

a

f

n

n

n

n

n

n

+

=

+

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

+

-

-

-


Platí: 
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1

1

)

(

å

=

=

n

j

j

n

X

n

X


Někdy však chceme „odlehlá“ pozorování vyloučit, tj. vyloučíme 
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 největších a 
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 nejmenších pozorování, přičemž musí být: 
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Někdy „odlehlá“ pozorování nevyloučíme, ale nahradíme je nejmenším a největším nevyloučeným údajem. Pozorování 
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Někdy je počet odlehlých pozorování vyjádřen pomocí procenta, nechť 
[image: image727.wmf])
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 odlehlých pozorování. Pak dosadíme do předchozích vzorců.
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