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V. Normální rozdělení
Normální rozdělení má ve statistice velkou důležitost, neboť se s ním statistikové setkávají nejčastěji. Je to mimo jiné též důsledkem centrální limitní věty (V 3.x.). Zde se budeme zabývat též vícerozměrným Normálním rozdělením, také rozděleními souvisejícími s Normálním rozdělením. Jsou to zejména rozdělení: Chí kvadrát, Studentovo rozdělení, Fisher‑Snedecorovo rozdělení. Ještě si připomeneme hustotu Normálního rozdělení.
Náhodná veličina 
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Parametry jsou voleny tak, aby platilo: 
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 což bylo odvozeno dříve (viz kap 3).
Pokud platí: 
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Distribuční funkce normovaného Normálního rozdělení se značí 
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 nelze vyjádřit pomocí elementárních funkcí, ale její hodnoty byly vypočteny pomocí nějaké přibližné numerické metody. Hodnoty této funkce jsou tabelovány ve statistických tabulkách.
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 (normovaná náhodná veličina)
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Pomocí distribuční funkce normovaného Normálního rozdělení jsme schopni určit hodnoty distribuční funkce libovolného Normálního rozdělení. Stačí tedy tabelovat hodnoty distribuční funkce normovaného Normálního rozdělení.
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Charakteristická funkce Normálního rozdělení má tvar: 
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 charakteristická funkce normovaného Normálního rozdělení má potom tvar: 
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Příklad:

Nechť je dána náhodná veličina s Normálním rozdělením, tj. 
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Máme-li výběr z Normálního rozdělení (většího rozsahu), pak 68,2% údajů je v intervalu 
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, který má délku 6σ. To je známé pravidlo „šesti sigma“.
V následující definici si ukážeme, jak lze definovat vícerozměrné Normální rozdělení.
Definice 5.1.
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Poznámka:
Matice 
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 je positivně semidefinitní znamená, že platí: 
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Poznámka:

Charakteristická funkce pro vícerozměrné Normální rozdělení má tvar: 
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Věta 5.1.
Buď dán náhodný vektor 
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Důkaz:
Volme postupně za vektor 
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Položme dále za vektor 
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Postupně dostaneme: 
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Protože platí: 
[image: image58.wmf],

var

,

var

j

jj

i

ii

X

v

X

v

=

=

 dostáváme: 
[image: image59.wmf];

)

;

cov(

ij

j

i

v

X

X

=


Celkem tedy máme: 
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Věta 5.2.

Buďte 
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Důkaz:

1) Použijeme větu o hustotě transformované náhodné veličiny. 
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[image: image68.wmf];
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tj. 
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2) Použijeme větu o konvoluci.
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Věta 5.3.
Buď dán náhodný vektor 
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tedy dle definice 5.1. je 
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Věta 5.x.

Buď dán náhodný vektor 
[image: image80.wmf])

;

(

~

V

μ

X

n

N

, nechť rozptylová matice 
[image: image81.wmf]V

 je regulární (
[image: image82.wmf]n

h

=

)

(

V

). Pak existuje sdružená hustota:


[image: image83.wmf](

)

þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

-

×

=

-

)

(

)

(

2

1

exp

)

det(

2

1

)

(

1

μ

x

V

μ

x

V

x

T

n

f

p


Důkaz:

Matice 
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Podobně se rozloží vektor středních hodnot 
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Věta 5.x.
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2) Použijeme vzorec pro inverzi blokové matice a pro determinant blokové matice.
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Podmíněná hustota má tvar:
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tj. podmíněné rozdělení je: 
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Buď nyní dán náhodný výběr z Normálního rozdělení, 
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V tomto případě má varianční matice tvar: 
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Sdruženou hustotu lze též vyjádřit takto: 
[image: image143.wmf]=

å

=

-

-

-

-

=

2

2

2

1

1

2

2

2

1

)

(

)

(

)

2

(

1

)

(

m

s

s

s

p

x

n

x

x

n

e

e

f

n

j

j

x



[image: image144.wmf]{

}

;

)

(

exp

)

(

exp

)

2

(

1

2

2

1

1

2

2

1

2

2

m

s

p

s

s

-

-

×

þ

ý

ü

î

í

ì

å

-

-

×

=

=

x

n

x

x

n

j

j

n


Věta 5.x.

Nechť jsou 
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Sdružená hustota dvojrozměrného Normálního rozdělení má tvar:
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Marginální hustoty mají tvar:
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Určíme podmíněnou hustotu:
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Podmíněné rozdělení veličiny 
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 při daném 
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Pro podmíněnou střední hodnotu a podmíněný rozptyl platí následující:
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Je zajímavé, že podmíněný rozptyl nezávisí na podmínce.
Určíme podmíněnou hustotu:
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Podmíněné rozdělení veličiny 
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Pro podmíněnou střední hodnotu a podmíněný rozptyl platí následující:
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Je zajímavé, že podmíněný rozptyl nezávisí na podmínce.

Věta 5.x.
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Dále si uvedeme vícerozměrnou centrální limitní větu, je to analogie Lindebergovy věty 3.x.

Věta 5.x.

Buďte 
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Pak platí: 
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Důkaz:
Příklad 5.x.
Na vahách odvažujeme dávky, jejichž hmotnost je náhodná veličina s Normálním rozdělením. Ze zkušenosti víme, že rozdělení je 
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Hodnota distribuční funkce je v tabulkách.
Poznámka:
Náhodná veličina s Normálním rozdělením může teoreticky nabývat všech reálných hodnot, ale hmotnost odvážené dávky nemůže být záporná. Zde by nám ovšem vyšla pravděpodobnost záporné hmotnosti dávky téměř nulová.

Příklad 5.x.

Doba životnosti součástky má přibližně Normální rozdělení, 
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. Dále určeme, v jakých mezích bude životnost čtvrtiny nejlepších součástek.
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Porovnáním vztahů dostaneme:
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Čtvrtina nejlepších součástek vydrží aspoň 460 hodin.
Příklad 5.x.

Bylo sečteno 300 čísel zaokrouhlených na 1 desetinné místo. Určeme rozdělení chyby součtu vzniklé zaokrouhlením
Zaokrouhlovací chyba jednoho sčítance je v absolutní hodnotě nejvýše 
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Rozdělení chyby součtu 
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Např.
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Je tedy téměř jisté, že chyba součtu v absolutní hodnotě nebude větší než 2.
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