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XV. Pravděpodobnostní entropie
Uvažujme náhodný pokus, který má 
[image: image1.wmf]n

 možných výsledků. Pravděpodobnosti jednotlivých výsledků jsou po řadě: 
[image: image2.wmf];
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Pak definujeme entropii náhodného pokusu takto:
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 tj. 
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Platí: 
[image: image7.wmf];
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 (viz MA), tedy klademe formálně: 
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Je-li 
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Při rovnoměrném rozdělení je entropie nejvyšší.
Je-li 
[image: image11.wmf];
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Je-li jedna možnost jistá, je entropie nulová.
Entropie je míra nejistoty náhodného pokusu.

Pohlížejme nyní na entropii jako na funkci 
[image: image13.wmf]n

 proměnných 
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[image: image15.wmf];

ln

)

;

;

(

1

1

å

=

-

=

n

j

j

j

n

p

p

p

p

H

K



[image: image16.wmf](
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Hledáme vázaný extrém za podmínky: 
[image: image17.wmf];
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Definujme Lagrangeovu funkci: 
[image: image18.wmf];
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Položíme-li parciální derivace rovné nule, najdeme stacionární bod. Dostaneme:

[image: image20.wmf];
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Funkce 
[image: image23.wmf])
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 má jeden vázaný extrém při 
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. Je to lokální maximum, neboť matice druhých derivací je negativně definitní.
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Takto definované entropii se také říká Shanonova entropie, má také význam v teorii informace. Někteří ji definují takto: 
[image: image27.wmf];
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Je-li 
[image: image28.wmf];
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Pokud je to přibližně vyrovnané, je entropie vysoká. Pokud jedna možnost převažuje, je entropie nízká.

Také se definuje poměrná entropie jako podíl entropie a maximální entropie, tj. 
[image: image30.wmf];
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 Poměrná entropie již nezávisí na volbě základu logaritmu a platí: 
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Protože funkce logaritmus je konkávní, platí: 
[image: image32.wmf];
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[image: image34.wmf];
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Opět jsme dokázali vztah: 
[image: image35.wmf];
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Podobným způsobem jako entropii náhodného pokusu můžeme definovat entropii diskrétní náhodné veličiny.
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[image: image37.wmf];
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Uvažujme nyní nezávislé diskrétní náhodné veličiny 
[image: image38.wmf]Y

X
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.
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Náhodná veličina 
[image: image40.wmf]X

 nabývá 
[image: image41.wmf]n

 hodnot, náhodná veličina 
[image: image42.wmf]Y

 nabývá 
[image: image43.wmf]m

 hodnot. Protože jsou nezávislé, platí:
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Určíme entropii náhodného vektoru 
[image: image45.wmf](
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[image: image47.wmf]=
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[image: image48.wmf]);
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Pro nezávislé náhodné veličiny tedy platí:

[image: image49.wmf]);
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Entropie náhodného vektoru (sdružená entropie) je rovna součtu entropií jednotlivých složek, jsou-li náhodné veličiny nezávislé.
Výsledek ještě zobecníme: Nechť jsou náhodné veličiny 
[image: image50.wmf]n
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Uvažujme nyní náhodné veličiny 
[image: image52.wmf]Y

X
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, ne nutně nezávislé. Platí:
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[image: image54.wmf];
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[image: image56.wmf][
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Pravděpodobnosti 
[image: image57.wmf]j

i

q

p

,

 jsou tzv. marginální pravděpodobnosti.
Platí vztahy: 
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Tudíž také platí: 
[image: image60.wmf];
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Pro entropii náhodného vektoru 
[image: image62.wmf](
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[image: image64.wmf]=
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[image: image66.wmf];
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Položme: 
[image: image67.wmf]);
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[image: image68.wmf];
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Veličina 
[image: image69.wmf])
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 je střední vzájemná entropie veličin 
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Jsou-li náhodné veličiny nezávislé, je: 
[image: image71.wmf];
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tudíž je: 
[image: image72.wmf];
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Pro sdruženou entropii platí vztah:

[image: image73.wmf]);
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Speciálně pro nezávislé náhodné veličiny platí:
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Také definujeme podmíněnou entropii:
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[image: image76.wmf];
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[image: image80.wmf]);
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Tedy platí:

[image: image83.wmf]);
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Jsou-li náhodné veličiny 
[image: image84.wmf]Y

X
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 nezávislé, dostáváme toto:
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Pro nezávislé náhodné veličiny tedy platí: 
[image: image89.wmf]);
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Pro střední vzájemnou entropii platí:
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[image: image91.wmf];
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Dostali jsme tedy: 
[image: image92.wmf];
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Střední vzájemná entropie je nezáporná, při nezávislých náhodných veličinách je nulová.
Také platí tyto nerovnosti:
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Jsou-li náhodné veličiny nezávislé, jsou nerovnosti splněny jako rovnosti.
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neboť v tomto případě platí: 
[image: image95.wmf];
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Pak také platí: 
[image: image96.wmf]);
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Jestliže platí: 
[image: image97.wmf]);
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 jsou náhodné veličiny nezávislé.

Jestliže platí: 
[image: image98.wmf];
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 jsou náhodné veličiny „maximálně závislé“.

„Míru závislosti“ náhodných veličin můžeme definovat pomocí následujících ukazatelů:
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[image: image100.wmf];
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Příklad:
Uvažujme náhodný pokus, kde jsou možné 4 výsledky s následujícími pravděpodobnostmi: 
[image: image101.wmf];
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 Určíme entropii náhodného pokusu.
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Maximální entropie je: 
[image: image103.wmf];
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Poměrná entropie je: 
[image: image104.wmf];
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Příklad:

Uvažujme náhodný pokus, kde jsou možné 4 výsledky s následujícími pravděpodobnostmi: 
[image: image105.wmf];
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 Určíme entropii náhodného pokusu.
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Maximální entropie je: 
[image: image107.wmf];
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Poměrná entropie je: 
[image: image108.wmf];
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Při výpočtu šlo též postupovat takto:
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[image: image110.wmf];
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[image: image111.wmf];
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Buď dán náhodný vektor 
[image: image112.wmf](
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, pak pro jeho sdruženou entropii platí vztah: 
[image: image113.wmf];
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 (v případě nezávislosti platí rovnost)
Jedná-li se o náhodný výběr (náhodné veličiny jsou nezávislé, stejně rozdělené), pak pro sdruženou entropii platí: 
[image: image114.wmf]);
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Poznámka:
Entropii můžeme definovat také jako množství informace, které je nutné k odstranění neurčitosti.

_1551638214.unknown

_1574192266.unknown

_1699385991.unknown

_1699386091.unknown

_1699386170.unknown

_1699386320.unknown

_1699386431.unknown

_1818355011.unknown

_1699386430.unknown

_1699386193.unknown

_1699386136.unknown

_1699386033.unknown

_1699386057.unknown

_1699386014.unknown

_1574236832.unknown

_1574238052.unknown

_1574238969.unknown

_1699385895.unknown

_1699385963.unknown

_1574239070.unknown

_1574239239.unknown

_1574238347.unknown

_1574238797.unknown

_1574238346.unknown

_1574237644.unknown

_1574237813.unknown

_1574237450.unknown

_1574196492.unknown

_1574197988.unknown

_1574236551.unknown

_1574236552.unknown

_1574236343.unknown

_1574197721.unknown

_1574196571.unknown

_1574194728.unknown

_1574196159.unknown

_1574196226.unknown

_1574196468.unknown

_1574195762.unknown

_1574194584.unknown

_1574022809.unknown

_1574106278.unknown

_1574107531.unknown

_1574107736.unknown

_1574108302.unknown

_1574192265.unknown

_1574107865.unknown

_1574107532.unknown

_1574107148.unknown

_1574107247.unknown

_1574107462.unknown

_1574106738.unknown

_1574105401.unknown

_1574106117.unknown

_1574106277.unknown

_1574105608.unknown

_1574022952.unknown

_1551639520.unknown

_1551641034.unknown

_1573845480.unknown

_1573847130.unknown

_1574022374.unknown

_1573847254.unknown

_1573846901.unknown

_1551641272.unknown

_1573763819.unknown

_1573763956.unknown

_1551641177.unknown

_1551640258.unknown

_1551640866.unknown

_1551640057.unknown

_1551638859.unknown

_1551639324.unknown

_1551638816.unknown

_1551212441.unknown

_1551255422.unknown

_1551256557.unknown

_1551638026.unknown

_1551638123.unknown

_1551256589.unknown

_1551256682.unknown

_1551256192.unknown

_1551255468.unknown

_1551255773.unknown

_1551254247.unknown

_1551255401.unknown

_1551254334.unknown

_1551255091.unknown

_1551212781.unknown

_1551212861.unknown

_1551212954.unknown

_1551212644.unknown

_1551212744.unknown

_1551209760.unknown

_1551211101.unknown

_1551212141.unknown

_1551212217.unknown

_1551212102.unknown

_1551210794.unknown

_1551210854.unknown

_1551209789.unknown

_1551209120.unknown

_1551209346.unknown

_1551209496.unknown

_1551209186.unknown

_1551208319.unknown

_1551209119.unknown

_1551208208.unknown

