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V. Markovovy řetězce s oceněním přechodu
Buď dán homogenní Markovův řetězec 
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 Matice pravděpodobností přechodu buď 
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. Předpokládejme, že z každého přechodu je výnos, buď 
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 matice výnosů (ocenění přechodů).

Zřejmě platí: 
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Je to prvek matice 
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Věta 5.1.
V Markovově řetězci s oceněním přechodů platí vztah:
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Důkaz:
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(analogicky pro vyšší l)
Předchozí vztah lze přepsat takto:
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Položme: 
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 což je vektor očekávaných výnosů. Předchozí vztah lze pak vyjádřit maticově.
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Zřejmě platí: 
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 je vektor očekávaných bezprostředních výnosů (prvky na hlavní diagonále matice 
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Věta 5.2.

V Markovově řetězci s oceněním přechodů platí vztah:
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Důkaz:

Pro 
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Budeme postupovat indukcí dle 
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, nechť tvrzení platí pro 
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Tím je to dokázáno.
□
Z předchozí věty snadno plyne tento důsledek:
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Také lze odvodit obecnější vyjádření:
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Pokud existuje stacionární rozdělení řetězce, platí: 
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také platí: 
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obecněji: 
[image: image45.wmf];
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Za předpokladu, že existuje stacionární rozdělení, určeme součet:
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Je-li 
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 „dost velké“, můžeme zanedbat zbytek konvergentní maticové řady a dostaneme následující přibližné vyjádření:
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Vzhledem k předchozí větě dostáváme přibližné vyjádření výnosů za několik období:
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Někdy se stává, že ocenění přechodů s časem klesá. Pak jde o tzv. diskontované ocenění s parametrem 
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, přičemž 
[image: image52.wmf]1

0

<

<

a

. V tom případě platí:

[image: image53.wmf]);

1

;

0

(

ˆ

)

1

;

(

ˆ

v

v

l

l

l

a

=

+


Předchozí vztahy pak přejdou na tvar:
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Nechť existuje stacionární rozdělení, 
[image: image56.wmf]1
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. Platí: 
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Příklad 5.x.
Taxikář ze svých záznamů vypozoroval toto: Pokud je ve městě A, tak příštího zákazníka poveze do města B s pravd. 0,3. Pokud je ve městě B, tak příštího zákazníka poveze do města A s pravd. 0,5. Průměrná tržba za jízdu v jednom městě je 200 Kč, za jízdu mezi městy je 700 Kč.
Určeme stacionární rozdělení a očekávanou hodnotu tržby.
Matice pravděpodobností přechodu je: 
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Stacionární rozdělení určíme vyřešením soustavy rovnic: 
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Obdržíme: 
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Matice výnosů je: 
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Limitní očekávaná tržba za 1 jízdu je 387,50 Kč.
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0

,

388

2

,

387

450

350

;

380

,

0

;

620

,

0

;

372

,

0

;

628

,

0

)

1

(

ˆ

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

v

P
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Pokud taxikář začínal ve městě A, očekávané tržby jsou:

· po první jízdě: 
350
Kč

· po prvních 2 jízdách:
730
Kč
· po prvních 3 jízdách:
1116
Kč

· po prvních 4 jízdách
1503
Kč

Pokud taxikář začínal ve městě B, očekávané tržby jsou:
· po první jízdě: 
450
Kč

· po prvních 2 jízdách:
850
Kč

· po prvních 3 jízdách:
1240
Kč

· po prvních 4 jízdách
1628
Kč
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Očekávaný výnos za 
[image: image77.wmf]l

 období je přibližně:
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Pokud taxikář začínal ve městě A, očekávaná tržba po prvních 
[image: image80.wmf]l

 jízdách je: 
[image: image81.wmf]9

,
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 Kč.

Pokud taxikář začínal ve městě B, očekávaná tržba po prvních 
[image: image82.wmf]l

 jízdách je: 
[image: image83.wmf]1

,
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Předpokládáme, že 
[image: image84.wmf]l

 je „dost velké“.
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 (vyšlo to přibližně stejně)

Příklad 5.x.

Určeme, jak se změní situace taxikáře, bude-li matice výnosů: 
[image: image86.wmf];
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Limitní očekávaná tržba za 1 jízdu je 437,50 Kč.
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Pokud taxikář začínal ve městě A, očekávané tržby jsou:

· po první jízdě: 
370
Kč

· po prvních 2 jízdách:
794
Kč

· po prvních 3 jízdách:
1229
Kč

· po prvních 4 jízdách
1666
Kč

Pokud taxikář začínal ve městě B, očekávané tržby jsou:

· po první jízdě: 
550
Kč

· po prvních 2 jízdách:
1010
Kč

· po prvních 3 jízdách:
1452
Kč

· po prvních 4 jízdách
1890
Kč
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Očekávaný výnos za 
[image: image94.wmf]l

 období je přibližně:
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Pokud taxikář začínal ve městě A, očekávaná tržba po prvních 
[image: image97.wmf]l

 jízdách je: 
[image: image98.wmf]4

,
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,
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 Kč.

Pokud taxikář začínal ve městě B, očekávaná tržba po prvních 
[image: image99.wmf]l

 jízdách je: 
[image: image100.wmf],
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 Kč.

Předpokládáme, že 
[image: image101.wmf]l

 je „dost velké“.
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 (vyšlo to přibližně stejně)

Příklad 5.x.

Výrobce pravidelně sleduje prodejnost nového výrobku. Výrobek hodnotí v každém období jako úspěšný či jako neúspěšný. Pokud je úspěšný, bude na 80% úspěšný i v příštím období. Pokud je neúspěšný, bude na 70% neúspěšný i v příštím období.
Určeme stacionární rozdělení a očekávanou hodnotu tržby.

Matice pravděpodobností přechodu je: 
[image: image103.wmf];
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Matice výnosů je: 
[image: image104.wmf];
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Stacionární rozdělení určíme vyřešením soustavy rovnic: 
[image: image105.wmf]T
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Obdržíme: 
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Limitní očekávaná hodnota výnosu při 1 změně je 1 Kč.

Určeme očekávaný výnos za první 4 období.
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Pokud byl výrobek na počátku úspěšný, očekávané výnosy jsou:

· za první období:
9
Kč

· za první 2 období:
14
Kč

· za první 3 období:
17
Kč

· za první 4 období:
19
Kč

Pokud byl výrobek na počátku neúspěšný, očekávané výnosy jsou:

· za první období:
-11
Kč (ztráta)

· za první 2 období:
-16
Kč (ztráta)

· za první 3 období:
-18
Kč (ztráta)

· za první 4 období:
-18,5
Kč (ztráta)
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Očekávaný výnos za 
[image: image119.wmf]l

 období je přibližně:
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)

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

=

-

-

+

-

»

-

11

9

;

6

,

1

;

6

,

0

;

4

,

0

;

4

,

1

1

1

)

1

(

)

1

(

ˆ

)

(

)

1

(

ˆ

)

1

(

)

(

ˆ

1

l

l

l

v

Π

P

I

v

Π

v
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Pokud byl výrobek na počátku úspěšný, očekávaný výnos za prvních 
[image: image122.wmf]l

 období je 
[image: image123.wmf]16

+

l

 Kč. Pokud byl na počátku neúspěšný, očekávaný výnos za prvních 
[image: image124.wmf]l

 období je 
[image: image125.wmf]24

-

l

 Kč. Předpokládáme, že 
[image: image126.wmf]l

 je „dost velké“.
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 (vyšlo to přibližně stejně)

Příklad 5.x.

Výrobní linka může být v provozu nebo v opravě. Je-li v provozu, bude v dalším období s pravděpodobností 0,5 opět v provozu. Je-li v opravě, bude s pravděpodobností 0,4 uvedena do provozu.
Matice pravděpodobností přechodu je: 
[image: image128.wmf];

;

;

;

;

;

6

,

0

;

4

,

0

;

5

,

0

;

5

,

0

5

3

5

2

2

1

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

P


Matice výnosů je: 
[image: image129.wmf];
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[image: image131.wmf](
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Určeme očekávaný výnos za první 3 období.
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Pokud je linka na počátku v provozu, očekávané výnosy jsou:
· za první období:
7,00
Kč
· za první 2 období:
10,00
Kč

· za první 3 období:
12,60
Kč

Pokud je linka na počátku v opravě, očekávané výnosy jsou:

· za první období:
-1,00
Kč (ztráta)

· za první 2 období:
1,20
Kč

· za první 3 období:
3,70
Kč

Stacionární rozdělení je 
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Limitní očekávaná hodnota výnosu při 1 změně období:
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Očekávaný výnos za 
[image: image140.wmf]l

 období je přibližně:
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 (vyšlo to přibližně stejně)
Předpokládejme nyní diskontované ocenění přechodů s parametrem 
[image: image144.wmf]5
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Je-li linka na počátku v provozu, bude po velkém počtu období průměrný výnos: 
[image: image148.wmf];
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Je-li linka na počátku v opravě, bude po velkém počtu období průměrný výnos: 
[image: image149.wmf];
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Příklad 5.x.

V obchodní síti se prodávají výrobky A, B, C. Výrobce hodlá nabídnout nový výrobek D. Je si vědom konkurence, ale domnívá se, že zákazníci ho budou preferovat, jakmile ho vyzkouší. Na základě dřívějších zkušeností byla sestavena matice pravděpodobností přechodu a matice ocenění.
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(záporný výnos představuje ztrátu)
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Uvažujme diskontované ocenění s parametrem 
[image: image153.wmf]5
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Složky vektoru 
[image: image158.wmf])
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 se „blíží“ ke složkám limitního vektoru.
Pokud zákazník vyzkouší nový výrobek, bude to vynášet. Pokud ho nevyzkouší, bude to spíše ztrátové.
Nadále budeme předpokládat, že pravděpodobnosti přechodu a ocenění můžeme zčásti ovlivnit. Pak se jedná o řízený Markovův řetězec, jehož teorie je složitá.

Příklad 5.x.

Je sledována jistá výrobní linka, která může být v provozu (stav 1) nebo v opravě (stav 2). Je-li výrobní linka v provozu, jsou možné tyto varianty: bez kontroly, s namátkovou kontrolou, s pravidelnou kontrolou. Je-li výrobní linka v opravě, jsou možné tyto varianty: bez výměny, s výměnou jistých součástí.
Zde je více variant matice pravděpodobností přechodu i matice ocenění.
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V případě 1 kroku je nejvýhodnější 1. varianta, ať je linka v provozu nebo v opravě. Tam je výnos nejvyšší.
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V případě 2 kroků je nejvýhodnější 3. varianta, pokud je linka v provozu, 1. varianta, pokud je linka v opravě. Tam je výnos nejvyšší.
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V případě 3 kroků je nejvýhodnější 3. varianta, pokud je linka v provozu, 1. varianta, pokud je linka v opravě. Tam je výnos nejvyšší.
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V případě 4 kroků je nejvýhodnější 3. varianta, pokud je linka v provozu, 1. varianta, pokud je linka v opravě. Tam je výnos nejvyšší.
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